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Chapitre I : Espaces métriques (cours 01)

1 Deéfinitions, Propriétés et exemples fondamentales

Soit F un ensemble non vide.

1.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 1.1. Une distance d sur E est une application d : E x E — R qui satisfait
pour tout x,y,z € £ :

e
—
_ (inégalité triangulaire).

Le couple (E,d) s’appelle espace métrique.

5" Exemple 1.1. L’exemple fondamental d’un espace métrique est I'espace R avec la

distance définie par d(x,y) = |[x-y| . Cette distance s’appelle distance usuelle sue R.

= Il est facile de vérifie que d est une distance. En effet, on a pour tout z,y, 2 € R
dlx,y) =0<= |z —y| =0z =1y.
d(,y) = |z =yl = ly — 2| = d(y, 2).
dlz,y) = |z =yl =z —z+z—y| < | =2+ |z —y| = d(z,2) + d(z,y).

Deux propriétés importantes de la distance sont données par la proposition suivante :

Proposition 1.1. Soit (£, d) un espace métrique. Alors la distance d satisfait les deux
propriétés suivantes :

[a] La distance d est positive : d(z,y) >0, Vz,y € E.

IEI Pour tout z,y,z € E:

|d(z,z) —d(z,y)| < d(z,y) (1.1)

Démonstration.  [a] Soient z,y € E. En utilisant successivement les propriétés ,,,
on obtient
0=d(z,z) < d(z,y) + dy, z) = 2d(z,y).

D’ou d(z,y) > 0.



@ Soient x,y,z € E. On a d’aprés :
d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2)

d’ou par , on obtient
d(:lj‘, Z) o d(za y) < d(LC, y)

En changeant le role entre = et y et par , on a
d(Z,y) - d(l’, Z) < d(l‘, y)

On en déduit que

|d(x, 2) — d(z,y)| < d(z,y) | (1.2)
[l

ISy Le nombre positive d(z,y) s’appelle distance entre z et y ou distance de x a y.

S Pour vérifie que d est une distance, en générale seul, la propriété |3| qui pose un
g
difficulté (parfois grande) contrairement aux propriétés |1] et qui sont faciles a
vérifier .

5" Exemple 1.2. Soit d: E x £ — R une application définie par

1 si x
Vx,yEE:d(x,y):{O < xig

Montrons que d est une distance. Soient z,y,z € E. On a
Si x =y alors d(z,y) = 0 (par définition) et si z # y alors d(x,y) =1 # 0. D’ou

dz,y) =0« x =1y.

Onad(y,ﬂf)z{é YT )

si y==
(3] e Siz =y alors

0=d(z,y) <d(z,z)+d(z,z).
——  ——
>0 >0

e Six # yalors x # z ou y # 2. D’ou

1=d(z,y) < El(x, z) + d(z,yz.

~
=1Vv2

Dans les deux cas, on a : d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Donc d est une distance sur E. Elle s’appelle |distance discréte .



1.2 Exemples de distances fondamentales
1.2.1 Distances sur R"

5" Exemple 1.3. La distance notée d;, est défini sur R™ par :

n

Yo,y € R di(z,y) € |z — yil (1.3)

=1

ouz = (z1,...., %),y = (Y1, ...,yn) € R" Vérifions que d; est bien une distance. On a pour
tout x,y € R™ :

Ona

dl(x,y):()<:>2|xi—yi|20 = |z, —y| =0, Vi=1,..n
i=1
<~ T =Y, VZ:L,TL
— r=y

2| Soient z,y € R". On a

def & &
di(z,y) = Z v — yil = Z lyi — @3] = di(y, x).
i=1 i=1
Soient x,y, z € R". Vérifions I'inégalité triangulaire. On a

di(z,y) = Z v —yi| = Z T — 2 + 2 — yil
i=1 i=1

S (i = =l + o = i)

i=1

= Z |z — zi| + Z |zi — il = di(w, 2) + di(2,9).
i=1 i=1

IA

I Exemple 1.4. On définit sur R” la distance usuelle (la distance euclidienne), notée
dy par

N 1/2
Ve,y € R" : dy(x,y) def (Z |z; — %’2) (1.4)

=1



On vérifie que dy est une distance.

Ona

" 1/2
do(z,y) = 0 <= (Z\xi—yi]2> =0 < |z—yl?=0 Vi=1,.n
=1
— T; =Y, Vi = 1, o, n.

= 1=y

Soient z,y € R". On a

n 1/2 n 1/2
def
da(z,y) = (Z |lz; — ?/z|2) = (Z ly; — .9:Z|2> = ds(y, x).
i=1 i=1

Pour montrer I'inégalité triangulaire, on utilise 'inégalité de Minkowski suivant :
Pour tout a = (ay, ..., a,), b = (by,...,b,) € R" :

n 1/2 n 1/2 n 1/2
<Z|ai+bi|2> g(Zaf) +<Zb§> (1.5)

=1 =1

On a pour tout z,y,z € R™ :

" 1/2 n 1/2
da(z,y) = (Z |z — yi|2> = (Z (i — 2i) + (2 — yi)|2>
i=1 i=1
1/2 1/2
n n
< Z’fﬂi—yz’\Q + Z’Zi_yi‘Q

=1 =1
- d2($,2)+d2<2,y)-

5" Exemple 1.5. La distance notée d., est défini sur R™ par :

Va,y € R" 1 doo(x,y) o max lx; — yil (1.6)

Vérifions que d, est bien une distance. On a pour tout z,y € R" :
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Ona

dx(fl;,y):0<:>m§ulxlxi—yi\:0 — |z;—y| =0, Vi=1,..n

Soient z,y € R". On a

def
oo (2, y) = max |z; — y;] = max |z; — ;| = doo(y. ).

Soient x,y, z € R™. Vérifions I'inégalité triangulaire. On a

— x;=vy;, Vi=1,...,n.
— T =Y

doc(flfay)zf?jlx‘xi—yi’ = r?:alxlxi_zi‘i‘zi_yi‘

IN

mav (j2i — 2] + [ — i)

< max |z — 7|+ max |5 — ] = d(2,2) + duolz,0).

1.2.2 Distances sur C([a, b]; R)

Notons que C([a, b], R) est I'espace des fonctions continues sur l'intervalle borné [a, b] a

valeurs dans R. On définit sur cette espace les trois distances suivantes

b
0 (f,g) = / f(@) - g(a)lda

airo - ( [ i) - o()Pr ) "

dw(f,9) = max |f(z) — g(7)|

z€la,b]

(1.7)

(1.8)

(1.9)

pour tout f,g € C([a,b],R). On vérifie que dy est une distance sur C([a, b], R). Les autres

distances sont laissées a I’étudiant. Soient f, g, h € C([a,b],R).

Ona:

b
dz(f79)=0<:>/ [f(z) = g(2)Pdz =0 = |f(z) - g(x)| =0, Vz € [a,}]

Pour la symétrie, c’est évidente.

<~ f(x)=g(x) V€ [a,b]
— =g



Pour I'inégalité triangulaire, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz suivant

/abf(:t)g(x)dx < (/ab |f(x)|2dx) v (/ab |g(a:)|2dx) 1/2, Vf,g,€ C(la, b, R).

(1.10)

b b
dof.g)? = / (@) - gla)Pdz = / (f =)+ (h - g)Pdz
ab a
< [0+ glpde
b b b
- /’f—g\denL/ !h—gr2dx+2/ 1 — Bk — glda

e /|f h\Qda:+/ ZL g[2dx+2(/ f/Qthx) - (/ab\h—g\2dx>
([ 1r-nras) " ([ 1= orar) )

= (dao(f, 1) + da(h, 9))?

1/2

Exercice 1. Est ce que d définit une distance sur R dans tous les cas suivants :

|d(x,y) = |arctanz — arctany|,Vz,y € R
|d(z,y) = |2* —y?|, Yo,y € R
d(x,y) = |sinz — sinyl|,Vz,y € R.

Exercice 2. Soit d une distance sur E. Posons § = ﬁ. Montrer que § définit une distance
sur F.

Exercice 3. Soit f : F — F une application injective et soit d une distance sur F. On
pose

o(z,y) = d(f(x), f(y)), Yo,y e€E.

Montrer que ¢ est une distance sur E.

Exercice 4. Soit (E, d) un espace métrique. Soit ¢ : [0, co[— R une application croissante
telle que

©(0) =0, Vt>0:0(t) >0, Vt,s>0:p(t+s) <)+ ¢(s),
Démontrer que I'application ¢ o d définit une distance sur E.
Déduire que les applications suivantes définissent des distances sur R :

d“, 0<a<l, In(1 + d), min{1, d}.



Chapitre [ : Espaces métriques (cours 02)

2  QOuverts et fermés

2.1 Boule ouverte et fermée

On définit certains notions mathématiques, en s’inspirant de la géométrie euclidienne
du plan et de I'espace.

_ 2.1. Soient (F,d) en espace métrique, a € F, r > 0.

_ de centre a et de rayon r est l’ensemble :

B(a,r) :={x € E :d(a,z)<r}.
_ de centre a et de rayon 7 est 'ensemble :

B(a,r) :={z € E : d(a,z)<r}.

- de centre a et de rayon 7 est I’ensemble :

S(a,r) :={z € E:d(a,z)=r}.

Exercice 5 (Trés facile). Montrer que| B(a,r) = B(a,7) U S(a,r).||(a,r) = B(a,r) \ B(a,r).

I Exemple 2.1. Soit £ = R, muni de la distance usuelle d(z,y) = |z — y| On
a montré que d est une distance sur R et on a :

B(a,r):={x €R:d(a,z) <r} = {ze€R:|jz—r|<r}
= {zreR:—r<zx—a<r}
= {z€eR:ia—r<z<a+r}
la—ria+r|

De la méme facon, on obtient la boule fermée B(a,r) = [a — r, a + r|. Pour la sphére,
on a

S(a,r) = B(a,r)\ B(a,r) = [|\|][={a —r,a+7r}.

E = R? avec la distance euclidienne da(z,y) := (21 — 11)? + (23 — y2)2)"">. (ici, on
ax=(r1,12) € R? y = (y1,92) € R%) Alors, on a pour a = (a1, as) € R

Bla,r) ={z € R* i day(a,z) <1} ={z € R*: (11 — a1)* + (72 — ap)* < r*}
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C’est le disque de centre a et de rayon r privée de sa frontiére.

Y Y
_---. B(a,r) B(a,r)
// \
1/
a \
Qg t-1----~7T | as -
\\ \/
-y
L
| |
‘ T ! T
0 aq 0 ay

Boule ouverte B(a,r) dans R?| | Boule fermée B(a,r) dans R2

Yy
S(a,r)
as - -
: X
0 a1

La sphére dans R?

E = R? avec la distance du(7,y) := max{|z; — zs|, |z2 — y2|}. Calculons la boule
unité (de centre O = (0,0) et de rayon 1).

B(0,1) = {X = (2,y) € R? : max{|z — 0|,y — 0|} < 1} (2.1)
= {(z.y) eR*: 2] < 1Ayl <1}
C’est le carré centré en O et de longueur de coté 2, comme la figure le montre :
Y I
B(0O,1) B(O,1)

Boule ouverte B(a,r) dans R?| |Boule fermée B(a,r) dans R?




S(0,1)

La sphére dans R?

E = R? avec la distance d;(z,y) = |z1 — y1| + |z2 — y2|. Calculons La boule unité
(ouverte). On a
B(0,1) = {(z,y): ]z =0+ |y —0] <1} = {(z,9) : [z + [y| <1}
= {(r,y):z+y<lhz—y<lA—z+y<lA—-z—y<l1}
(ici, on a distingué les 4 cas : 2,y > 0,2 >0, y < 0,2 <0, y >0et z,y <0)

On obtient donc un losange. et les figures suivantes montrent les boules ouverte et
fermée et la sphére.

. B(0,1) B(0,1)

Boule ouverte B(a,r) dans R?| |Boule fermée B(a,r) dans R2

Y

S(0,1)

La sphére dans R?

Exercice 6. Soit (E,d) un espace métrique. Calculer la boule ouverte, fermé et la sphére
(de centre a et de rayon v > 0) par rapport aux distances suivantes.

d(z,y) = { (1) Z iig L 0 y) = (1 +d(x,y), 6ry) = i(ﬁgi)y‘y
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Proposition 2.1. Soit (E,d) un espace métrique.

La boule ouverte B(a,r) satisfait la propriété suivante :

Vo € B(a,r),30 > 0: B(z,p0) C B(a,r). (2.3)

A réunion des boules ouvertes si et seulement si

Ve € A,Jo > 0: B(z,0) C A. (2.4)
Démonstration. Soit = € B(a,r).

Il suffit de choisir 0 < ¢ < r — d(a,z). En effet, / N

on vérifie que B(z, 0) C B(a,r). Soit y € B(z,0). I
Montrons que y € B(a,r). Il suffit de montrer que |
d(a,y) < r. On a par I'inégalité triangulaire |

d(a’y) Szd(a7x)'+'d(x,y)‘< d(a,x)-+-g = 7r. A 9

On démontre les deux implications.

=) Supposons que A est réunion des boules ouvertes. Alors

A= U B(x;,r;), ou I est un ensemble non vide.
iel
Montrons (2.4). Soit z € A, Alors 3¢ € [ : x € B(x;,r;) C A et d’apres (2.3)),
J0>0: B(x,0) C B(x;,r;). Par conséquent B(z, p) C A.

<) Supposons que (2.4 est satisfait et montrons que A est un réunion des boules
ouvertes. A’aprés (2.4), Ve € A:3r, >0: B(z,r,) C A. Do

U B(z,r,) C A.

T€EA

D’autre part, on a

A= U{x} C U B(z,r,).

T€EA €A

On en déduit que A = |J, .4 B(#,r;) (c’est un réunion des boules ouvertes).
CQFD.

O
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2.2 Ouverts et fermée, Adhérence, intérieur et frontiére
La proposition précédente motive la définition suivante
Définition 2.2 (ouvert, fermé). Soit (E,d) un espace métrique et soit A C E.

[a] On dit que A est un ouvert s’il est réunion de boules ouvertes (ou s'il satisfait la
propriété (2.4))).

On dit que A est fermé si son complémentaire est ouvert.
On a besoin de cette notion de distance entre un élément x et un ensemble A.

Définition 2.3. Soient (F,d) un espace métrique, z € E et A une partie non vide de E.
On appelle distance de z a A le nombre positive

d(z,A) = {;Ielfl} d(z,y) = inf{d(z,y) : y € A}. (2.5)

Remarque 2.1. [a] Siz € A alors d(xz, A) = 0. En effet

0<d(z,A):= inf d(z,y) <d(z,z)=0.
{yeA}

@ Si A = ¢, alors on prolonge la définition en posant d(z, A) = +oc.
Exercice 7. Soit A un ensemble non vide d’un espace métrique (E,d). Montrer que
Ve,y € B |d(z, A) —d(y, A)| < d(z,y). (2.6)
Définition 2.4. Soient (F,d) un espace métrique et A une partie non vide de E.

L’adhérence de A, noté A, est défini par

A={recF:dx, A =0} (2.7)

et un point de A s’appelle point adhérent de A.

L’intérieur de A, noté A, est 'ensemble défini par

A={rcA/3Fr>0:Bxr) C A} (2.8)

et un point de A s’appelle point intérieur de A.

La frontiére de A, noté FrA,est I’ensemble :

Fra =4\ A (2.9)

La proposition suivante donne des propriétés trés importantes a ces notions :

12



Proposition 2.2. Soient (F,d) un espace métrique et A est un ensemble non vide de de
E. Alors :

;1 est ouvert.

A est fermé.

A=A (le complémentaire de 'adhérence est égale a 'intérieur de complémentaire).

A est le plus grande ouvert inclus dans A.

A est le plus petit fermé qui contient A.

o
Démonstration. Montrons que A est ouvert. c’est & dire on montre que

o

Vmejl,Elr>O:B(a:,r)CA.

Soit = € A. Alors, par définition, Ir > 0 : B(x,r) C A. Montrons que B(x,r) C A.
Soit y € B(z,r), d’ou d’apres (2.3) 3 0 > 0: B(y,0) C B(x,r) C A et donc y € A.
Par conséquent B(z,r)A.

1l suffit de montrer que (A)¢ est ouvert. Soit = € (A)°. Alors d(x, A) :=r > 0. c’est
a dire

Vye A:d(xz,y) >d(z,A) =r (car d(z,A) = igg d(z,z) <d(z,y)).

Ce qui implique AN B(x,r) = ¢. Montrons que B(x,r) C (A)° Soit y € B(z,7),
alors d’aprés (2.3), 3 0 > 0: B(y, 0) C B(x,r). D’ou B(y,0) N A = ¢, c’est a dire

VZEA:(y,z)zg>O.

Par conséquent d(y, A) := inf,ead(y,z) > 0> 0. D'ou y ¢ A et et donc y € (A)°.

D’ou B(z,r) C (A)°. Donc (A)¢ est ouvert.

Ona

7€ (A = d(x,A) >0 <= iggd(x,y) =r>0
v

— VyeA:dzy>r<VyecA:y¢gDB(x,r)
< ANB(z,r) =¢ <= B(z,r) C A°

(o]
— g € A°

) = A°.

=

D’ou (
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Soit B un ouvert inclus dans A. Montrons que B C A. Soit x € B. Comme B est

un ouvert alors 3r > 0 : B(x,r) C B C A. Donc z € A. Donc A est le plus grand
ouvert inclus dans A.

Soit F un fermé qui contient A. Montrons que A C F. On a F°¢ C A® et comme F*°

est ouvert, d’aprés les deux point précédents F¢ C A° = (A)°. Donc A C F.
]

Corollaire| 2.3. Soient (£, d) un espace métrique et A est un ensemble non vide de de
E. Alors

(A est fermé)<= A = A.

o

(A est ouvert) <= A = A.
Démonstration. En exercice. O
Exercice 8. Soit (E,d) un espace métrique, ot d est la distance discréte.

1. Calculer la boule ouvert et la boule fermé de centre de centre a et de rayon 1.

2. Calculer l’adhérence de B(a,1).

3. conclure.

Exercice 9. Soit (E,d) un espace métrique et A est un ensemble non vide de E. Montrer
que B
re€A<=Vr>0:B(z,r)NAH#¢.
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