RAPPEL SUR LE CALCUL VECTORIEL

1/ GRANDEUR SCALAIRE

Une grandeur scalaire est toujours exprimée par une valeur numérique suivie de 1’unité

correspondent .
Exemple :le volume, la masse, la température, la charge électrique, 1’énergie. ..
2/ GRANDEUR VECTORIELLE

On appelle grandeur vectorielle toute grandeur qui nécessite un sens, une direction, un point

d’application en plus de sa valeur numérique appelée intensité ou module .

Exemple: le déplacement, la vitesse, la force, le champ électrique...

1-Notion de vecteur
1.1-Deéfinition :
Un vecteur est une entité mathématique qui représente un élement d'un espace vectoriel E3

Associé a un espace affine (de points )RB , ou on définit une direction , un sens, un module et un

point d'application . ()

v "0" point d'application .
v "A" est la direction (ligne d'action )

v "|0A||" (dans la base orthonormée (Z, J; k)

<!
>

|04|| = /x2 +y2 + z2 Et le module du vecteur.

v De"0" vers"A" est le sens .
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1.2- Types de vecteurs

a) Vecteur libre:
c'est un vecteur ou le point d'application peut étre transféré a n'importe quel point de I'espace .
b) Vecteur glissant:
c'est un vecteur ou le point d'application peut étre déplacer le long de sa ligne d'action .
C) Vecteur lié:

c'est un vecteur ou le point d'application est fixe et définit par les coordonnées de sen origine.

v . A
1 Vi A —
_——r o 2 (A) 0 Vs
2
Vecteur libre Vecteur glissant Vecteur lié

2- opération sur les vecteurs

2-1 somme de vecteurs :

Rapportée a une base orthonormée (7, j; k) , la somme de deux vecteurs est un vecteur , ou les

composante s'ajoutent a deux respectivement
Vl) = x1?+ y1j+ le et VZ) = x2?+ yZ]_)+ Zzl_c)

2 V=V+V=0u+x)i+ 0+ + (2 +2,)k
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2-2La difference de deux vecteurs :

—

La différence de deux vecteurs ert V; AR 7{

est la somme du premier vecteur est I’opposé du second
V=V -V, =V + (V)
2-3 Produit de vecteurs:

@) Produit scalaire et projection :

le produit scalaire de deux vecteurs V;et V, , est un scalaire noté V;. V/, que est égale a la somme

des produits des composantes prisent deux a deux respectivement .
V, = x,0+y,J + zj et V, = x,0+ y,] + ZZE
2 =>V=V.V,=0q.%) + (1:¥2) + (21 23)

REMAIGUE : pour les vecteurs unitaires de la base

orthonormée on a :

Le carré de module du vecteur est :

VV=0x)+0y) +(z2)=x2+y2+ 22 =V2

=> V| =V = /2Ty + 22

le produit scalaire peut étre définit aussi de la maniéré suivante
V1. Vy = Vi V2| cos(Va: V)= ||V |- |V cos(6)

ViV = |V Vel cos(73: V)= W42
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Propriétés :

v' le produit scalaire est commutatif : V.V, =V,.V,
v" le produit scalaire est distributif par rapport a I'addition
Vi. (Vo +V5) = V.V, + V. V5

v" le produit scalaire représente géomeétriqguement la projection d'un vecteur sur un autre

Vi=(xi+y/+zk).i=x
Vj=(xl+yj+zk).j=y
V.k=(xi+y]+zk) .k =z

- le produit scalaire est nul si : ||[V;|| =0, ||[Vz]| =0 ou B 1 W,
B) Produit vectoriel et surface orientée :

le Produit vectoriel de deux vecteur 7let 72 ; est un vecteur noté 71 A 7{ et donné pare :

U]k y Z X Z X
— — 3 1> 1]~ 117
ViAVy =lx; y1 zy| = yz/zz l_|;2><22 ]+|X%Z|k
X2 Y2 Zp

V_1)/\V—z> = (¥122 — ¥221)T — (X123 — X221)] + (X1Y2 — x2y1)E

— = ‘
Et peut étre définit aussi de la maniéré suivante Vl A VZ
V; AV = [V 175 ]| sin(5; )@

AN AN A ROr

i : est un vecteur unitaire , % L Vet V,
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Propriétés:

v' le produit vectoriel est non commutatif : V, AV, = -V, AV,
v" le produit vectoriel est distributif par rapport a I'addition
ViA(V +V5) =V AV, + VAV
v" le vecteur résultant du produit vectoriel est toujours perpendiculaire aux vecteurs opérandes

v" le produit vectoriel obéit a la permutation circulaire
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v le produit vectoriel est nul si : ||| = 0, ||[V2]| = 0 ou Vi || V2
v le produit vectoriel représente géometriquement l'aire de la surface orientée formée par les

vecteurs opérandes .
Bl Produit mixte:

le Produit mixte, est un scalaire définit par la relation [72 A ﬁz
A

suivante :

Vi.(VAVz) =N

Propriétés:

-le Produit mixte est invariant par permutation cyclique
V(G AT) = V5. (Vo ATR) = 5. (V3 ATS)
-le Produit mixte estnul si : [|[V;]| = 0, |[V2]| = 0, |[V]| = 0 ;0uV;,V; etV; sont coplanaires .

- le Produit mixte représente geometriquement le volume forme par les vecteurs opérandes.
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2-4 Dérivée d'un vecteur :

Dans une base orthonormée cartésienne on exprime le vecteur A par :

-

A=xi+y]+zk

S'il est variable , sa dérivée revient a dérivée ces composantes .

v" la dérivée de la somme des vecteurs est égale a la somme des dérivées de ces vecteurs

d(A+B) _ dA  dB
dt  dt = dt

La dérivée du produit des vecteurs est égale a

d(A. B = dA 7 dB _ _
( ) — B. —+A.— pour le produit scalaire .
dt dt dt
d(ANB > dB  dA = _ _
ddnrB) _ AN —+—AB pour leproduit vectoriel.
dt dt dt
Exercice :

—

Dans une base orthonormée(t, j, E), on donne les vecteur 4, B et C
A=21+j+3k et B=51i-2J+k etC= i+j+k
a) Calculer les modules de 4 et. B.

b) Calculer le produit scalaire (4 .B) et le produit vectoriel(4 A B)

c) Quel est I’angle formé entre les deux vecteurs.

d) Calculer le produit mixte C.(4 A B)

Université Mohamed Boudiaf de M’sila (M 1)

Mr: Dilmi Mourad



solution

a)modules de A et. B : A=21+7+3k et B=51-Z +k
[d| =VxZ+y2+22 =vid ; |B|| =Jx2+y2+2Z =30
b) le produit scalaire : A .B= XaXp +YaYp + ZpZpg

A B=25+1(-2)+3.1=> 4.B =11

le produit vectoriel :

ANB = Xq4 Ya zZa| = (Vazp —Ypza)l— (x42p — x2,4)] + (X4Yp — XgYa)k

—

j — —
1 ANB =7i+137—- 9k

|

>
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N ~
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—2
c) [’angle formé entre les deux vecteurs :

A B

ona: A .B= |[A|.|B|| cos6 => cos6 = e = 0 = Are cos vTilvﬁ
=> @ = 57.53°
On peut calculer 8 de le produit vectoriel . : A AB = |[A|.||B|| sinou
d) le produit mixte C.(4 A B): C= i+2j+k AAB =17(+13j- 9k

C(AAB)=1.7+2.13+1.(-9) =24

C.(AAB)=24
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-Systeme de coordonnées

1-Représentation dans le plan

1-1 coordonnées cartésiennes (x,y) — (i,7)

Dans le plan on choisit une base orthonormée (7,7) ou les oY
coordonnées du point "M" sont (x,y )
r
OM = 7#=xi+yJ]
le module est : ||OM|| = [I7]] = \/x2 + y2 i
> >
0 U X

1-2 coordonnées polaires (p,0) — (u,,uq )
Si on choisit une base locale (1,1 ). "0"choisit arbitrairement comme pole et U, est orienté le
long du vecteur OM .

La direction qui passe par le pole "0" c'est I'axe polaire , il est pris comme référence pour définir

I'angle (la cordonnée )" @".
0<p< +oo 0<6<2n ?

L'autre coordonnée "p" est le module du vecteur OM

OM = pu, le moduleest: |[oM|| =p

{u_[,= cosOi+sinfj

Ug = —sin@i+cosOj

Axe polaire
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1-3 coordonnée intrinseques (uy, Uz )

e

Ur

Yy A / 0
On ne peut représenter le point dans le systéeme de coordonnée § .
intrinséques que si I'on connait la courbe "C" de la trajectoire EN
prise comme axe . Munit d'une origine ,la distance OM r
L ANT — AN 2 O H >
est notee "s". OM=setOM=r1
X
1-4 Relation entre les coordonnées des différents systemes
En coordonnées cartésiennes
0_M)=1_"’=xi)+y_) n
v
| Cerele de rayon

En coordonnées polaires OM = pu,

Si on fait un choit tels que I'axe polaire soit

confondu

avec l'axe ox

—

OM = 7 =xi+yj = pu, = pcosOl + psinbj

Par comparaison on aura

y

0 = arct-
X

{xzpcose
y =psinf

u,= cosOi+sinbj
Ug = —sSinBi+cosOj

f)f ' / ¢ =1

”, \\ I-*'

REMAIGUE : il ne pas confondre les coordonnées polaires et les coordonnée intrinséques
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2- Représentation dans I'espace

—

2-1 coordonnées cartésiennes (x,y,z) — (1,7, k)

Dans I'espace on choisit une base orthonormée (7,7, k )

Les coordonnée du point "M" sont (x, y, z ) tels que: z T
'\.'\r
= - = > =1 .
OM = 7 =xi+y]+ zk e M
Le module est ||[OM|| = IF]l = /x2 + y? + 22 z
x est la projection de OM sur i z

y est la projection de OM sur j

Z est la projection de OM surk
2-2 coordonnees cylindrique (p,0,z) - (u,, ug, k)
Le point "M" est repéré sure la surface d'un cylindre.

..........

La projection de OM , sur sa base est repérée pare T
(p.0,2).

0<p<+w 0<6<2m 0<z< 4o

et le module

[oM| = IIFll = {p? + 22
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2-3 Relation entre les coordonnées cartésiennes et coordonneées cylindriques

En coordonnées cylindriques OM = 7 = pu, + zk

—_—

de plus u, = cos O + sin 6j

X=pcos0 p =x%+y?
y=psing < 0 = arct?
Z=12 *

zZ =2
2-4 Coordonnées spheériques (,0, ¢ ) — (U, ug, u, )

-le point "M" est repéré sur la surface d' une sphere .

" 0" angle polaire : entre I'axe polaire pris arbitrairement et la direction OM ou "0" et le centre de

cette spheére .

v" la projection OM sure le plant Equatorial est repérée par I'ongle azimutal " ¢" par rapport a

un axe de direction arbitraire dans ce plan .

—

oM =7 = |IF|l u;

0<r<+4om 0<6<m 0<¢p<2nm

u, . vecteur unitaire radial (dans la direction du rayon W)

Ug : vecteur unitaire tangent au grand cercle (tous les cercles de rayon OM )

U, - Vecteur unitaire tangent au paralléles (cercles paralléles a I'équateur )
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2-5 Relation entre les coordonnées cartésiennes et coordonnées spheriques :

—_— —

v" En coordonnées cartésiennes OM = 7 = xi + yj + zk

v" En coordonnées sphériques OM = 7 = ||

De plus %, = sin@ cos @i + sin@sin@j + cos O k

Donc:

— [y2 2 1 ,2
x =rsinfcos @ r—\/x Ty +z

: ) _ y
y=rsinfsing < ¢ =arct”

z=rcos0 0 = arccos (;)
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