Fonctions réelles :

Définition :
On appelle fonction numérique définie dans un domaine X toute application f telle que &

chaque point x de X on fait correspond un seul élément y de R.

Et on écrit :
fi X >R
x =2y =fx)

X et le domaine de définition de f
fX)=Imf ={yel, 3xeX; y=£fx)} est!’ensemble des valeurs de / ou bien ensemble
image de f . s
Graphe d’une fonction :
On appelle graphe d’une fonction f le lieu géométrique des points M(x, y) ou x eX
et y=f(x) et on écrit :
Gr= {M(x, ), x €X et y=£x)}
Opérations sur les fonctions réelles :
Soient £ g: X — R,
Egalité et inégalité :
1. Onditque f estégalea g etonécrit: f=g si Ax)=g(x) VxeX
2. Onditque f est inférieureouégalea g etonéerit: f< g si Ax)<gx)VxeX
3. Ondit que f est supérieure ou égalea g etonécrit: f2g si fix)2gkx) VxeX
Opérations arithmétiques :
La somme (f + g)(x) =flx) + g(x), Vx e X
La différence (f—g)x)=Ax)—-fix),VxeX,
Le produit (f. g)(x) =Ax) gx), Vx e X,

Le rapport [LJ(J:) = f—(-{)—; Vxe X, g(x)=0
\8 g(x)

Composition de fonctions :

Soient /X >R, g: YR, tellesque AX)cY

On définit la fonction composée de f et g etonnote gof la fonction définie sur X par :
(gofix)=g(flx));, VxeX

Exemple :
Soient flx)=cosx et g(x)=x* x ek,

(fog)x)=cos(gx))=cosx’ et (gof)x)=g(fx))=(x)) =cos’x

Ilestclairque gof #fog.
Propriétés générales des fonctions :



1. Fonctions paires et impaires :
Un ensemble X R, est dit symétrique par rapport & I'originesi: Vxe X=-xe X
Définition :
La fonction /' définie dans I’ensemble symétrique X :
i. estditepairesi: Vxe X, f(—x)=£fx)
ii. estdite impaire si: Vxe X, f(-x)= -fix), VxeX
Périodicité :
Soit X — R,
On dit que 1 est périodique s’il 3 a € Ry, tel que
i. x+aeX
ii. Ax+ta)=fx),VxeX
Et il est évident que : f(x + ka) =f(x)
Définition : :
On appelle période de /' le plus petit nombre positif 7 tel que : f{x + 7) =f(x)
Monotonie :
Soit /: X >R, f estdite:
L. Croissantesi Vx;,x; e X, x <x= fix)) <flxy)
2. Strictement croissante si: Vx, x€ X, x<x = Axy) < fixz)
3. Décroissante si Vi, e X, x<x = Sx1) 2 fx;)
4. Strictement décroissantesi YV x,xme X, x5 <x = Sx1) > flxy)
Fonctions bornées :
Définition :
La fonction f est dite :
1. Majorée sur X s’il IMeR, f(x)sM, VxeX
2. MinoréesurX s’il 3melk, f(x)2m, VxeX
3. Bornée sur X si elle est majorée et minorée simultanément ¢’est 4 dire
msfix)<M, VxeX ou Icel., |[fx) <c, Vxek,
4. Nonbornée si Vcely, 3x'eX telque [fix)>c
Définition :
On appelle borne supérieure de f (resp. borne inférieure) sur X le plus petit majorant

(resp. le plus grand minorant) de f et on écrit :




M =sup f(x)&

xeX

1/Vxe X, f(x)S M
2/Ve>0,3x, e X, f(x)>M —¢

{lfv.xe X, f(x)zm

m=inf f(x)e
2/Ve>0,Ax, e X, f(x)<m+¢

xeX

Théoréme :
Toute fonction majorée (resp. minorée) admet une borne supérieure (resp. inférieure)
Maximum et minimum d’une fonction :
Soit f: X —R,
Définition :
On dit que f admet un maximum (resp. __Ifiinimum) au point x, eX si
VxeX, fix)<Axo) (resp. fx)2Axo))
Fonctions inverses :
Soit /: X =R, f estdite
1. Injectivesi Vx,x; € X, (x1# x‘z :>_j(x1) # flxz)) ou bien (x; =x; = flx)=fx2))
2. Surjectivesi VyeR Ixe X, y=£Ax)
3. Bijective si elle est a fois injective et surjective
Définition :
Soit /: X Y, festdite inversible s’illf_:xiste £2:Y > X telle que:
(gof)x)=x et (fog)y)=y
la fonction g est dite inverse de f et on la désigne parg =/ 'etona: y=fAx) = x=1"'()
Propriétés :
Soit f: X — Y inversible (bijective) alors :
1. L’inversede /'est f c’estadire (f ') '=f
2. Sifestimpaire (resp. paire)alors /' est aussi impaire (resp. paire)
3. Sifest strictement monotone alors /~' est aussi strictement monotone

Graphe d’une fonction inverse :

Soient Gy le graphe d’une fonction inversible et G = {y, o y)), Ve Y} le graphe de £~

dans le repére cartésien Oxy alorsona :

(»¥)eG, @x=f(yhyel ©y=f(x)hxeX & (xy)eC,
C’est a dire que G o est symétrique au G; par rapport a la 1% bissectrice d’équation y = x.

Fonctions usuelles — Fonctions élémentaires :
Les fonctions suivantes sont dites usuelles

1. Fonctions constantes: flx)=c,Vxe X

g



2. Fonctions puissances : fix) =x% aeR
3. Fonction exponentielle de base «a» (a>0, a #1): fix) =4
4. Fonction logarithmique de base «a» (>0, a# 1) fix)=log,x)
5. Fonctions trigonométriques : sinus, cosinus, tangente et cotangente
6. Fonctions trigonométriques inverses : arc sinus, arc cosinus, arc tangente et arc
cotangente
Propriétés :

a=n: D,=IR
i. Fonctions puissances : f(x)=x"a=-n: D,=IR

£ IR, si q impair
a=§: () =x* ={p; D,,={ g

{ IR, si g pair
ii. Fonction exponentielle de basea (¢ > 0,a=1):
fixy=a", Dy= R, Imf= Ry, et f croissante si a> 1, décroissantesi 0 <a<1et de

plus x=0=>flx)= 1

a<l

iii. Fonction logarithme de basea : (a>0,a# 1)

y=log.x @x=d", D;=R, et Imflix) =R,

T=aly =)

y=log, x est croissante si a> 1 et décroissante si a < 1

Le graphe de y = log,x est le symétrique de y = a* par rapport & la 1*° bissectrice y = x .
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iv. Fonctions trigonométriques :

la fonction sinus y = sinx, 1. Dy=R

2. y=sinx est impaire périodique de période 2 n
3. [sinx| £1

% 4. sinx=0 & x=m

o 5. Dans I’intervalle [0,2;1'] ona:

25 128 lo 135 1.5

. : T
st y=sinx est croissante dans [— 5’5} et

RE. décroissante dans [-— - %] v |:72r 2 } :

1 Df= R

2. y=cosx est paire périodique de période 2n
3. | cosx|=s1
+

cosx=0& x= w2 +m

th

.. y=cosx est croissante dans

0t PR [_%,O}U[;;, 3?”] et décroissante dans [0, 7]

sin x
cosx

tan x 50T 1. y=tanx= ’Df =IR""{§+kﬁ’kEIZ}

5T

2.tan(-x)= —tanx c-a-d tanx est

s , o impaire

3. tanx est périodique et de période 7 = »

4. tanx est une fonction croissante sur Dy

j S, tanx=0 &©x=kxz kel

s D,=IR-{kr, kelZ}

4
cotxx0¢:>x=5+k;r

cotx est une fonction impaire décroissante sur

Dy périodique de période 7 = x

Fonctions trigonométriques inverses :



i. Fonction arc sinus :
60405 T : b : ;
La fonction sin :[—2,5] —>[-1,+1] est continue et monotone donc bijective et inversible

I’inverse de cette fonction est appelé arc sinus et ona :
: T
arcsin : [* l,-+-1]—> |:— 5,3—]
T

y=sinx, xe[—a,a] < x=arcsiny, ye[—1,+1] c'estadire sz[—1,+1]

Propriétés :

Soit y= arcsinx, x €[~ 1,+1] alorsona:
v e, caresinx=0 < x=0

’T 1. y=arcsinx estimpaire ;
| arcsin (—x) = —arcsinx, V x € [- 1, +1]

0.5t

2. y = arcsinx est une fonction croissante V x

o

-1 ) 0.5 Q 0.5 Il g = [_ I, +1}

0.5

3. sin(arcsinx)=x,Vxe[-1,+1]

4. arcsin(sinx)=x, Vxe [—%,%]

5. cos(arcsinx)= «/l——? Vxel[-1,+1]
6. sin:R— [-1,+1] n’est pas bijective:lcar I’équation y =sinx admet une infinités de
solutions ; x = (- 1)* arcsin yv+tkz kel
Exemple :
Résoudre 1’équation :
2sinx =1 sinx = % = x=(-1)* %Hm Sx= (—1)"[arcsin%]+k;r, kelZ
ii. Fonction arc cosinus :
La fonction cos : [0,3]—) [~ 15+1] est continue et décroissante donc bijective et inversible, on
désigne son inverse par : arc cosinus et on a :

arccos x : [—l,+lJ - [O,Jr]
V= €08 X, xe[O,Jr] &> X =arecos y, ye[—1,+]]

Propriétés :

wewx | Soit y= arccosx, x €[-1,+1] alorsona:

~



1, arccosx=0 & x=1

2. y=arccos x est décroissante V x € [- 1, +1]

3. cos(arccos x)=x, Vx e [~ 1, +1]

4. arccos(cosx)=x, Vxe[-1,+1]

5. sin (arccos x ) = m

6. arcsin x + arccos x = % ,Vxe[-1,+1]

7.y=cosx, xeR, & x=tarccosy+ 2krm kel
iii. Fonctions arc tangente :

A T ot . . « y
La fonction tan : }- 5,5[ — IR est bijective alors elle est inversible et son inverse est

noté arc tangent etona:

tan: /R—> —1,1
2°2
y =tanx, xe:]*%,g[ < x=arctany, yelR

Propriétés :
Soit y=arctanx, x R, alors:

o i " 1. arctanx=0 < x=0
8 2. arctan (—x)= —arctanx, V x ef,
gl 3. arctan x est une fonction croissante V x
, . g el,
N 2 i : i 4. tan (arctanx)=x, V x ef, et
05 jr
arctan(tanx )=x, Vx e ——,E
S 272
1.5 i X
sin(arctan x) = ——,x € IR
14 x*
5.

J%,x € ]—1,+1[
—X

6. y=tanx,et x el —{gwc:r, kes]Z}v::bxzarctan y+km kel

tan(arcsin x) =

iv. Fonction arc cotangente :
La fonction cot : [0, z[ — IR est bijective donc inversible, on note par arc cotangente son
inverse alors on a :

arccot: /R — b,;r[
ek y=c0tx,xe_}),7r[ < x=arccoty, yelR

Propriétés :

o Soit y=arccotx, x eR, alors:




1. y = arccot x est une fonction décroissante V x €R,
2. arccot(—x) = —arccotx , V x efl,

3. cot(arccotx)=x ,VxeR, & arccot(cotx)=x,Vxe 1),7:[

T
4. arc tan x + arc cotx = T Vv x el,

Fonctions élémentaires :
On appelle fonction élémentaire toute fonction réelle obtenue a partir des fonctions usuelles a
I’aide d’un nombre fini des opérations arithmétiques et de compositions de fonctions

Exemple :

_ x’ +sin3x+arcsinx
e” +logx

Fonctions rationnelles :

On appelle fonction rationnelle le rapport de deux polyndomes

_P(x) _aytax+ax’ +eta,x”
e o 2 n
O(x) by+bx+byx” +.t+b,x

od Dy ={x, Q(x)#0}

Fonctions irrationnelles :
On appelle fonction irrationnelle toute fonction y=fx) ol f{x) est composée uniquement
des opérations arithmétiques sur x et des puissance non entiére.

Exemple :

y=f(x)=¥1-x

Fonctions hyperboliques :

On appelle fonctions hyperboliques les fonctions suivantes :

x -X

1. Fonction sinus hyperbolique : y =sinhx = : ;e , x€lR

x -X

2. Fonction cosinus hyperbolique : y = coshx = £ Ze s X€lR

sinhx 2e" -1

= 1 xelR
coshx 2e" +1

3. Fonction tangente hyperbolique : y = tanh x =

4. Fonction cotangente hyperbolique :

coshx 2e* +1

= xelR
sinhx 2¢* -1

y=cothx=

Propriétés :
Pour sinh :

ol
e




i shx=0 o x=0
ii. sh x est impaire
iii. shx eststrictement croissante

iv. sh (x; +x;) =shx; chx;+shx;chx

cohx 8T 1.
it
11.
6T L3 e
111.
:
iv.
o
V.
- - L et
-2.5 =125 o 125 235
Pour tanh :
Lour tanh :
tanh x I‘|’
| .
l.
o0s
=
11.
R o
-5 23 L] 25 5 sew
111.
-0.5
-1
Pour coth ;
coth x JER o
1o |
:
1.
o
2
e [ 11.
15 1 (.5 w‘ o 0.5 1 1.5
. 111,
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Fonctions hyperboliques inverses :

1. Fonction sinus hyperbolique inverse :

chx#0  Yvxefk
chx est paire

ch x croissante dans R, et décroissante
dans R _
ch’x —sh’x =1

ch(x; + x3) = ch xich x; + sh x; sh x»

thx=0=x=0
thx est une fonction impaire

thx est strictement croissante

cothx=0, Vxekl,
coth x est une fonction impaire

coth x est strictement décroissante



sh: R— R est bijective alors elle est inversible et I’inverse de cette fonction est appelée
argument sinus hyperbolique notée argsinhetona:

argsinh : R—> R tel que:

Wy
I i. y=argshx , xeR < x=shy, yel,
u ! ii. y=argshx estune fonction paire
) ll B 5 y=argshx est strictement croissante

iv. argsh x=0 < x=0

Fonction cosinus hyperbolique inverse

cosh : [0,+0 — [I,+0] est bijective donc inversible et I’inverse de cette fonction est dit
argument cosinus hyperbolique noté argcosh ou directement argch telle que
argcosh : [],+oo[ — [0,+co[

(y=coshx, xe [O,+oo[)<:> (r=argcoshy, ye [1,+oo[)

argcosh x

2

i.  apgchx=0&x=1
ii ~ y= argchx est strictement croissante

sur Dy

05T

0_- 1 2 IJ ‘4
Fonction argument tangente hyperbolique :

tanhx: /R — }-1,+1[ est bijective donc inversible et son inverse est la fonction
argtanh :]— ],+1[ —> IR etona:

argth x wT

1.
(y=tanhx, xelR)<> (x=argtanhy, yel-1,+1])

i il. argthx=0x=0

. ¢ . iii y=argthx est impaire et strictement

croissante sur Dy.

T Fonction argument cotangente

hyperbolique :



coth : /R — | w,~1[U } 1,40 [ est bijective donc inversible et admet une fonction
réciproque dite argument cotangente hyperbolique notée argcoth telle que :

arg coth : |- o0,~1[U Jl,40 [> IR"

(v =cothy, xe 1R')c> (x =argeothy, [)> 1)

y = argcoth est impaire et strictement décroissante sur D;.
Théoréme :
1. argsinhx= log(x+‘\}x2 + lle e IR

2. argcoshx= log(.vww.fx2 —1)Vx 21

3. argtanhx= —;;—logr—x,‘v’xe Fr+fr -
= :

4. argcothx= %log—i—2

: [.x‘>1
x

Preuve :

1. PourtoutxdeR ona:
y:argsinhx@x:sinhyze =— & e¥ =2xe’ -1=0

S =xtvil+1ed =x+Vx’+1 © y=log(x+\/x2+1)

De méme pour argchx, argthx et argcothx.

Limites des fonctions :

Limite fine d’une fonction :
Soit /' définie dans un voisinage de x, sauf peut étre en x,

Le nombre / est dit limite de f lorsque x tend vers xo est on écrit :/ = lim f(x) si:
A=y

Ve>0, 35=8(e)elR,, VxeV(x), (0<|x-x|<s=|f(x)-1|<¢)

Exemple :

Démontrgr que !{133 sinx=0

En effet :

|sinx—0|=]sinx| < |x|

En posant 8(¢) <& on obtient :

Ve>0,36()>0, telque |d<8(e)=[sinx—0|=|d<e

Définition 2 :

Le nombre / est dit limite de / lorsque x tend vers xo si pour toute suite (x,) de V°(xo)
(voisinage épointé de xy) convergente vers xo la suite y, = f(x,) converge vers/

Etonécrit: Vx, € V(xo)



limx, =x, = lim f(x,)=1/

f1—wo0
Remarque :
D’apres la définition 2 s’ils existent deux suites (u,), (v,) convergeant vers x, telles que

lim f(u,)#lim f(v,) Alors la limite de S n’existe pas en xo

Exemple :

Etudier la limite de y =sin = lorsque x — 0
%

: 1
Soient , =———0 et v, = ——=>0 alors ona:
n H—ro H—po0

3 +2n
fu,)=sinnr=0 et f(v)= sin{%+ 2701) =1
D’ou on conclu que la limite de f n’exiéte pas.
Extension de la limite :
1. Limites latérales en un point :
Soit Vo R un ensemble contenant I’intervalle ]a, xo[ (ou Jxp 8])
Définition :
Le nombre / e est dit limite & droite (resp. a gauche) de S en xp si:
Ve>0, 35=5(s)eIR;, VxeV, (0<x,-x<6=|f(x)-1|<e)
Respectivement : =
(v5>0, 35 =58(s)elR,, VxeV, (0<x-x, <5:{f(x)~z[<g)J
On désigne
Limite a droite : / = }il:;u f)= xl_ip:xo f(x)=f(x,+0)

Limite a gauche : /= lim f(x)= lim f(x)=f(x,-0)
X—bxo .'I—'“—i‘xu
Théoréme :
lim f(x) =1 f(x+0)= f(x-0)
2. Limite a Pinfini :

(lim /() =1} (ve>0, 3450, vrer(o), (x>4= lf(x)-1|<¢))

Et
Llitgn f@=l)e(Ve>0, 3450, VxeV(-w), (x<-d= f(x)-1|<&))

3. Limite infinie :
1/ (lim f(x)= +oo) ©((V4>0, 36=8(4)>0, Vxel(x), (0< [x—x,| <8 = f(x)> 4))
X=Xy



2/ (11@0 f(x)= —oo) o (v4>0, 35=5(4)>0, VxeV(x,), (O<|r-x|<6= f(x)<-4)
3/ Llirpw f(x)=+w)e (V4>0, 3B>0, VxeV(+w), (x>B= f(x)> A))

Unicité de la limite :
Si une fonction f admet une limite en xo alors elle est unique
Preuve :

On suppose que f admet les deux limites /;, /, en xpalorsona:

(!Ll}:f(;:):llja[‘v’g>0, 36,=8,(¢)>0, VxeV(x,), [0<‘x—x0|<5[:>|f(x)—l,‘<§]]

[!lenuf(x)zizjcﬁ[vg>0, 352:52(Q,>0’ VxeV(x,), [0<‘x—x0'<52:$[f(x)—12‘<»§D

On pose 6= min (&}, &) alors 0 < |x—x(;\ <8 = (1) et(2) vérifies et donc :
‘ll “izlz‘(fl _f(x))"'(f(-x)"‘IJ S|f(x)—l,‘+[f(x)—12‘ <§+%=E:li L =0=/ =1,

Propriétés locales :

Théoréme :
Si lim f(x) =1 alors il existe un voisinage du point x, dans lequel £ est bornée
XX

C’est a dire :

3 V(xp) tel que V x € V(xop), |Ax)| <M.
Passage a la limite dans les inégalités :~
Théoréme :

Soient f, g deux fonctions définies dans un voisinage de x; telles que lim f(x)=/,
XXy
limg(x)=/, et IL<bh
XXy

Alors il existe un voisinage épointé de xo dans lequel fx) < g(x)

Preuve :
[an; f(x)= zI] =N (Vs >0, 35,=5,()>0, VYxel’(x,), (0 < —x,| <8, =|f(x)-1] < g))..(l)

[mg(x)ﬂz)@(v“o, 35,=6,(6) >0, VxeV(x), 0<[t—x|<8,=|f(x)-L|<e).2)

Posons: & = nﬁn(ﬁ,,&z) alors (1) et (2) sont vraies et Vxe Vix,), O <|x—x0| <d
D'autre part :

If(x)-l|<eel-e< flx)<l +¢

Soit 1, <I<l,

alal



Prenons £=/-4 >0=4 - (=L)< flx)<h +(-1)=> VxeV(x,), O0<|x-x|<d, flx)<l.(3)
lg(x)-l|<e =1, —e<g(x)<l, +¢

Prenons £ =1, -1>0=1,-(, 1)< g(x) <, +(, - 1)=> VxeV(x,), 0<|x—x|<d, g(x)>1.(4)
De (3) et (4) ondéduit VxeV(x,), 0<[x-x|<d, flx)<g(x)

Corollaire :

Soit f une fonction définie dans un voisinage de x tels que lim f(x)=/ et fix)>a
XXy

alors /2 a
Critére de la fonction intermédiaire :

Soient £ g, 4 trois fonctions définies dans un voisinage de pointé de x, telles que
f()sglx)shlx)  VxeV®(x,) -
Si lim f(x)=limA(x)=/ alors lim g(x)=1
x—xy X—rxy X=Xy
Démonstration :

lim f(x) =1/ <> pourtoute suite x, convergent e vers x,, lim f(x,)=/
I—DIQ f—r 40

lim h(x) =/ < pour toute suite x, convergent e vers x,, lim A(x,)=1
X=X n—»+a0

Dot f(x,)<glx,)<hlx,) v(x,)eV’(x)

D’apres le théoreme des trois suites on déduit que }l_l}l glx,)=1
Ce qui est équivaut a dire lim g(x) =/ :

Exemple : "y

Etudier la limite de f(x)= xsinl; X, =0
X

—xs.xsin]—Sx si x>0
Ona Vxe IR-{0}, —1ssinis+le ®
: —xesin%Ex g o<
En passant a la limite on obtient

Li_rfloxsin'njlr-=0

Opérations sur les limites :

Soient f, g deux fonctions définies dans un voisinage de x; tellesque lim f(x)=1 ,
Xy

lim g(x)=1, et alors ona:

el
21 (/)1
31 lim(r(9)-

e I |



md® L 4
4/ :lrgl.}g(x)ﬁlz si grgg(x)io

5/ lim|f(x) =1
Ixy
Démonstration :

Prouvons (4) par exemple :

lim f(x) =/, <> pour toute suite x, convergente vers x,, lim f (x)=1
A—rXy A=+
lim g(x) =1/, <> pour toute suite x, convergente vers x,, lim g(x,)=1,
x-—)xn N>+

D'apres le théoréme de la limite du rapport de deux suites on trouve

o L) Imi) g
o gls,) limg(x,) 7,

Exemple :

s i)
o
Calculer lim( X +3x-4- x)= s S Y ol - %

H—sa0 e S ¥4 H—yo
Vit +3x—4 +x { /1+§~,_‘!2_+1]
£ X

Fonction infinement grandes et infinement pétites :

Soit /" une fonction définie dans un voisinage pointé de x, alors :
Si 122 f(x)=0 alors £ est dite infinement petite

Si }Lr?o f(x)=+o0 alors f est dite infinement grande

Remarque :

Si f est une fonction infinement petite en xo et si lim f(x)#0 dans V(x;) alors la
g
fonction g(x)= e S infinement grande.
f(x)
Limites remarquables :

sin x
=1

1. Démontrons que lim
=0 x

La fonction f(x)=>"2 est une fonction paire sur R* il suffit alors de calculer Ia limite
X
en 0", (a voir !)

2. limcosx =1 en effet :
x—=0

0 <[l-cos x|=

2sinzﬂ=25in2§:> lin%cosx=l

3. a) lim tanle; b) lim arcsmx=1; ¢) lim arctan x _

*=0 x x—=0 X FsD b

Pour (b) on pose arcsinx=y<>siny=x;, x—>0=>y—>0 donconaura:

1

. aresinx .. sin
lim————=1im Y 1
x>0 X y—0 y



= in? x inZ eini
4, limI C;’”=1im25“1 2=liml sin3 sin$ =31
x=0 Re 10 X HO:Z % % 2
; Iy
5. liml1+=| =¢
X—»a0! x

Soit x - + o , posons E(x)=n alors :

n+l x n
n_<,x<n+1:>—-1——<lsl:>—1——+1<l+l$1+l:>(l+—LJ <(1+-1—J S(Hlj
X

n+1 R n+l X n n+1 x n
——— Nt s
- £ € ¢

. Iy
= lim|1+—| =e
X=r+4a0 x
Cette formule est vraie quand x — - o

Généralisation :

Soit & calculer lim(f(x)F™: f(x)>0 alors on a les cas suivants :
1—'.1’“
i Si lim f(x)=/ et limg(x)=1/, alors lim(f(x)f™ =(,)"
X3 X1, « X3
ii. Silimf(x)=1 et lim g(x)=oo alors lim( 7 (x))g(") = e‘]‘i*m’“(f(x)_l)g(x)
X=Xy x>y B

Exemples :
: e lim (1+sin x-1 ) Jim S0
L lim(1+sin x)x = ™ S
X0

x+3

. [ 2x4+5 x5 S o ] . X+3
2. lim =2'=2 car lim = et lim =1
x| x4+ 3 xm x4 3 A0y —
4 8 n=m
. a’+a'x+a*x® +..a"x" i i :
3. lim — . s —=lim — =00 §i w>m
= h' + b x+bx" +..b™x xpo hM ™ y
U= 8 #H<m

Changement de variables dans le calcul de la limite :
Soient y=f(x) définie dans un voisinage V°(xy), z = g(y) définie dans W (o) vérifiant

les relations :
fE)#y, VxeV’(xn) limf(x)=y, & lim g(y)=1
: X% )
Alors  lim g(f(x))=1
x—-}.‘h

Démonstration :
(lil}’l g(x)= f] o (Ve>0, 35>0, WeV(y,), (0<|y-y|<s, =[g(x)-1<s))
Y=

(Eilgf(x)=ynj e (pour 6,50, 38,0, Vxel(x), O <|x-x,|<8, =|f()-n/<8)

Alorson obtient:




Vx eV (x,), (O<Jx—xu‘<52:>|y—y0\<§,:>|g(x)—l|<g)
C-a-d: Ve>0, 348,30, Yxe¥l(x,).

0<fx-x|<8, = g(f(®)-1<¢) = [}Eg(f(x)):lj

Exemple :

Calculer lim( ] —tan xJ
cosx

X z n
Posons x—5=y¢>x=y+5 xaé—cy—m

lim( ! —tanx]=li ;—tan(‘£+y) = li 1 +coty
"\ COS X -0 (fr ] o B y=0{ —sin y
2 cosl —+y
2
cos 1 cosy—1 2sin’ 2
=lim{ &2 i S i) 2 | Jlimtand =0
y>0\siny siny)  »0 siny P e B W | e

Limite d’une fonction monotone :
Soit / une fonction croissante (respectivement décroissante) sur I’intervalle = ( a.b)
Si f est majorée (resp. minorée) sur ’intervalleI alors lalimite de /' existe et de plus :
li?}G f(x)=supf(x) si f est majorée & 11'1'130 i (x):%nbt; f(x) si £ est minorée
X=> (a.!b} X3 @
Démonstration :
1. Vxelad X)< M

f majorée sur I=(a;b) = 3IM, =sup f(x) = @bl )<,

(ab) 2. Ve>0, x'e(ab) f(x)>M,-¢

f croissante surl=(a;b) = (x'<x= f(x')< f(x))

Posons h-x'=6 alors x'=b-& et:

X<x<b=pB-6<x<b)=>M,-e< f(x)<s f(x)< M, <M, +¢

De cette fagon :

b-5<x<b= M, —£<f(x)<M0+€@|f(x)~M°\<e<:>}lT0f(x)=Mo =?:_1£f(x)
Critére de Cauchy : :

Soit f une fonction définie dans un voisinage épointé de xo

Définition :

Onditque f vérifie le critére de Cauchy au point x, si:

Ve > 0,35 =8(g)> 0,vx', x"e V°(x,)

(0 <|x-x|<8 & 0< [x''-x| <6 = [f(x')—f(x”] < a)



Théoréme :

Pour que la limite d’une fonction 7 existe en x, il faut et il suffit que f vérifie le critére de
Cauchy en xo.

Comparaison des fonctions — Notation de Landau :

Soient £ g deux fonctions définies dans un voisinage de x, sauf peut étre en x (xo peut étre
égale a +o0),

Fonctions négligeables :

On dit que f'est négli geable devant g au voisinage du point xo s’il existe une fonction A(x)

infinement petite au point x, telle que :
f(x)= h(x)g(x), Vxe Vo(xa) ,
Onéerit: f=o(g)(x—x,) (notation deLandau)

Onlit:  f égale a petit tau de g au voisinage de x,

Propriétés : :

1/ Sigx)#0, Vxe W) alors: f = o(g) e lim ———~f(x)= 0
V(xu) x> Xxq g X)

2/ f =1I+0(l)e lim f(x)=/ en particulier f = o) lim £(x)=0

V(x) X—rX, V(;rﬂ) s

Exemple :

Sin2x=o(,x); x—=0

En effet:

= 2 .
s e EL A 11%@“—“‘.51“): 1.0=0
X

=0y Pt
Fonctions dominées :

On dit que 1a fonction fest dominée par la fonction g au point x, il existe £ >0 tel que
|ﬂx)| <k [g(x)[, Y x € Vo(xo)

Eton écrit: f = O (g), (x —xo) (notation de Landau)

Onlit: f égale a grand tau de g au voisinage de xo.

Propriétés :

<k

1 Si g() # 0, Ve V) alos: f = 0(g)es 3k >0, ‘f(x)

g(x)

2/ fVa)O(l)c:o k>0, |flx)<k
Exemple :

2xsinx = O(xz), x—0
Fonctions équivalentes :

On dit que / est équivalente & g au voisinage du pointx, s’il existe une fonction % telle

que JLTU hx)=1 et f(x)=h(x)g(x} VxeV(x,)



Onécrit f~g (x —xp)
Onlit / est équivalente & g au voisinage de xo.
Propriétés :

1/ Si g(x) # 0, Vxe P(x) alors: f

Fla) -
phas T T

2/ Si !ﬁf(x):lljgg(x)ziio alors [ ~ g

3/ Si limf(x)=/ et f ~ g alors 1img(x)=r
x->x _ Vi)

/I frE © f(x)=glx)1+alx)), lime(x)=0

X%

Théoréme 1:
fregef=g+og) xox

Vix)

Théoréme 2 :

Soient f y(zxﬂ)f‘; 8,88 alors :

fe fig, et o gl avec (g=#0; g,#20)
(ko) g "G g,

Démonstration :

fy( e f6)= AEGE) & lim mG)=1

g, 7 & glx)=g((x) & lim h(x)=1

£ g ()= @ ()fi (g, ()= () (e ) & lim A(x)=1
—r 0

kx)

Ce qui montre que 2K 118,
Remarque :
~ : ~ o ] +
fV(-"o)ﬂ’ gV(Xo)gl ?é (f_g)V(-"o)(fi_gl)
Exemple :
COSIVE)1+J¢3 & @ —dImai Mais cosx—1 # x> car
b e P
lim cosx3 1=lim 251:1 2=__2_ sin 3 l=m
x—=0 x X0 x° 4 % X

Composition des équivalences :

Soit 1= ¢(x) définie dans V°(xo)

Soient f{r), g(f) définies dans V'(a)

Si f0)z,80) & ox) > a avec o(x)z 0 alos flp(x)), > glo(x)

Démonstration :



P O & e
= eGE)=r(NelE) & lim r(px)=lim r@)=1
En posant  h(p(x))= h,(x) alors lim 4, (x)=1 et on obtient

flo()=n(x)gl () e (fo0),~ (g ?)

Remarque :

En général 8 75 gpof qoog
Exemple :
fE)=e"" glx)=¢”; o(x)=In(x} x=0 ona e’ 2 }e*’
pof =lne**=x*+x; gog=Ine = x>
4 .
lim@f =lim> -:.x =l=oo
=30 pog -0 x 0
Donc
pof ?/ pog

Tableau des équivalences des fonctions élémentaires :

La notion d’équivalence est trés utile dans le calcul des limites. Pour cela on donne le tableau
des équivalences des certaines fonction usuelles et élémentaires les plus utilisées et cela au
voisinage de x, =0 :

. In(+x)rxe I+ x)=x+ofx)

2. ef-lrxe e’ -1=x+o0(x)
3. sinxzxc:»sinx=x+o(x)
2 2
4, cosx—lw—x?cz:scosx—lm—%m+o(x2)
5. tanxmx<:>tanx=x+o(x)
6. (I+x)-lamo((+x)-1=m+ox)}VreQ*
7. arcsin x ~ x < arcsin x = x + o(x)
8. arctan x ~ x < arctan x = x + o(x)
9. sinh x~ x < sinh x = x + o(x)

1 1
10. cot x ¥ — & cot x=—+o(l}
X X X

Echelles de comparaisons des fonctions infinement petites — parties principales :
Soit g une fonction infinement petite au voisinage de point xo avec g(x)# 0
Définitions : _
1. f estdite infinement petite d’ordre supérieure par rapporta g au pointx, si g est

négligeable devant f, c¢—-a-d limZ%~ £ ) & f = G(g)
1% g(x) (x)



2. f estdite infinement petite d’ordre inférieure par rapport a g au pointx, si f est

et ke sl 2
négligeable devant g, c—a-d }Jg-}f(x) Owgva)o(f)

3. f estdite infinement petite d’ordre k& parrapporta g aupointxy lim f;((x))=l #0
=5 gt(x

c-a-d lim —J—rgi)—zlcz;» [~ 1g* e f(x)=1g*(x)+o(g*(x)) dans ce cas
*—+%o ]g (x) Vi(x)

la fonction /.g*(x) est dite partie principale de f en x eton écrit:
p.p.f(x)Va)l.gk (x)

Echelle de comparaison des fonctions infinement grandes :
Soit g une fonction infinement grandes en xo
Définition :

1. f estdite infinement grande d’ordre supérieure par rapporta g au pointxo si g est

négligeable devant g, c—-a-d lim M =we g = off)
% g(x) Vix)
2. f estdite infinement grande d’ordre inférieure par rapport 4 g au pointx, si f est

négligeable devant g, c—a—d limM =0 f = olg)
= g(x) V(%)

3. f estdite infinement grande d’ordre k par rapporta g au V°(x) si limL()fl =0
x—-uo

g'(x)
c-a-d lim I_J;S-’a)ﬂ@ S et e f(x)=1g"(x)+olg*(x)) .

Exemple :

Déterminer la partie principale de la fonction f(x)=1-cosx auvoisinagede xo=0 de
laforme a x”. En effet :

- 1 X 2% :2 =
T e T T S R et o
=0 g.x? 200 S|

Donc
p.p(1-cosx)= %xz

Exemples de calcul de limite a ’aide des équivalences et & I’aide de petit “0” :
oy
1. Calculer limw
=2 x° -5x4+6

Ona sinx x x=>sin u(x)V(m;u )u(x) lorsque  lim u(x)=0 et donc:

msin!xz-—fl!_lim x* -4 _h.m(x—ZXx+2)__4

2 x2 _5x+6 2x—5x+6 2 (x—2Xx—3)_

: -1+
2. Calculer Ilim < g -
x>0 2 arctan x — arcsin x




%/m = 1+—31~x+o(x}, o(x)i o(x)= o(x), ef=l=x +o(x)

arctanx = x+o(x)}  arcsinx = x +o(x)

Donc :
lim e* -1+ x b I+(e —1) Vi+x Y 1+ (x+0(x))- (1 +1x+0(x))
*20 2arctan x —arcsin x  *>0 2arctan x—arcsin x =0 2(x + o(x))— (x + o(x))

1x+o(x) . x(l-%- o)) i+ Ll_r}})‘)(l) 2
= ll 5 = —
=0 x +o(x) o x(1+0(1) 1+ limo(l) 3

Limites supérieures et limites inférieures :
Soit une fonction définie dans V(xo)

Les valeurs suivantes ng sup f(x); L_irrsinf I (xl 0<|x- xol <& sont appelées
respectivement limite supérieure et limite inférieure de J en xo, on les désignes par
limf(x)=limsup f(x) &  lim f(x)= liminf £(x)

XXy X=Xy X=Xy =X

Théoréme :

lim /(x)=1 < limf(x)= lim f(x)

] XX xox,

Définition :

Lenombre AeR estdit limite partielle de f en xo (ou valeur d’adhérence) s’il existe une

suite (x,) différente dex, limx, =x, . et lim f(x,)=4
On désigne par A () I’ensemble des valeurs d’adhérence de f en x;.

Alors

mf(x)*—- SUPA(,) € lim flx)= inf A,

X=rXy X—b Xy
Exemple :
Déterminer limf(x} lim f(x) ou f(x)= cos; 2, =0

“"“"XO J—’Ia x
Pour x, = L ~>0
2an now

lim 7(x )— lim cos(2m)=1 car |cosx|<1

H=»+4c0

—0
T +2an ne=

Pour x, =
lim £(x,)= lim cos(z + 2m)= -1
Donc

=141} = Ergf(x)ﬂ; lim f(x)=-

X=rXg



Fonctions continues :

Définition :
On dit que la fonction f est continueen x, de <R si:
1/ f est définie dans un voisinage de x,

2/ lim f(x)= £(x)

Autrement dit :

(f continue en x,)< (V& >0,36 = 5(g)> 0,vx e ¥(x, ), (x= x| <8 =|f(x)- £(x, ) <))
Accroissement de la fonction :

Soit f une fonction définie dans un voisinage de xo, la valeur x — xo =Ax est appelée
accroissement de I’argument x au point xo

La valeur f(x) — flxo) =Af(x) est appelée accroissement de la fonction f{x) au point x,
Définition 2 (a I’aide des suites) : g

Soit f une fonction définie dans un voisinage V de xo, on dit qu’elle est continue en x; si :
V)< v; limu, =x, = lim /()= £(x))

Continuité a droite — continuité & gauche :
i. f est dite continue a droite de xp R si:
1/ f est définie sur [ xo, ]

2/ lim f(x)= f(x, +0)= f(x,)

ii. f est dite continue a gauche de xo R si:
1/ f est définie sur [a, xo]

2/ lim f(x)= f(x, -0)= f(x,)

Théoréme :
Pour que f soit continue en xo il faut et il suffit :
f(xa +0)= f(xo _0)= f(xo)
Continuité sur un ensemble :
J/ est continue sur un intervalle I si elle est continue en tout point de cet intervalle.
Discontinuité — Classification des points de discontinuité :
Définition :
La fonction f est dite discontinue en un point x, si elle n’est pas continue en xo c'est-a-dire :
1/ f n’est pas définie en x,
2/ Lalimite de f en xq existe mais différente de f(xo)
3/ Lalimite de f enx, n’existe pas.
Pour le 1% cas ;
Si f n’est pas définie en x; mais 3 chinx: f(x)=1 alors en posant f{xo))=/ on rend A

continue en xo (¢ —4a—d on a prolongé par continuité f en xo)
Le point xo est dit dans ce cas point de discontinuité éliminable

Exemple :
Lafonction f(x)="" n’est pas définie enxo=0 mais lim f(x)= lim " =1
X x—=0 xp0 x
Alors en posant f(0) = 1 on obtient une fonction continue en x, = 0
gy si x#0
fx)=1 x

1 si  *=0

An



Pour le 2°™ cas :

3 f(x+0) 3 f(x,—0) mais f(x,+0)= f(x,~0)
Le point xo est dit point de discontinuité de 1°” espéce.
Exemple :
f()=E(x) x,=m meZ
lim f(x)= lim E(x)=m & lim (x)= lim E(x)=m~1
Donc:
/(m+0)# f(m~0)
Pour le 3™ cas :
Si I’une des limites f(x, +0) ou f(x,-0) n’existe pas ou infinie le point xo est dit point
de discontinuité de 2°™ espéce.

Exemple : i
g e . » qie
fR)=—=5 %=2  limfx)=lim— =t

Points de discontinuité des fonctions monotones :
Théoréme : ;
Toute fonction monotone sur un intervalle (g, b) ne peut posséder que des points de

discontinuité du 1°° espéce.

Démonstration :

Soit / une fonction croissante sur (a, b) et soit xo e(a, b),

Pour tout point x<xo ona f(x) < f(xo)

D’aprés le théoréme de la limite d’une fonction monotone il vient que :

£(x,=0)= lim £(x)< f(x,)
x—.xﬂ

Et donc
Si f(x,—0)= f(x,) alors £ est continue a gauche de xo
Si f(x,—0)< f(x,) alors xo estun point de discontinuité de 1°° espéce.
Opération sur les fonctions continues :
Soient f g deux fonctions continues en un point xo alors

ftg fz. A (AelR); i(g(xo) #0) et |f| sontdes fonctions continues en xo

g

Démonstration :
£ est continue x, < lim f(x)= f(x,)
X—bXg

g est continue x, < lim g(x)= g(x,)
’ X——bxn

Soit ¢(x)= f(x)+ g(x) alors

lim p(x) = lim(7(x)+ g(x)) = lim f(x)+ lim g(x)= /(x;)+ &(x,) = o(x,)
Continuité de la fonction composée :

Soient y =f(x) continue enx,, z=g (¥) continue en 3y, =f(xo)

Alors la fonction composé (g of) (x)=g(f(x)) est continue en x,
Démonstration :

Soit (x,) une suite arbitraire appartenant au domaine de définition de la fonction y=f(x) telle
que limx, = x,
]

Puisque f est continueen x; et gcontinue en yp=f(x) ona:



lim (gof )(x) = lim g (£ (x,)) = gllim 7(x,))= g/ {lim x, )}= g (1 (x,)) = (gof ¥x,)

Ce qui montre que (g o f) est continue en x,.

Continuité des fonctions monotones :

Si fest strictement monotone sur un intervalle /= (a, ) et 1’image /(/) =.J est un intervalle
alors fest continue dans /.

Démonstration :

Démontrons par I’absurde

On suppose que f admet un point de discontinuité x, dans / = (a, b)

Xo ne peut étre qu’un point de discontinuité de 1°* espéce (car f ‘monotone)

Pour tout point x <xo on a Ax) <flxo—0) <f{xo) (on suppose qu’elle est croissante)

S (x0)

Sfxo—0

v

Considérons I'intervalle [xo— 0), Axo)[
V y € JAxo - 0), Aixo)[ il n’existe aucun point x € (a, b) tel que y =71(x)
Et ceci contredit I’hypothése du théoréme que f(/) =/ est un intervalle.

Continuité des fonctions usuelles et élémentaires :

Théoréme :

Toutes les fonctions usuelles et élémentaires sont continues chacune dans son domaine de
définition.

1. y=sinx, xy R, arbitraire

Xy

x_xﬂlgzlx_xc'[
2

On choisit: &(e)=g alors [x—x,| <& =& =>|sinx—sinx,|<&

|sin x — sin x,| = cos Ad=|x-x| car [sina|<|a| et cosa<l

2sinxw
2

Donc y=sinx est continue en Xj.
sin x

Cos x :
et y=cotx= sont continues

Wi
2 y-—-cos‘x=sm[~—~x , y=tanx=
2 cos X sin x

car ce sont des fonctions composées.
3. y=da* (a>0, a#1)estcontinue car elle est monotone ... etc.
Propriétés des fonctions continues :

Théoréme : (Bolzano Cauchy) :

Soit f une fonction définie et continue sur un segment [a, 5] telle que fa) Ab) <0
(c'est—a—dire que fla) et f{b) sont de signes contraires) alors au moins un point ¢ [, b]
vérifiant f{c) = 0.




Théoréme des valeurs intermédiaires de Bolzano Cauchy :

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I de R et soienta, b € I (a <) alors
pour tout point & compris entre fla) et fb) il existe un nombre ¢ dans [a, 5] tel que fic) =
a.

Démonstration :

Posons g(x) =fx) - a alors

(a)= fla)-a <0
PSRN OTOR:

dce ]a,b[,g(c)= 0= f(c)—»a =0= f(c)= o

Corollaire :

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle

Premier théoréme de Weierstrass :

Toute fonction définie et continue sur un segment fermé [g, b] est bornée.
Démonstration : ‘.

Par I’absurde, on suppose que f n’est pas bornée sur [q, b] alors il existe (x,,) dans [a, b]

telle que f(x,)>n

(xx) est une suite bornée donc on peut extraire de x, une sous suite convergente vers xo soit :
X, —% = f (x,,* )—) flx)= 1 (;nr,,t ) est bornée cequicontreditl hypothése / (x,,k )> n,
Deuxiéme théoréme de Weierstrass :

Soit /* une fonction définie et continue sur un segment fermé [a, b] alors elle atteint ses
bornes supérieure et inférieure. .

Démonstration :

Désignons M = sup f(x) et démontrons que 3x, & [a,6] f(x,)=sup f(x)= M
[a.b] [a,b]

En effet ;
M =sup f(x)=> Vxela,b} f(x)s M
[2.6]
Supposons (par I'absurde) que f(x)<M, Vxe[a,b]et considérons la fonction p(x)= M—T?—(—)
- flx
alors ¢(x) est continue sur [a,b]] thémmgwmms >0, plx)<c= i e £

M- f(x)
::>M—f(.x)>%:>f(x)<M—%

Ceci contredit le fait que M est le plus petit majorant de /.

Théoréme de la fonction réciproque :

Soit f une fonction définie et continue sur I = [a, ] strictement croissante (resp. décroissante)
alors f admet une fonction réciproque définie strictement croissante (resp. décroissante) sur
I'intervalle J=/(I) etil est clair que

Ala, B]) = [fla), Ab)] si f croissante et f{[a, b])=[Ab),Aa)] si f décroissante.

Ar



Continuité uniforme :

Définition :

La fonction f définie sur I’intervalle I est dite uniformément continue sur I si :

Ve>0, 36=68(g)>0;, Vx,x'el; (x-x|<s = |f(x)- f(x) <&)

Remarque :

Il est clair que la continuité uniforme sur un intervalle I entraine la continuité simple en tout
point xo de I et ceci en prenant x' aulicude x, dans la définition.

La réciproque en général n’est pas vraie mais le théoréme suivant est vraj -

Théoréme (Cantor) : ‘

Toute fonction définie et continue sur uh.éegment [a, b] est uniformément continue sur ce
segment.

Démonstration :

Démontrons par 1’absurde, supposons-que S nestpasU.C. sur [q, b] clest-d-dire :
36>0, V&=6(e)>0;, Ix,xel: Gx—x" <6 A |f(x)-f(x)2¢)

Considérons une suite (5,) convergente vers 0 alors :

35>0, V6,50, Ix,x'el; (x -x,1<8 A |fx,)-£(x,)2¢)

Les suites x,, x,’ sont bornées et de toute suite bornée on peut extraire une suite convergente

(théoréme de Bolzano — Cauchy) alors ils existent (x"* )e(x,) et (x,,* )< (x,) convergentes

ce qui implique

1 k—a
B = e |8, —E 50

Par suite
. L o
limx, hll_rgxnk =X,

k—eo

D’apreés la continuité de f sur [a, b] on obtient :

fim 7{x, )= lim 7(x', )= f(x,)= lim(1(, )- £z, )=0

Ceci contredit le fait que |7(x,)- f(x, )2 &, n=12,..

Exemple :

La fonction f(x)=— 2 55 ot uniformément continue sur [1, 3]
X




Fonctions dérivables :

Dérivées en un point :
Soit fune fonction définie dans un voisinage V(xo) du point x, de R,

Définition :

: . ey . x)—- flx . . %
On dit que fest dérivable en xo si la limite lim M existe et finie, cette limite est

appelée dérivé de f'en x, on la désigne f/(xo) .

Autres écritures :
% Enposant x-xo=Ax =h on obtient

Sl +Ax)= F(x) o floxg +h)= £(x,)
Ax h

=lim
#-50

f'(-xo) = EH})
Exemple : .

Trouver la dérivée de y =x” en un point xo de R,

o Yo g S =F8) o E =2 i (x;_onx2+x.xo+x02)
£'(x,)=lim = lim : lim
O n x-x, % X=X, % X=X,

4

2 2 2 2
=X, +X, +x, =3x,

Différentiabilité en un point : :
Définition : ! # _
On dit qu’une fonction fest différentiable si
1. f est définie au voisinage de xg
2. Il existe un nombre A de R et une fonction infinement petite ofx) telle que
I’accroissement Af' de f'correspond a I’accroissement Ax de x et on écrit :

Af(x)= f(x+Ax)- f(x)= AAx+a(Ax)Ay,  lima(Ax)=0 ..(*)

Le théoréme suivant est vrai :
Théoréme :

Pour qu’une fonction soit différentiable en un point x il faut et il suffit qu’elle soit
dérivable en ce point
Condition nécessaire :

Si f est différentiable en x de R, alors (*) est vraie et donc

nmégg_") - lim(4+ a(Ar)= A= //(x)= 4

Ax—(0
Condition suffisante :

/ est dérivable en x de R démontre que f est différentiable en ce point, ¢a découle de la
définition.

Théoréme :

Toute fonction dérivable en un point x, est continue en ce point.

Démonstration :

F dkrivable et % = 3t LRI L ey

=% X=X,



@ﬂ[%————iw=f'(xn)+a(x—xo) ot leig'zua(x—xo)=0

= f(x)— f(x0)= f‘(xoxx o xo) +alx '“xox-x_ xo)
= f(x)= f(xﬂ)+ f'(xo Xx"' xo)"'a(x" x{)Xx' xﬁ)
= lim /(x)= f(x,)

Remarque :

La réciproque est fausse

Exemple :
La fonction y = x|, xo=0 est fonction continue en xo = 0 mais :

i SC)=£(0) e P {+1 si x>0

= () Hx (=1 & x<D

Donc elle n’est pas dérivable en x.

Dérivées a gauche et a droite :

Définition :

On dit que fest dérivable en xo a droite (reSp. a gauche) si:

1. f est définie sur [xo, b], (resp. [a, xo])
2. 3 lim M__f(xﬂ_) =7, {x) [resp. -3 lim f_("_l:f:(J‘_O) =f. (—"o)]
r—xy X=X, bz X=X,
Théoréme :
Pour qu’une fonction £ soit dérivable au point x; il faut et il suffit qu’elle soit dérivable en
xo & gauche et  droite et que £, (x,)= f"-(x,)
Différentielle :
Soit f* une fonction dérivable enxo alors  f(x)— f(x,)= f"(x, )+ ar(x = x, x - x,)
Posons: x — x;, = Ax = x = x, + Ax
f(x)- f(x)= f(x +Ax)- (%)= a(Ax)Ax = A (x)= Pl +Ax)- f(x,)
Donc :
A7 (x0) = 1" (x, JAx + (Ax) Ax
Définition :
L’expression f'(x)Ax est appelée différentielle de fen x on la désigne df(x)= f"(x)Ax
En particulier pour flx) =x ona f‘®x)=1, dr=1Ax=Ax
Par suite :
, : d
FW=a(e = r(9=20)
Application de la différentielle au calcul approché :
Donner une valeur approchée de +/1.0005

Si f estdérivableen xo de Dy alors :

A (x)=df (x)+ a(Ax)Ax = Af ()~ df (x) = £ (%, + Ax)= £(x,)= £ (x,)Ax
X=Xy =Ax &> x=1x,+Ax

Si x,=0 alors f(x)=7(0)+ s (0)x

Dans notre exemple :




fx)=(+x) = f'(x)=a(l+x)"
F)=VTrx=(1+x) = f'(x):%(l-i—x)"_;

700)=1; f'(0)=% = f(x)z1+%x

Donc

V1.0005 = 4/1+0.0005 =1+ %.(o.ooos): 1.00025

Interprétation géométrique de la dérivée :
Soit f une fonction dérivable enxo et ' (xo) # 0, on désigne par C, la courbe représentative

de f,

MM, est la sécante & la courbe C
M(xo+ Ax, yo + Ay) point variable sur C
Lorsque Ax— 0, M — M, et la sécante MM, prend la position de la tangente MoT

o / ‘ e
T / Xo Xo+ Ax

limg= limtan # = lim /(% +Ax)_f(x°)=}nggtanﬂ=tana:f'(xo)= tana

=5 Ay xox XX, X=X,

Opérations arithmétiques sur les dérivées :
Soient f, g deux fonctions dérivables en x, alors :

ftg f.g Ag(AelR) g(si g(x)#0 dans ¥(x,)) sontdes fonctions dérivables en

Xo €tona

1. (ftg)=r1g'

2. (rg)=reg+e s

3. (Ar)=4

; (1]=f'-g—g'-f
g g’

Démontrons la 1 relation par exemple :

-+ )= (o), S0)- Sl )= ) _

X=X, 2% X%

x0)+ 8'(5‘0)

(f‘*‘g)'(xn): 1}{2

&




Dérivée d’une fonction composée :
Si y=f{x)est dérivableenx, et z=g(y) est dérivable en y,=f{xo) alors la fonction
composee (g o f)(x) = g(f(x)) est dérivable en xp eton a :

(/) (x0)=2' ()10 ) = &' (7%, )" (x,)

Démonstration :
i ENN) (M) _ 2= el (s)) £ ) 1)
(gof)‘(xo ) 5 Jlea £ X—x, l_bxu = f(x)— f(xﬂ) XX,

= lim gb")_ g(yl)) lim f(x)_ f(‘x(}) = g'(yt))f‘(x())
P Y=Y, P X=X
Etceci car y=f{x)est dérivable en x dpnc continue en ce point.

Dérivée d’une fonction inverse :
Théoréme :
Si f est bijective au voisinage de x, et f '(xo) existe et non nulle alors f~ ! est dérivable en
Yo =flxo) de plus:

1 1

0= =
)0, 7'Ga) rU0)
Démonstration :
o] o
(,f_l)(}}[))= llm f U)ﬁf (VO)= lim 1 1 1
Y=MW

A e R TG

70)-1"0n) X=X,

Théoréme :

Les fonctions usuelles et élémentaires suivantes sont dérivables dans les domines indiqués et
ona:

1/ y=cte, y'=0, VYxelR

2/ y=x"% y=ax*', x>0

3/ y=a*, y'=a*lna, VxelR(a>0 et a=#l)

4/ y=log,x; y'=llog“e; x>0,(a>0 et a=#l)
X

5/ y=sinx, y'=cosx, VxelR
6/ y=cosx, y'=-sinx, VxelR

COSZ X

8/ y=cotx, y'= ,12 , X#kx
sin” x

1! y=tanx, y= l : x;&%+kﬂ'

. 1

9/ y=arcsinx, y'= 3 xe]—l,+l[
V1-x*

10/ y=arccosx, )'= — ; xe]—1,+1[
1-x?



11/ y=arctanx, )'= =s X€lR
1+x

12/ y=arccotx, y=1_ xe€lR

2
%
13/ y=sinhx, y'=coshx, xelR
14/ y=coshx, y'=sinhx, xelR

1
15/ y=tanhx, J'= = X&IR

cosh” x
16/ y=cothx, y=——s0, x#0
Y Y sinh? x
17/ y=agsithy, y'e—m——,  F&IR
1+x? :
18/ y=argcoshx, y'= ] |
** -1
19/ y=argtanhx, y’=112, xel1+1]
-X
20/ y=argcothux, y'=1— = [d>1
-X
Démonstration :
x+h X h

o S g g1 a =1 a
(a )=hm————-—*-*a lim =a“ln e
h—0 h =0 h

1. g
a’log,e xlog,e

1 [ h] . h
—2sin| x+— |sin— e
cos(x +h)—cosx .. 2 2 el h\. sing
=lim =-limsin| x+— [lim
h =0 h h—0 2 [0 3
=]

;(v=log, x> x=a")

4/ (log,x)= (aly) -

=-sinx

5/ (cosx)=1lim

& 1 1
(smy) cosy -Jl sin® y \/1 x*

9/ (arcsinx)= —; (y=arcsinx < x=siny)

Exemple :

Calculer la dérivée de la fonction composée y = ln“(arctan 2‘: j
X

V'= 4(arctan~;¥5) In° (arctanm)‘ 4 1 iﬁ_l) In (arctan 7 +1)
X4l

=4 : +“i__ In (arctan;i—i)

Remarque :
Si f estdérivableen x; et flxo)# 0 alors la fonctlon y=log [f{x)| est dérivable en xo

etona: (log{f(x])' = 7(:3)



Dérivées d’ordres supérieures :
Soit £ une fonction dérivable sur un intervalle I, alors f” est dite dérivée d’ordre 1 de £,

Si la dérivée y/ = f/(x) est dérivable sur I alors sa dérivée s’appelle dérivée d’ordre 2 de /'
notée 17 eton a f’(x)=(f'(x))

D’une maniére analogue on définit la dérivée d’ordre » de f onlanote f™(x)etona:

720)=(r"(=)

Définition :
La fonction fest dite de classe C® (I) si la dérivée n™ de fexiste et de plus continue sur L
Exemples :

y=sinx,xe IR,y =17

y'=cosx = sin(x +%)

y"'=—sinx =sin(x+7)=sin(x+2%)
y™ =sin(x + n%} (preuve par récurrence)
Formule de Leibniz :

Soient f, g deux fonctions # fois dérivables en x alors
(8" = 3.CLroD(x)g®(x)
k=0

Démonstration : (par récurrence)
Pour n=1

()= 3,617 () ()= G 1 (s + .10 ()= (o) (2 )

Donc P(1) est vraie.

On suppose que P(n) est vraie et on démontre P(n+ 1)

Uy =[St ()| = St (s -l o)

k=0 k=0

= i C:f(n—k+f)(x)g(k)(x)+ ic:f(u—kj(x)g(k-v-l)(x)
_ZC 7t (x)g )+ G (x)glx)+ ZC L+ (0)g®(x)+ C7 £ (x)g " (x)

- i(c: +CH )f(w+i)(x)g(k)(x)+ f"'*”(x)g(x)-r f(x)g“””(:c)

n+l

Z lf*(:vn—l--xv'r:l (k)(x)
n+

k=0

D’ou la proposition P(n + 1).
Exemple :

Calculer (x° cos4x)”



(* cos4x)" = 24: Ck(cosax) ()"
k=0

= C2(cos 4x)(x* )+ Cl(cos 4x)(x* J+C2(cos 4x ) (* f? + C(cos 4x) (¢ f” + C2 (cos dx )x* f ¥

=4'x’ cos4x— Cy4’ 3x* sindx + C; 4’ .6xcosdx — C; 24.sin 4x + C; cos 4x.0

Différentielles d’ordres supérieures :

Soit /" une fonction dérivable sur un ensemble X alors elle est différentielle sue X et de plus
ona:

df (x)= f"(x)dx
C’est la différentielle de f'd’ordre 1.
Sif ! est dérivable sur X alors df (x) est différentiable sur X etona :

d* f(x)=d(df (x))= (/" (x)ix) = (1 (<) dx = (1" (x)) dex = £ (x)eb”

C’est la différentielle de f'd’ordre 2.

De fagon analogue, si f estn fois dérivable sur X alors elle est » fois différentiable sur X et
ona:

d"f(x)= £ (x)ax".
Théorémes fondamentaux sur les fonctions dérivables :
Théoréme de Rolle : :
Soit  une fonction vérifiant :
1. Définie et continue sur I’intervalle fermé [a, b]

2. Dérivable sur I’intervalle ouvert ] a, b [

3. fla)=1b) -
Alors il existe un point ¢ de ]a, B[ tel que f'(c) =0
Démonstration :

On a f atteint ses bornes supérieure et inférieure sur [a, #] (I’une de ces bornes est au moins
dans [a, b] ) soit

s[.:lgf(x)z f(c); cE [a,b]
Ce qui nous donne :
VAx>0 (o Ax<0), flc+Ax)< f(c)

f(c+Ax)—f(c)20
Ax

T2 M- o g arso
Ax

si Ax<0

On passe a la limite lorsque Ax — 0

lim f(”i’;)'f(c)zo:;» 7'(c)z0




Sens géométrique : &

o
-

|
|
|
[
i |
8 b—7———-
[

o

b
Remarque :
Toutes les conditions du théoréme de Rolle sont nécessaires.

Théoréme de Lagrange (accroissement finis) :

Soit f une fonction vérifiant :
1. Définie et continue sur [a, b]
2. Dérivable sur Ja, b[
Alors il existe un point ¢ de la, 5[ tel que: f(b)- f(a)=(b-a)f'(c)
Démonstration :
Considérons la fonction :

8()= 1)~ fla)- L= 1))

La fonction g(x) est :
1. Continue sur [a, b] car composée des fonctions continues
2. Dérivable sur Ja, &[
3. gl@a)=0; gb)=0

Alors d’apres le théoréme de Rolle il existe un point ¢ de ]a, [ tel que: g (¢)=0
Or:

g()=r@-L (b) (a)
Donc

£@=0 = - LT & 16)- f@)-6-a)r)

Théoréme de Cauchy :
Soient deux fonctions f; g vérifient :

1. Définies et continues sur [a, b]
2. Dérivables sur Ja, o[
3. 2x)#20, Vxela b

Alors il existe ¢ dans ]a, 5[ tel que :
f0)-1(a) _ 1'(c)
gb)-2la) g'(c)

Démonstration :

&)= fla
Considérons la fonction F(x)= f(x)- f(a)- &3 (( )) (g(x)-gla))




Il est clair que la fonction F vérifie les conditions du théoréme de Rolle et donc il existe un
point c de ]a, b tel que F (c)=0

Or:
(%)= 'x————f(b)_f(a) "(x
}*() f() g(b)-—-ga)'g()

. (o) L)-1(a) f®)-fla) _ f(e)
Fie)=0 = c)-———"2L ' (c)=0 = =

W =S O R T
Dérivée d’une fonction implicite :
Soit une fonction implicite y =f(x) donnée par I’équation F(x, y)=0
Clest—a —dire F(x,f{x))=0, Vx e ]a, B[
Dérivée d’une fonction donnée sous forme paramétrique :

: x=glt)
Soit y=f(x) tels que {y:¢ (r) I
Supposons que ¢ et ¢ sont dérivables dans ]t T'[ et que ¢= &x), ( € I'inverse de @)
Alors  y=¢(1)= #(6(x))

Ainsi et d’apres la dérivée d’une fonction composée on obtient :

y' y'
yl.r i yrx trx = 'r = ylx e 'r
X' X

LSpsT

Exemple :
. X =acos!t n
Soit : 0<tr<= alors:
y=asint 2
y. = yl', _a Cf)S t
X asin ¢
Equation de la tangente et de la normale pour une courbe donnée :

=cott; t#kx

Soit une fonction y=/(x), x €I avec la courbe représentative C et soit My(xo, vo) €C.
On demande d’écrire les équations de la tangente et de la normale 4 la courbe C au point

MG(xU's yﬂ)

e
L’équation de la tangente passant par le point My(xq, yo) s’écrit sous la forme :
Y=y =klx—x,) Yo = f(xo) et k=tang =f'(xo)

D'ou: yrzf'(xox.x—-xo)+f(x0)




Equation de la normale :
Elle est de la forme  y, = & (x - x,)+ y,

MT L NA=>k =—1

Donc:  yy =—4ny(x—x)+ f(x;)

Limite du rapport de deux infinement petites :

Premiére régle de I’Hospital :
Théoréme :
Soient deux fonctions £ g définies, dérivables dans un voisinage pointé V°(x,) vérifiant les
conditions suivantes :
1. lim f(x)=limg(x)=0
x>y X%
2. g'(x)#0 sur 7°(x,)
S'il = hm——j— [ alors 3 lim—= /() et on a: llmL(—) /

= g'(x) = g(x) = g(x)
Démonstration : :

La condition 1 implique que f et g sont prolongeables en xo et de plus fxo) = g(xp) =0
Soit x un point arbitraire de V°(xo) alors £ g vérifient les conditions du théoréme de
Cauchy sur I’intervalle [xy, x], c'est-a-dire :

de e [x,,x];

L N AN S I
D) g0 ) 70 e ey

=0 cte nedépend pasde x
Remarque :

Le théoréme de I’Hospital est vrai s’il existe lim f ’ (x) car des fois lim /(x) existe

el ()
1)

n’existe pas.
'(x)

tandis que l1m
X—rXy g

Exemple :

flx)=x? cos-, glx)=x, x—0

f(x) x Cos i

lim = 11m = 11'mxcosl =0
x50 g(x) X x—=0 X
&
1 ] |
f'( ) 2xcos— +sin —
lim =lim X X n'existe pas!
x=0 g'(x) x—=0 1

Remarque 2 :
La regle de I’Hospital reste valable lorsque x — o et ceci car :



L [l] gt 'G}[";ﬁ']_“mf [i] ()

= = =1
e g(x) 10 (1] 0 ,[1}[_% s [1) = g'(x)
g t &17 ya &%
Remarque 3 :

Si llmf()

e )
alors on peut appllqucr de nouveau la régle de ’Hospital.

— et les fonction f x), g '(x) vérifient les conditions de la regle de I’Hospital

Limite du rapport de deux fonctions infinement grandes :
2™ ragle de I’Hospital :
Théoréme 2 :
Soient deux fonctions f g définies, déri;rables dans un voisinage pointé V(xo) vérifiant les
conditions suivantes :
1. lim f(x)=lim g(x)=

X3, %

2. 2(x)#0 sur 7°(x,)

S'il 3 lim £ )*l alors 3 lim—7—= f(x) et on a: lim f( )—~I
X—rXg g (_x) X=Xy g(x) XX g(x)
Les remarques 1 — 3 restent vraies pour le théoréme 2.

Exemple :
Calculer hm——
X—p20 e
n n— n-2 | L]
llmx— = hm = 1 n(n l)x llmﬁ ={)
X0 e X0 e M X ex

Autres formes mdetermmées .

«0.00%, «+—0n «1%x, «x’», «0°».
L. Si limfx)=0 et limg()=co alors: lim [f(x)g(x)]= lim @{%J
g(x)

2. Si limflx)=o0 et limg(x)=o alors:
' 1 1

lim [f(x)- g(x)]= lim +‘_1_" i £0)LE) [_J

x> x, 1 0
7)) gl f(x)g(x)
3. Si lil}gﬁx) =1 et an: g(x)=o alors en posant y = ( W& (x))g(”) on obtient ;
In y(x) = g(x)in £(x) _
linrz(ln wx)) = lim g(x)In f(x)=7 de la forme (e0.0)

ln(lim y(x)] =1 = lim y(x)=¢'
X=Xy X=X,

~n



4. Si limflx)=0 et limg(x)=o alors enposant y=(/ (x)}g{x) on obtient une

limite de la forme (o . 0) cité dans le 1% cas.
5. Si limAx)=0 et limg(x)=0 alors enposant y=(7(x)F* on tombe sur une

limite de la forme 1.
Critére de monotonie d’une fonction réelle :

Théoréme :
Soit f une fonction de I —R dérivable sur I alors les équivalences suivantes sont vraies
. f20surl & f est croissante sur I

2. f/<0surl < fest décroissante sur I
Démonstration : .

“=" Supposons que fcroissante sur I et démontrons que />0
En effet ;

Soit xo un point arbitraire de I alors V /4 e R': ona:

f(xU +h}3_f(x0)20:>g}3 f(x() +h}3_f(‘x0)20: f'(xO)ZO
“4=" Supposons que />0, V x e I et démontrons que fcroissante

Soient x;, x; deux points arbitraires de 1 tels que x| <x;

Le théoréme de Lagrange sur [x,, x2] donne I'existence dans point ¢ de [x;, x,] vérifiant :
f(x2)_f(‘xl): (xz -x)f'(e)
Jﬂ(c)2 0 et (xz _-"’1)Z 0= f'(C)(xz _x1)2 0= f(“"'z)_f(""ﬁ)Z 0= f(xZ)Zf(xl)

D’ou f est croissante sur I.
Application :

3
Montrer que tanx > x+ % Vxe ]0%[

3
X
Posons y= tanx~[x+?]

y'(x)= -12 —(1+x*)=1+tan’ x—1-x* = tan? x— x? > 0; ‘v’xe]o,%[:}y(x) croissante

x3 x?»
D'ou : tanx—[x—?J>0<:>tanx>x—?

Extremums :

Soit f une fonction définie sur I, x €l

Définition :

On dit que / admet un maximum local (resp. Minimum local) au point x, s’il existe un

voisinage V du point x; tel que :



VeV, flx)<flx) [resp. £(x)= f(x,)]

«maxf» et « minfy» sont dites extremums de la fonction f.

'y

Maximum local

v

X0 p g

Définition 2 :
On dit que fadmet un maximum absolu (resp. Minimum absolu) au pointx, de I si

vxel, f(x)<f(x) [resp. f(x)= £(x,)]

Condition nécessaire d’un extremum :

Théoréme :

Si f admet un extremum en xo et elle est dérivable en ce point alors //(xo) = 0.

Démonstration :
Analogue a celle du théoréme de Rolle.

Remarque :

Ce théoréme n’est pas suffisant pour I’existence d’un extremum.
Exemple : o

La fonction y=x' n’a pas d’extremum en x,= 0 alors que y ' (0) = 0.
Remarque 2 :

Une fonction /" peut admettre un extremum en un point x, sans qu’elle soit dérivable en ce
point.

Exemple :

La fonction y =|x| n’est pas dérivable en x, =0 mais elle admet un minimum en ce point.

Les points ol /' s’annule ou bien n’existent pas sont dits points critiques de f.
Premiére condition suffisante :
Soit /" définie et continue dans un voisinage V de point x, dérivable dans ce voisinage sauf
peut étre en xo
Si la dérivée /' prend des signes différentes a gauche et a droite de point x; alors / admet un
extremum en ce point.
De plus :
>0 si x<x, et f'<0 si x>x,=x, estun point maximum de f
{f‘<0 si x<x, et f'>0 si x>x,=>x, estun point minimum de f

Démonstration :
Supposons que f'>0 si x<x, et f'<0 si x> x, et montrons que X est un
maximum de f



D’aprés le théoréme de Lagrange il existe un point ¢ tel que :

Sx)= £ )= (x=x,)1"(c)
Si x<x, f'(c)>0 et (x-x)<0 alors f'(c)x-x,)<0= £(x)< f(x,)
Si x>x, f'(c)<0 et (x-x)>0 alors f'(c)x-x)<0=> f(x)< f(x,)
D'ou x, est un point maximum de f
Exemple :

Déterminer les extremums de y=3x>—10x +5
Ona:

)"(I)=0<=>6x—10=0<:>x=§,
Et

/
: 5
Yo 3

Deuxiéme condition suffisante :

Soit f une fonction deux fois dérivable au point x, et f’(xo)=0 alors :

Si f"(x,)<0 alors xoestun maximum de f
Si f"(x,)>0 alors xo est un minimum de /

Démonstration :

On suppose que f'(x,)=0 & f"(x,)<0 et démontrons que x, est un point max
En effet

(%)< 0= (f"(x,)<0= f décroissante au voisinage de point x,

D’autre part f"(x,)=0 alors:

S>>0 si x<x,|1* condsuffi .
= X, estunpoint maxde f

=0 8t x5x,

Remarque :

Si f'(x)=0 & f"(x,)=0 on ne peut rien dire.
Troisiémé condition suffisante :

Soit f une fonction n fois dérivable en x = x
Si (%)= (x)=..= f"Nx,)=0 & F™(x,)=0 alors:
1. Lorsque n est un nombre pair la fonction f admet un extremum en x; et de plus :
a)f"(x,)<0=>x, un maximum
b)f™(x,)>0=>x, un minimum

2. Quand » estimpair la fonction f n’admet pas d’extremum



Convexité — concavité :

Définition 1 :
La fonction f: I—> R avec la courbe représentative est dite convexe ( resp. concave) sur

I’intervalle I si toute corde passant par les points arbitraire de C se trouve au dessus de I’arc

AB (resp. au dessous de AB) de cette courbe.

r 3 A

\ Concave

A A
Cnm&\ B i - / B

A 4
A 4

Définition 2 :
La fonction f: I— R avec la courbe représentative est dite convexe ( resp. concave) sur
I'intervalle I si : I

Vx,x,el, Vq, >0, g,>0 avec ¢,+q,=1 ona

fax + g%, ) < qlf(xl)“'“‘hf(xz); [reSP- - Sl +q2x2)S glf(xi )"' 9./ (x, )]

Définition 3 :

La fonction f: I—> R avec la courbe représentative est dite convexe ( resp. concave) sur
I'intervalle I si toute tangente & la courbe C au point d’abscisse x, de I se trouve au dessus
de la courbe (resp. au dessous de la courbe)

Théoréme :

Si f:1 - R deux fois dérivable sur I alors les équivalences suivantes sont vraies :

1. f convexe sur I & f” >0 surl

2. f concave sur I & f7<0 sur I

Démonstration :

Soit /2 I — R deux fois dérivable sur I et xo un point arbitraire de I,

L’équation de la tangente a la courbe au point xo est donnée par y, = f"(x, Xx = x, )+ f(x,)
L’équation de la courbe est y =f(x)

Ona:



y=yr =)= fl%)- flx)x-x) = Fefx=x)-Ew)x-x) (x<c<x)

th de Lagrange

= [f'(c)“fl(xn)lx_xo) = f"(EXC_IoXx”-xol (c<e<xy)

th deLagrange
Le signe de (y— yr) est celui de /"(¢) car (s Xo)(x — x0) > 0.
Points d’inflexions :
Définition :
Soit f: I— R avec la courbe représentative C,
Le point My(xo, yo) est dit point d’inflexion de la courbe C en x; si la courbe C est convexe

dans une coté de x; et concave de 1’autre coté.

&

Condition nécessaire :

Si fest deux fois dérivable en xp et f admet un point d’inflexion enx, alors £’ (xp) =0

Condition suffisante :

Soit f deux fois dérivable au voisinage du point xo sauf peut étre en x,

Si f prend des signes différents a gauche et a droite du point x, alors elle admet un point
d’inflexion en xq

Asymptotes :

Soit f: I— R avec la courbe représentative C,

Définition 1 :

La droite x = xo est dite asymptote verticale de la courbe C si lim f(x)= o

Exemple :

La droite x =0 est une asymptote de la courbe y =log x

Définition 2 :

La droite y =)y est dite asymptote horizontale de la courbe C si leﬁ f (x)z Yo

Exemple :
Ladroite y= —g est une asymptote de la courbe y = arctan x

Définition 3 :



La droite y = kx + b est dite asymptote oblique de la courbe C s’il existe une fonction
h=h(x)tel que f(x)=kce+b+h(x) et limh(x)=0

Etona:

f(x)=kx+b+h(x)= k= f(x)__f_’__h(x)

X

En passant a la limite quand x tend vers I’infini on obtient :

—hmf() et b=lim[f(x)- k]

Schéma général du tracé d’une courbe :
L’étude des fonctions en générale se raméne a déterminer
1. Le domaine de définition de la fonction
. Les points de discontinuité de la fonction
. Les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction

2
3
4. Les points d’extremums ainsi que les valeurs maximale et minimale de la fonction
5. Le domaine de convexité et de concavité ainsi que les point d’inflexions

6

. Les asymptotes graphiques de la fonction.




