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1. Généralités
1.1. Description d’un fluide en mouvement

Décrire le mouvement d’un fluide fait appel a des notions différentes de celles développées en
Mécanique du point ou du solide. Le mouvement d’un fluide est un écoulement ou il y a
déformation continue du fluide

On peut, de maniere analogue a ce que ’on fait en Mécanique du solide, isoler (par la pensée
ou en trouvant un moyen de visualisation, coloration par exemple) une partie restreinte du
fluide appelée particule et la " suivre " au cours du temps c’est a dire connaitre a chaque
instant sa position.

Cette position sera connue, par exemple, par ses coordonnées cartésiennes

xp(r:xu;::yﬂp:zﬂp> yp(r:xup:yﬂpzzﬂp et Zp(r:xljp:yﬂpzzﬂp

xup,yup,zu

ou

? représentent les coordonnées de la particule choisie a I’instant Z , la vitesse de
. A E B

la particule aura pour composantes of , 9t et 8¢ . Au cours du temps, la

particule sera en différents points 4 | I’ensemble des points 4 constitue la trajectoire de la

particule.

Cette facon de faire est appelée méthode de Lagrange, les variables introduites sont appelées

variables de Lagrange.

La méthode de Lagrange s’avére dans la plupart des cas délicate car il n’est pas facile de

suivre les particules : elle est peu employée.

i

La méthode d’Euler consiste & connaitre la vitesse des particules au cours du temps £a un
endroit donné déterminé par ses coordonnées, par exemple cartésiennes *+¥>Z _ Elle est plus
employée que la méthode de Lagrange, la connaissance du champ des vitesses étant suffisante
pour la description du fluide en mouvement.

—

Les composantes du vecteur vitesse ¥ sont des fonctions des variables (4 Z='f), ainsi

— - - -

v=v, itv, v, kou v, = ‘ux(xjy,z,jf)1 v, = vy(x,y,z,.if) ot Vs = v_(x,7,2,6)

L’écoulement du fluide est permanent ou stationnaire si ses composantes de vitesse sont
indépendantes de la variable temps ¢ : il est dit non-permanent ou instationnaire si cette
condition n’est pas réalisée.

L’écoulement du fluide est uniforme si ses composantes de vitesse sont indépendantes des
coordonnées d’espace ; il est non-uniforme si cette condition n’est pas remplie.

Remarque : Dans la méthode d’Euler, 1’accélération d’une particule peut étre due, bien sur,
au caractére instationnaire de 1’écoulement mais aussi a sa non-uniformité. Ainsi, chacun a pu
constater, dans 1’écoulement permanent d’une riviere, I’accélération des particules lors du
franchissement d’un rétrécissement.



On appelle ligne de courant une courbe dont la direction tangente en chacun de ses points est
la direction du vecteur vitesse. L’équation d’une ligne de courant se calcule par intégration
dx dy dz
o v v v
des équations " * » T,

Un tube de courant est un ensemble de lignes de courant s’appuyant sur un contour fermé.
On appelle ligne d’émission une courbe constituée par I’ensemble des points atteints a un
instant donné par des particules passees antérieurement en un méme point.

Trajectoire, ligne de courant et ligne d’émission sont confondues pour un écoulement
permanent.

1.2. Dérivation suivant la méthode d’Euler

Considérons la fonction scalaire o0y, 2,0) rendant compte d’une grandeur physique
caractéristique du fluide au point de coordonnées ¥+ Z et au temps £ .

: . . . x+v dt v+ v di z+v_di
La particule fluide au temps £ + df sera au point de coordonnées AR F TV, 8L =,

La variation de la fonction & sera donc égale a:
e 80 8g 8g
A0 =0(x+v,dt,y tv dt,ztvdet +d) -0l y.z,t) = —=v di+ —=v dt + =v dt + —dt
g=4g yrv, Cxy . PR 5
aQ g
Ladérivée @ | quel’onnote @ et que I’on appelle dérivée particulaire, est égale a :

@:E_va +8_QV}I+B_Q-HE+S_Q:;§1~:1Q+B_Q
dt o oy iz ot

Cette dérivée apparait comme la somme de deux termes :
o le premier, qualifié de convectif ou advectif, est du a la non-uniformité de
I’écoulement,

« le second, qualifié de temporel, est du au caractére instationnaire de 1’écoulement.

1.3. Equation de continuité (ou de conservation de la masse)



Soit une partie d’un fluide de masse volumique # délimitée par une

4< surface fermee ~7 (de volume ¥").

—

Soit @5 un vecteur élémentaire de cette surface, orienté vers
I’extérieur a la surface fermée.

m= ”f,mﬂf

La partie de fluide a une masse 4 , le débit massique
s ——
0 uv dS
Ny s Y
sortant de la surface “ est égal a *

W By as = ([[Pay  dm,
dt v Yo B

La conservation de la masse s’écrit o 4 ou ¢t représente le

débit massique de fluide interne au volume considéré, compté positivement s’il s’agit d’une
source et négativement s’il s’agit d’un puits.

ﬁ,ﬂ v ds = ”fdiv(,u Vil
Compte tenu du théoréme d’Ostrogradsky * 4

dm,  epso o 70y
L= v +——V
p j;lrj[“ﬁv} % P

, ’équation de

conservation de la masse peut étre écrite

Remarque :
Sauf précision contraire, nous appliquerons 1’équation de conservation de masse en absence
L B
v uv)+-===0
de source ou de puits, soit o
Deux cas particuliers sont alors a considérer.

.
Le cas 1 du fluide incompressible (¥ = ©%€) § di¥ v = 0 pour un écoulement stationnaire
ou instationnaire.

Cet écoulement est dit isovolume.

aﬂ_{} - = —

Le cas 2 d’un écoulement stationnaire (9t ) 41V (#v)=0=udwv+vgrady
En dehors de la possibilité cas 1, il existe la possibilité d’écoulements isovolumes tels que

- —

verad s =0 o4 jes variations de masse volumigue sont orthogonales, en tout point, au
vecteur vitesse.

Ce cas correspond a des écoulements stratifiés par salinité ou température (courants marins),
par température et humidité (atmosphere).



1.4. Ecoulements laminaire et turbulent

L’introduction de marqueurs (fumée dans le cas des gaz, colorant pour les liquides), permet
d’observer des différences importantes dans le comportement des écoulements des fluides.
Dans certains écoulements, les particules marquées diffusent trés lentement c’est a dire
s’écartent peu les unes des autres, les différentes couches (lamelles) glissent les unes par
rapport les autres sans se mélanger : 1’écoulement est dit laminaire.

Au contraire dans d’autres écoulements les particules marquées s’¢éloignent trés rapidement de
maniere " aléatoire, irréguliére, dans toutes les directions " les unes des autres, on ne retrouve
plus de trace de marquage significative trés preés de I’endroit ou le marqueur a été introduit :
I’écoulement est dit turbulent.

D’¢évidence, 1’écoulement sera laminaire a faible vitesse alors que les grandes vitesses
provoqueront I’instabilité des particules ¢’est a dire le caractére turbulent de 1’écoulement. En
fait, la transition entre écoulement laminaire et turbulent dépend de la vitesse, mais aussi des
caractéristiques (viscosité) du fluide, de la forme de I’écoulement (espace fermé —
canalisation- ; espace ouvert —sur une surface a " I’air libre "-).

Il découle de ces propos que, pour un écoulement turbulent, les variables, en un point donné,
qui caractérisent I’écoulement varient de maniére aléatoire et que la notion d’écoulement
permanent ne peut étre comprise qu’en moyenne (la valeur moyenne de toute variable
caractéristique de 1’écoulement étant, alors, indépendante du temps).

Au contraire, pour un écoulement laminaire, les fluctuations des variables sont négligeables, a
la limite nulles.

1.5. Notion de viscosité dans un fluide en mouvement

L’expérience montre que, lors d’un écoulement d’un fluide, la pression (force normale) ne
suffit pas a expliquer les phénomenes et qu’il convient d’introduire des forces tangentielles
qui s’opposent au mouvement du fluide. Ces forces, de type frottement, dues aux interactions
entre molécules du fluide, sont appelées forces de viscosité.

Expérience de Couette On constate que lorsque le cavité cylindrique extérieure est mis en

rotation a vitesse @', le cylindre intérieur tourne d’un angle g par
rapport a sa position d’équilibre. Le fil de torsion exerce un couple

de rappel ~ cg qui équilibre des efforts tangentiels au cylindre. La

fil de torsion

E, notion de pression ne suffit pas pour rendre compte du systéme de
o forces.
? liquide &
L | Etucer Pour les liquides purs de faible masse molaire ou les solutions peu
T concentrées, le couple est proportionnel a la vitesse de rotation et
o inversement proportionnel a I’épaisseur € =8y~ Ry

e <R, Ry



Entre deux couches successives de fluides a vitesses viy) et

¥
w(y+dy) V(¥ +4¥) on introduit des forces paralléles a 'écoulement qui
acc_elerent la couche la plus lente et ralentissent la couche la plus
— rapide.
VI::.:IF:I - - -
On appelle fluides newtoniens, les fluides pour lesquelles ces
! S v
dy

forces obéissent a la loi générale :

T (force par unité de surface dans le plan tangent a deux couches successives) est appelée

contrainte tangentielle et 7 viscosité dynamique qui, dans le systtme MKSA s’exprime
-2

N.sm ™ oy FPas (appelé poiseuille).

Si nous supposons Y& T @7 > V() 14 couche de fluide située en ¥ T " tire " sur la

couche de fluide en ¥ avec la contrainte 7. Evidemment, la couche en ¥ ¥ Y est retenue par
une contrainte — %,

@ &

=

TN
Dans I’expérience Couette la contrainte est égale a :

- N\ - - 7 N\ D
On trouvera, dans le tableau ci-aprés, quelques valeurs de la viscosité a 12°C'.

Ether 25107 Mercure 16107
Chloroforme 65107 Kéroséne 183107
Benzéne 7107 Glycérine 130107
Eau 11410™ Huile de ricin 1341074
Alcool 13107

Pour tous les liquides, la viscosité diminue lorsque la température augmente.

L . . - n=Aexp(B/T) ;
Pour des liquides purs, on utilise la loi empirique , pour des mélanges
7= A+ exp(-bT)]exp(BT)

Dans le cas des huiles multigrades, les coefficients bet B gont tels que Testa peu pres la

méme valeur a basse et haute temperatures.
Pour les gaz, la viscosité est beaucoup plus faible et varie avec la température suivant la loi

CTE."E
"Trvo

Dans le cas de fluides non-newtoniens, il n’y a pas proportionnalité entre la contrainte
tangentielle et le gradient de vitesse. C'est le cas des solutions de polymeéres, des purées de
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légumes, des gels, des boues, des pates, du sang, des peintures, ..L'étude de ces fluides releve
de la rhéologie.

Un fluide est dit non-visqueux (ou parfait) si ’on peut négliger les contraintes tangentielles.
2. Cinématique des fluides
2.1. Champ de vitesses d’un fluide

Au cours du mouvement, une particule de fluide subit des changements de position,
d’orientation et de forme. Nous considérons deux points voisins d’un méme fluide

M(x,p,2) g M x+hy+k,z+1) (VAL etV )

et leurs vitesses respectives soien aun
instant £
: o o o
v, =v,(x+hy+kz+D=v, +—h+—kF+—I
o oy o
1 a'l)}, av.}' av}'
v, =v,(xthytkztl)=v, + i+ k+ [
£ oy bz
: ch o
v, =v (x+hy+kz+=v, + Th+ L+ =
@ o
Ces expressions peuvent étre écrites,
: o v v, &
Vy =V, +1[fu - 3};_{ ~ - Vx}k]-l-dx
gz ik g iy ol
A v v, 31?
d,=ZepelEry “:»;c+1 o)
£ 2 By EJZ
: v, By SIS0
v =y, t o - Zagp - Ze Doy,
27t oy gy ik ol
& o
=l( y+&u")h+ yk+1(5vx — 2
o2 oy gy gy &
, B, &
vy =, - Ty (P
28y oz ol

GY
dx=l(a“*+5“x)h+l(ﬁ”x+ e+ Px
2 o 2 & o &z




—* — — R —
soit ¥ D= v+ QA MMt Do, 2 est le vecteur tourbillon et

=
&

— — —
D=d e +4 e +d . , .
x T ¥U¥ O TETE agt |a vitesse de déformation.

tranzlation

D’une manicre générale, le mouvement d’une
particule fluide est la superposition d’une
translation, d’une rotation et d’une déformation.

rotation

deéformation |'; g

Ces résultats peuvent étre présentés sous forme tensorielle. On introduit alors le tenseur
rotation et le tenseur deformation.

I v, v 1 By, &
0 —(ZE-5 (- 2D
2 v ox 2 oz ar h
Lo MM | = —l(—”——y) 0 l(—y——x) x| &
2 oy ox 2 oz oy ;
1 6v, v 1 v, v
__( A x:l I ST x:l 0
2 fE 2 oz oy ]
Tenseurrotation{antisymerique)
[ Bv 1 Bv, v 1 8v, B,
: (D) (D)
o 2 gy  ox 2 oz or .y
- g o o H, B
[DJz l( L2y 2 l(_y+_x) |
2 8y ox oy LA < ;
1 2w, & 1 0v, & &
(42 E) (224 :
|2 2z ox 2 oz oy oz 1

Tenseurdeformatim (Ssymetriqe)

2.2. Exemples de compréhension

La notion de translation ne pose pas de difficulté : il suffit de se représenter 1I’écoulement
d’une riviere " paisible ".
Les notions de rotation (appréhendée en Mécanigue du solide) et de déformation méritent
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attention.

Certains écoulements présentent des lignes de courant fermées " circulaires en premiére
approximation " de type " tourbillonnaire "

Nous pensons aux tourbillons qui se forment dans le sillage d’un objet solide en mouvement
relatif par rapport a un fluide, a la vidange d’un réservoir (baignoire, lavabo) par un siphon,
aux tornades ou cyclones.

En s’écartant du centre du tourbillon, la vitesse radiale des particules peut étre croissante ou
décroissante. Souvent la vitesse est croissante prées du centre puis décroissante.

Nous envisageons les deux cas.
— — — —
. o . . V=@re, = a—-ye,+xe
a) L’intensité de vitesse est croissante de type # (-ye, y)

— —
ﬂ ——rotv =me, -

Le calcul montre que : 2 et =0

La particule fluide est en rotation pure et ne se déforme pas (le mouvement est analogue a

celui d’un solide en rotation).

e - ye,txe,
V=& = 2 P
b) L’intensité de vitesse est décroissante de type r Tty
{1==rotv=0
Le calcul montre que : 2 et
L =~ £ 1.2 {[23{,}’}1+(yz - xg}k]‘;"'[(}’z ~x _Ewk];}
(X" +y7)

La particule fluide n’a pas de rotation, son mouvement provoque sa déformation angulaire.
2.3. Etude des différents types de champ de vitesses

2.3.1. Notion de circulation

{; - Par définition, la circulation du vecteur vitesse suivant une courbe
dl L .
5 I'= Jvdﬁz Juxe;ix+vydy+vxdz
A (<) est égale & (e (el

_"‘_:,
v Pour une courbe fermee,
\ F_mvcﬁ_nmtvdS_ZnQdS

' () B g ol ¥ est une surface

quelconque s’appuyant sur le contour () [Stokes].
A



A titre d’exemple, nous reprenons les deux cas étudiés en 2.2.

— —
a) V=@

2
La circulation suivant un cercle de rayon £ est égale a Li=2rak , elle dépend du cercle

choisi, plus généralement de la courbe fermée entourant le point O.
La circulation suivant le contour ABCD d’ouverture d’angle & est égale a

2 ]
I'=@alR; - R ). Cette valeur est non nulle et nous avions trouvé un vecteur tourbillon

— —_— —
{1 =5 rotv =we;
non nul ( = )
K
v=—
b) Reprenons le méme exemple avec une intensité de vitesse r.
La circulation suivant un cercle de rayon o est égale a Iy =2r K, elle est la méme quelque

soit le cercle ou la courbe fermée entourant le point .
La circulation suivant le contour ABCD d’ouverture d’angle  est nulle, elle est nulle quelque

soit la courbe fermée n’entourant pas le point -
Cette valeur est nulle et nous avions trouve un vecteur tourbillon nul.

2.3.2. Ecoulements irrotationnels ou a potentiel des vitesses

- —_— =
(3=—rotv=0
L’écoulement est irrotationnel si 2
- —_— =
Cette propriété a pour conséquence ¥ = #2349 - o vecteur vitesse ¥ dérive d’une fonction

potentiel ¥ . L’écoulement est dit a potentiel des vitesses ou plus simplement écoulement
potentiel.

T= |vdl= |gradedi= [de=@(B) - @A)

(£ (e (e La circulation du vecteur vitesse est
indépendante du chemin suivi pour un écoulement potentiel.

P J
div( g grad ) + g
En introduisant 1’équation de conservation de la masse on obtient i .

IL-{:CSI ﬂ.{??:[:l

Dans le cas d’un fluide incompressible ( ), on obtient

2.3.3. Ecoulements rotationnels : théorie tourbillonnaire

— 1 e —
Q=—rotvz0
Dans ce type d’écoulements, 2
et - = —— . —
I'= gvdl=|jrotv dd = 2110245
Pour une courbe fermée, (% s g ou  est une surface

10



quelconque s’appuyant sur le contour () [Théoreme de Stokes].
La quantité I = I" est appelée intensité du tourbillon.

On appelle ligne tourbillon, une ligne tangente en chaque point au vecteur tourbillon £2en ce

point et filet tourbillon, I’ensemble des lignes tourbillon s’appuyant sur une courbe fermée

infiniment petite.

Le vortex est le cas particulier d’un filet tourbillon unique d’intensité finie.

Le cas particulier du vortex rectiligne est particulierement important : il correspond a un

champ de vitesses contenu dans le plan perpendiculaire au filet tourbillon, de direction radiale
I

v —
et d’intensité de vitesse 2 r o T représente la distance entre le point considéré et le filet
tourbillon.

2.3.4. Ecoulement potentiel avec circulation

Dans de nombreux cas, I’écoulement est irrotationnel dans tout 1’espace sauf en un certain
nombre de points singuliers pour lesquels le vecteur tourbillon est différent de zero. Ces
points se groupent suivant un certain nombre de filets tourbillons distincts.

De tels écoulements sont dits : écoulements a potentiel des vitesses avec circulation.

Ils possedent la propriété d’avoir une circulation du vecteur vitesse nulle suivant toute courbe
fermée n’entourant pas un filet tourbillon, la circulation est constante et différente de zéro
lorsque la courbe entoure (une fois) le filet tourbillon. Cette valeur est égale a I’intensité du
filet tourbillon.

2.3.5. Ecoulement isovolume

- — - —

—
divw =0g V= ToL¥ .. o yecteur vitesse ¥ dérive d’un potentiel vecteur % .

Nous avons vu que ce type d’écoulement correspond au cas général de 1’écoulement des
fluides incompressibles et aussi d’écoulements stratifiés.

—

vxza_*r” , = 2¥
g . gy .7

Pour un écoulement plan xOy, ona : ¥ = ¥, ) dx

dx _d

—= v—y a_*rf‘rdx + a_*f”dy —0
Les lignes de courant sont définies par : » 9 dx dy 5 wix,y)=Cte
¥ est appelé fonction courant.

11



Débit volumique et fonction courant
Soient deux lignes de courant 1 et 2 passant respectivement par A et

B, les valeurs des fonctions courant sont ¥1 €1 %2
Soit un chemin quelconque allant de A a B.
L’¢écoulement est plan, le débit élémentaire par unité de hauteur est

a:iQ_v ciS —w'zfﬂ

égale a
;;—‘H cosa +v, s =v, j—i—vy% O X
d0=vndl=vdy-v,dx =Ly + ¥ g =y

d y dx

Le débit entre les deux lignes de courant est indépendant du chemin pris pour aller d’une ligne
a l’autre.

=y, —
2.3.6. Ecoulement isovolume et rotationnel

— = -

Pour ce type d'écoulement : divv =0 etrotv =20
On remarque que ces équations sont analogues a celles de la magnétostatique

—_— -

dWB Oetrot 5=y, J et donnent lieu aux mémes traitements mathématiques.

— —
1 eeelddV Ay
v=— ||/

. e . : ) 2y r

11 existe donc 1’équivalent de la loi de Biot-Savart : ¥

Structure tourbillonnaire

Cette structure correspond a une situation bidimensionnelle ou le fluide tourne autour de I’axe
—

=
des z avec une vitesse orthoradiale © ~ v(r.E)e, )

. 18 v(r.5)

vy =0 e v =v(r)
Totv = rotr(re = 22 8 C 0l
ar
Q mr;

Une telle structure du champ de vitesse correspond a . ce résultat était évident par
analogie au champ magnétique créé par un courant électrique a section circulaire de longueur
infinie.

dy pour0<r<a

o- {
Nous traitons le cas idéalisé ou O pourr>a
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1 d[rv(r)] , o
S s v =art—=apr
pour 0=r<a r dr 8 r car € =Usinon ¥deviendrait
infinien ¥=0,
l—d[f"b?f.?"}] =) '1?1:.?") :E
Pour F>a 1 dr 5 r

_ 2
La continuité de la vitesse en * = ¢ permet d’obtenir < = “o?

Remarques :
- ces résultats auraient pu étre obtenus a partir de

a—r = aa—F = —3 .= —

pvel = |l rotv &5 =2 1100 J5

(& o 3 (analogue du théoréme d’ Ampére en Magnétostatique),

o i 2

il
$vdl= | —rdf=2nan’ =1

y T . " .
-pour ¥ a (& 0 (intensité du tourbillon).

2.3.7. Ecoulement isovolume et irrotationnel
o — —_— = — = — —
Pour ce type d'écoulement : SV V=0 v=rotwy rot v=0&v=gradg

On obtient,

dwv=0=dw(gradg)=A g

rot v =0= rot(rofy) = grad(dw w)- Ay = —AW o introduisant une relation de jauge

divyr=0

Pour un écoulement plan xOy, on a
@ _ Oy

Y, = —=— 3 = - - —

oax dy .t 8y  dx

|
ol
©
g
+
g

@=lny). =yl ye .

=
La condition divy =0 est naturellement satisfaite, ¢’est a dire que la solution

— —
¥ =05 Y)e: oot unique.
Dans ce type d’écoulement on introduit la fonction potentiel complexe,

FED=eXy 0+ fury Doy z=x+jy

Bf{z*r}_ﬁ_{;:'Jr_Bw_ng_ﬁc;}_ .
iz  Ax "FB;&:_S}’ jﬂy_vx Y

w{z,t) = »

3. Dynamique des fluides

3.1. Equation de Navier. Equation de Navier-Stokes. Equation d'Euler
13



Il s’agit d’écrire 1’équation fondamentale de la dynamique pour la particule fluide de masse

e —
;: \T‘ dﬂxr

—_— "{F{ -
dm = 4dV soit dans un référentiel galiléen dV

Les forces extérieures sont de trois types,

o celles dues a un ou plusieurs champ(s) de forces extérieures (le cas courant étant le
champ de pesanteur # & = ~gradgz,
E—

_ I
« celles dues aux forces de pression mécanique ~ &F247
« celles de viscosité

Analyse simplifiee

Considérons le cas particulier d’un champ de vitesses plan défini

E,i’ — —
w(ytdy) par v=viyle, (cas de I’écoulement entre deux plans paralléles).
— Entre deux couches successives de fluides a vitesses vy et
—
w(y) vy +dy) , on traduit les forces de viscosité (tangentielles) par la
v
T=97—
i’ loi newtonienne : @

- , T =—p'=— N
Les contraintes normales sont données par ~ * P # o0 on
confond pression mécanique et pression thermodynamique

L’accélération se calcule a partir de la formule de dérivation explicitée dans la paragraphe 1.2.

:;}c_ﬁlvx+av" =v, av"+v LFjlv"+vs, 8vx+3vx a :&:B_V
i ot gx 7 dy bz Bt 5 ' Dt Bt

—_ A

“ dt

Nous écrivons le principe fondamental de la dynamique pour un élément de fluide compris
entre * ELX+ ALY €Y+ ye nrofondeur (direction Z) unitaire.

I v v
dray— = plx0dy — plr + a9y + 9 — - (— oy
H oy — pCady - p( Jely ??(dytsw ??(dy)y

v

&P
= ——dxdy+ dxct
o A Ay

Dv__af_p+ d*v

H—= Ly
soit Dt dx gy

14



apparait comme la densité volumique des forces de viscosité.

—
Pour un écoulement quelconque, la généralisation de cette formule conduit & 7 Av
volumique des forces de viscosité) et a I’équation,

(densité

—+ FRRY. -+ — —+
#ﬂ=ﬁE=ﬁ£—@‘ﬂdP+ﬂﬂ“

Analyse approfondie

L’analyse des forces de viscosité et I’hypothese, pour un fluide newtonien, de proportionnalité
entre forces de viscosité par unité de surface (contraintes) et déformations de la particule
fluide conduisent au tenseur des contraintes visqueuses et aux formules de Lamé ci-apres.

I

A

t . . I
"% “#lle tenseur des contraintes visqueuses est un tenseur symétrique

Les valeurs des composantes (contraintes visqueuses) sont données par les formules de
Lamé :

dhy tv dv gy v gv. v, By
¢ :l LI r1r A3 J'_l_ H ¢ :l }'_l_ r( LS J'_l_ H
W T e e T T T T TR
¢ :_:',??ax‘l'??rf A3 J*'_l_;":}‘l}z:b
= dz Tk By

v v, v B By

t =t =m{—+ 2y ¢+ = (L= — s = = #
A¥ LE ??ay ax ] rz ¥ ??BZ By}.rn rxx ??(af_'_&)

En plus de la viscosité 7 (dite viscosité de cisaillement), on introduit la viscosité de dilatation
7

L’accélération se calcule a partir de la formule de dérivation explicitée dans la paragraphe 1.2.
Dy, = = thy thy v gv, o
=2 =yoady, +—2 =y, —2+y —Z 4y L+ L

oodt e Ty Taz ot

id

En introduisant des relations identiques suivant les deux autres directions d’espace, on obtient

— Ry - —s = I:.’:}V 1— —_— s = 5‘»?
a="—=(vgrad)v+—=—gradv® + rot va v+—
dt fe 2 £ ol
- — J d d
vaad=v, —+v, —+v, —
oy 92 est un opérateur.

15



— — —
- — = 1 — — = =

- FRRY g (S AT
_ _ d _ d 2 t _
Ha=u r-,ﬂ[(vgra JRTES r]—f{{[zgt‘a‘p’ + rot v v+ r]—

pg—grad pl+ Av+ (n+n')graddiv v) est I’équation de la
dynamique des fluides dite de Navier pour un fluide newtonien dans le seul champ de forces
extérieures de pesanteur.

7

La quantité ** est appelée viscosité cinématique de cisaillement.
Remarques sur la complexité de I’équation de Navier

e les viscosités dépendent de 1’écoulement et 1’écoulement dépend des viscosités (en
particulier, pour traduire la nature turbulente d’un écoulement, on doit introduire des
termes, dits de viscosité turbulente, supplémentaires liées aux fluctuations),

e on montre, a partir du second principe de la Thermodynamique, que la quantité
2n+3n'z0

|
« on montre que la pression mécanique £ se confond avec la pression

thermodynamique ¥ si I’écoulement est isovolume (41¥ ¥ = ) ou si la condition de
Stokes (2?:'I +37'=0 ), qui fait I’hypothése de réversibilité des déformations, est

satisfaite,
« silacondition de Stokes est satisfaite, I’équation de Navier devient I’équation de
— oy - — - 1] — o
pa=py——=pmg-—grad p+n[Lv+—grad(dw v)]
Navier-Stokes : dt 3 .

Les applications de ce cours sont limitées :

e al’approximation des fluides non-visqueux (parfaits),
o etaux fluides réels incompressibles.

3.1.1. Equation de Navier-Stokes pour les fluides non-visqueux (parfaits)

Dans ce cas particulier, I’équation de Navier-Stokes est appelée équation d’Euler.

— — —
— - —s = R —}—}—}a - —

v gv 1
= j——= dv+—]= u[—gradv’® + rot +—]= pg—grad
Ha= i " g[Cvgradyv Sr] f.:J:[zg;ra vi+rotvaw Sr] pg—grad p

Ecriture de I’équation d’Euler dans le repére de Frénet

16



—
2

R azszﬂ(uT)zv_N_l_ET
5 > dt dt R @ ol Restle rayon de courbure.
. Si & est I’abscisse curviligne,
—= - —
T E:{vﬂ'ad)u+a_v: a_v+@_ifv_)+@
Dr ) A R S A
— 2 —
a = +[—f—)+8_V]T
5 R
v, v dp
—_ +_ —_—
F[a(z) 55] HEr B
v op
FRarT

L’¢équation d’Euler s’écrit
Approximation "'fluide non-visqueux (parfait)"

Le fluide non-visqueux n'existe pas et il s'établit au proche voisinage d'un objet solide une
couche limite dans le fluide en écoulement.

Dans la couche limite la vitesse varie rapidement en
s'éloignant de I'obstacle, alors qu'en dehors de la
couche limite la vitesse est uniforme dans une section
droite.

En dehors de la couche limite, le champ des vitesses
obéit a I'equation d'Euler, le fluide se comporte comme
5 | couche un fluide parfait.

: Linute Dans la couche limite, on ne peut négliger les forces de
viscosité, en particulier au contact de I'obstacle ou
vitesse du fluide et vitesse du point en contact de
I'obstacle sont identiques méme pour des viscosités
faibles.

Obstacle

Pour un obstacle immobile dans le référentiel d'étude, les vitesses des particules fluide au
contact sont nulles ... ce qui n'est pas le cas dans I'approximation fluide parfait.

L'étude des écoulements de fluides visqueux montre que l'introduction du nombre (sans
dimension) de Reynolds est fondamental :

e pour déterminer la nature de I'écoulement (laminaire pour Re < 2000 ; turbulent pour
Re > 6000 ; de transition pour 2000 < Re < 6000),
« pour connaitre I'importance des forces de frottement (le coefficient de frottement Cx

dépendant de Re)
e ou pour evaluer I'épaisseur d de la couche limite qui diminue lorsque Re augmente.

17



Re:“uv'ﬂ

Le nombre de Reynolds est défini par T ou v est la vitesse du fluide "loin" de
I'obstacle et L une dimension caractéristique de lI'obstacle (la longueur dans le sens de
I'écoulement dans le cas d'une plaque, le diametre pour une conduite circulaire, ...)

3.1.2. Equation de Navier-Stokes pour les fluides réels incompressibles

N
pH=Clegdivy =0 I’équation de Navier devient :
— — —
- - — = 1] — —_— = N,

WV gy g > >
I P d +—1= — d 2_|_ t +—1= — d + ﬂ
Ha=u r—p{[(wg‘a )'L-’ r]_fu[zgr‘a WV oL v v I]—I,{.{g graanl +nLv

Fluides compressibles ou fluides incompressibles

Un fluide est dit incompressible lorsque sa masse volumique ne dépend pas (pratiquement
pas) de la pression ou de la température. Généralement, en Statique des fluides, les liquides
sont considérés comme incompressibles et les gaz sont compressibles.

Pour un fluide en écoulement, ce classement est infirmé dans un certain nombre de situations
importantes :

e pour les gaz et pour les liquides, des gradients de température décroissant avec
I'altitude provoquent des mouvements ascensionnels de matiére (convection naturelle)
qui ont pour conséquence d’homogénéiser la température ; ces mouvements ne
peuvent s'expliquer sans considérer des variations de masse volumique,

o dans les gaz et les liquides, des perturbations de pression donnent naissance a des
phénomenes de propagation (onde sonore) qui ne peuvent étre expliqués sans la notion
de compressibilité,

e ’approximation fluide incompressible est souvent justifiée pour un gaz s’écoulant,
dans un plan horizontal, jusqu'a des vitesses égales au tiers de la vitesse du son égale a
340 m/s pour I'air dans les conditions courantes.

Ainsi ¢’est la nature de I’écoulement qui permet de distinguer I’écoulement compressible de
I’écoulement incompressible et non la nature du fluide.

On emploie I’expression hydrodynamique pour qualifier un écoulement incompressible sans
qu’il soit nécessaire que le fluide soit de ’eau ou un liquide et I’expression aérodynamique
pour qualifier I’écoulement d’un fluide compressible sans qu’il soit nécessaire que ce fluide
soit de I’air ou un gaz.

3.2. Equation d’Euler et théoréme de Bernoulli

Multiplions scalairement 1’équation d’Euler par le déplacement élémentaire
— -
d s = dsT = vdf gyjvant une ligne de courant. En remarquant que la quantité

—_— = =

(rat vA VIS oot nulle puisque le produit mixte comporte deux vecteurs paralléles, on

obtient :
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— 1 4 5;} — - = — - 1 2 cip dw
adl—v i +—lds=pugds—gradpds &V +gz+—+—_—ds=0
#[gr(z)ar] HE grpaz o
Un fluide (surtout les gaz) est peu conducteur de la chaleur si bien que I’hypothése " transferts
d’énergie thermique négligeables " est raisonnable ( s 0 ).
ap

La quantité # est, dans ce cas, égale a dH i bien qu’en intégrant suivant une ligne de

]. a e *a‘l} -
— v tgz+H+\\—ds=f,&)
. < gt N P
courant, on obtient k ou la " constante " d’intégration

Ju® dépend de la ligne de courant considérée.

3.2.1. Cas d’un écoulement permanent

gv 1 =

—=0 —vi+tgz+H=F,

o 52 ou ~ ¥ est une constante dependant de la ligne de courant
considérée.

3.2.2.Cas d’un écoulement irrotationnel

—_—s s =

La quantité 72f ¥V est nulle, il n’est plus nécessaire de se placer suivant une ligne de
courant.

]. 2 e . a‘l} -
—v +gz+H+ | —dOM = ft) ®
On obtient 2 - ou la " constante " d’intégration f est
indépendante de la ligne de courant et a méme valeur dans tout le fluide.
Pour un fluide incompressible (¥ = C’fe)’ il est intéressant d’introduire la relation
1 =, 0
_}__:j _u2+gz+H+—¢}:f{I}
V= gractd e théoréme de Bernoulli s*écrit alors ; 2 ot :

3.2.3. Cas d’un écoulement permanent irrotationnel

%uz +gz+§=€te

s

3.2.4. Rappel de Thermodynamique. Ecritures pour un fluide incompressible et pour un
fluide compressible de type gaz parfait.
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dH =82+ Vdp _%® pourd & =0
2

H= Ly e
a) Pour un fluide incompressible, H

1
—v? gzt -y,
EN4 : l— l_,{-lf b4 . : s
L’équation , Obtenue pour 1’écoulement permanent, irrotationnel d’un
fluide incompressible porte plus particuliérement le nom d’équation de Bernoulli.

b) Pour un fluide compressible de type gaz parfait, H=C,T+cte

lug tgz+, T=C0Cte
L’¢équation 2 , obtenue pour 1’écoulement permanent, irrotationnel
d’un fluide compressible type gaz parfait porte le nom de Saint Venant.
Pour la résolution, 1’équation de Saint Venant est a compléter par I’équation d’état des gaz

r _RT

£t o
HoM et par I’équation d’isentropicité PR = C’Ie.

parfaits
3.3. Bilans énergétiques pour des écoulements permanents

3.3.1. Bilan énergétique

Isolons un tube de courant suffisamment étroit (filet) pour que la
pression et la vitesse d’écoulement puissent étre considérées

uniformes sur toute section droite.
En régime permanent la forme du tube est invariante.

Le systéme, & I’instant £, est constitué du fluide de masse

g
Fo %, A entre les sections (SF ’35). A Dinstant £+ @ il est entre les
S 55 sections (© 2% 5). La masse @ située, a instant £, entre les
sections (~ 22 ) se retrouve, & Iinstant £+ f | entre les
sections (Sﬁ ’ 35).
-
Cette masse @ est, a I’instant £, & pression 1, & vitesse "1 et a Ialtitude 21 ; elle est, &
-

Iinstant £ + 4 3 pression £z, 3 vitesse V2 et a Ialtitude 2.
Le bilan énergétique (application du premier principe de la Thermodynamique pour un
systéeme ouvert) conduit a :

20
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1 — 1 —
dm(=vy + gz, +U,) —dm(=v] + gz +U)) = + &
2- 2. ¥ é‘Q = [::I A n
ou (hypothese " transferts
d’énergie thermique négligeables ").
Si on néglige le phénomeéne de viscosité ( d pas de perte d’énergie mécanique par frottement

entre deux tubes de courant adjacents), le travail H se confond avec le travail de
transvasement, soit & = AP - PV )
En reportant cette derniére expression, on retrouve, par bilan énergétique, 1’équation

%uz +gz+§=€te

-

Remarques :

o I’établissement de 1’équation de bilan énergétique a été faite pour un filet de fluide ou
on peut considérer que pression, vitesse et énergie potentielle sont uniformes sut toute
section droite du filet ; on notera que, pour la surface plane d’un liquide au contact
avec un gaz, ces conditions sont remplies, cette surface n’étant pas de dimensions
faibles

o dans le cas des écoulements irrotationnels, on montre (voir paragraphe précedent) que
la valeur de la constante est indépendante du tube de courant.

3.3.2. Présence d’une machine hydraulique dans I’écoulement

11 faut tenir compte de 1’énergie mécanique
fournie (pompe) ou absorbée (turbine) par la
machine.

Pour un écoulement de fluide non visqueux :

Gvitgs, +T)-Gvi 4z +H) = F

tnachine hydraulicque

ol £ est 1’énergie massique de la machine. Elle
est positive pour une pompe, négative pour une
turbine.

La puissance de la pompe ou de la turbine est £ = #2.E sj #2 est |e débit massique.
3.3.3. Pertes de charges
Perte de charge ™ linéaire " ou " linéique **

L’écoulement permanent de fluides visqueux dans une conduite droite, horizontale, a section
constante, fait apparaitre des chutes de pression liées a la longueur de la conduite et a la
VisCcosite.

P =Py =4pe (perte de charge linéaire)
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Plus généralement, il convient d’écrire le théoréme de Bernoulli sous la forme :

Ap,
7

Gl 4gz + )~ (92 + gz, + ) =

Sous forme adimensionnelle, on introduit le coefficient de perte de charge £\ par la relation :

..EIIIL= 1 DP! @C’
2
—pEv
2 ol
- L est la longueur de la conduite,
4.5
D Pr=—
- “r|e diamétre hydraulique de la conduite définie par P (D gant

respectivement la section et le périmétre de la conduite),
. e g = <y k= N (1

- <V >3 vitesse moyenne de débit définie par ™ T 45 <V T A8y oy I et e debit
volumique.
Loi de Poiseuille : pour un écoulement laminaire dans une conduite circulaire de rayon R, on

A-04_ 327 _ Ap._Sng,

4

démontre que Re u<v>k L =k
deuxieme forme, est appelé Loi de Poiseuille.

. Le résultat présenté sous la

Perte de charge singuliere

Il existe, aussi, des pertes de charges dites singuliéres lors de modifications de la géométrie
de la conduite (élargissement ou contraction brusque de la veine, coude, passage a travers une
grille, vanne, robinet, ...).

Contrairement au cas des pertes de charges linéaires ou le calcul théorique est possible dans
quelques cas simples, on a recours, pour les pertes de charges singuliéres a des données semi-
empiriques.

3.4. Théoréme d’Euler. Bilan de quantité de mouvement et de moment cinétique dans un
écoulement permanent

Bilan de quantité de mouvement

Nous reprenons le schéma du tube de courant.

La masse M+dm a I’instant t a une quantité de mouvement : £ = dmvy+ p' (M)

La masse M+dm a I’instant t+dt a une quantité de mouvement : P& ) = dmvy+ p'(:)

R R Cf; — — -:',f:i; dm — —
f+af— plf) = —off = dmlv,— v = —— = —1(V,—V
Ainsi s J= piE) 7 (Vy— v ) pn AR 1)
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Le principe fondamental de la dynamique permet d’écrire le théoréme d’Euler :

H-vy= ek 2

d o0 & est le débit massique du fluide, £ est le poids de fluide

—
considéré (si on se limite a des forces de volume de pesanteur) et & I’action sur la portion de
fluide considérée des éléments en contact avec celle-ci (forces de pression si on ne considere
pas les efforts de viscosité).

Pour un volume de contréle quelconque ou S est la surface fermee le délimitant, le débit
a4 =

— 4 = 4V dSn

massique sortant par un élément @5 = @5 estégal a4t .
Pour ce débit massique, le " débit " de quantité de mouvement est égal a

ﬂfzzt; ﬂfjmé - = -
B a | HsTEn)

En intégrant au volume de contrdle, on obtient le théoréme d’Euler :

- .

H @ r)ds={ugdv+HTds
& ¥ 5

En utilisant le principe de 1’action et de la réaction, on accéde simplement a 1’action du fluide
sur les parois en contact.

Bilan de moment cinétique

Un raisonnement de méme type conduit au bilan de moment cinétique :

HOM A xV ¥ rm)ds = || OMn g gdV + BOMATAS
& ¥ 5
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