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Cours 2: Fonctions convexes

Déftnition (Fonction conveze) Soit C un ensemble convexe de R". On dit que la fonction
f: C — R convexe si

FOT+ (1= Ny) < Mf(2)+ (1 =Nfly), Vz,yeC,Vre(01].

Définition (Fonction concave). Avec les méme données de la définition précédente; f est
concave sur C' si
—f est convexe sur C.

Ou encore, f est concave sur C si

fOz+ (1 —X)y) > Af(z)+ (1 =N f(y), Vz,y € C,V\ € [0,1].
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On remarque aussi que:
f est convexe sur C | si tout arc de la courbe de f est sous la corde correspondante.

f est concave sur C' | si tout arc de la courbe de f est au dessus la corde correspondante.



Exemple.
1) f(x) = ax + b est une fonction convexe. En effet,

fAz+(1=XNy) = adz+(1-=Ny)+b

= dax+ (1 = Nay+ b+ (1 —\)b
A(ax +b) 4+ (1 = A) (ay +b)
= M@)+ 1 =Nf(y).

2) f(x) = 2? est une fonction convexe. En effet, pour z,y € R

0 A0~ D@ -y <0

AA—=1) 22 =22 A —-1Day+A(A—-1)y* <0
(=N =22 A= Day+ (1-2*-(1-N)y*<0
A2 —2 (A= Day+ (1 =Ny < A®+ (1= \)y?
Az + (1= Ny)* < A2+ (1= N)g?

FOz+ 1 =Ny) SAf(x)+ (1= f(y).

3) f(z) = |x| est une fonction convexe sur R. En effet,

Az 4+ (1= Ny < Xz|+ (1 =N Jy|.

(z —y)?

S Y

4) f(z) = In(z) est une fonction concave sur |0, +o0].

Définition (Fonctions strictement conveze)
1) On dit que la fonction f : C' — R strictement convezxe si

fOz+ 1 =XNy) <Af(z)+ (1 —N)f(y), Vr,y € C,VA €]0,1].

2) On dit que la fonction f : C' — R strictement concave si

fOz+ (1 =Ny) > Af(z)+ (1 =N f(y), Va,y € C,VA €10,1].

Définition. Soit C' C R". L’épigraphe de f : C' — R est la partie de ’espace produit R” x R
qui se trouve au-dessus de son graphe

epi(f) = {(a,t) € C x R: f(a) < t},
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Soient C un convexe de R™ et f: C' — R une fonction.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
Proposition .| 1) f est conveze sur C.

2)L’épigraphe de f est un ensemble convexe dans R".

Preuve.
1) = 2) : Soit f une fonction convexe sur C. On va montrer que epi (f) est convexe. Soient

(r1,t1), (z2,t2) €Eepi(f) et 0 <A <1
alors
)\([Ehtl) + (]_ — /\) (JIQ,tQ) = ()\[L'l + (]_ — /\) T, /\tl + (]_ — /\) tg) s

comme f est convexe on trouve

f Az + (1= A) ) A (1) + (1= A) f(22)

<
< Ay A+ (1= Aty

Donc, on bien montrer que epi (f) est convexe.
2) = 1) : Maintenant, soient 21,9 € C' et 0 < A < 1. On sait que les couples

(x1, f (21)) , (w2, f (72)) € epi (f),

alors la combinaison convexe reste dans epi (f), c’est a dire

Ay, f (1)) + (1= A) (22, f (22)) € epi ()

ce qui imlique que

(Az1+ (1= A) a2, Af (1) + (1 = A) f(22)) € epi(f)
d’ou
fOz+ (1= A)a2) <Af(21) + (1= A) f(a2).

Donc f est convexe.

Proposition (Opérations sur les fonctions convezxes).
() Soit (f;);c; une famille quelconque de fonctions convexes sur C. On définie la borne
supérieure:
h(x) =sup f () pour tout z € C;

il
alors, h est une fonction convexe sur C.
(77) Soient o > 0 et f une fonction convexe. Alors af est convexe.
(77) La somme de deux fonctions convexes est convexe.
Preuve. TD
Exercice. Soit A un ensemble de R"” montrer que

A est convexe si et seulement si 14 est une fonction convexe,
ou

lsize A
1A@”‘{0$x¢A



Convexité d’une fonction d’une seule variable

Cette section est réservé a ’étude de convexité de fonctions d’une seule variable. Les ré-
sultats énnonés ici sont utiles pour continuer I’é¢tude des fonctions de plusieurs variables.
Considérons toujours une fonction f définie sur un intervalle I C R, les intervalles, comme
on a noté précédemment, sont les ensembles convexes de R.

(Critére de pentes croissantes) : Soient I C R un intervalle et f: 1 — R
p .. une fonction définie sur I. Alors, (1) < (2) ou
roposition (1) La fonction f est convexe sur I

(2) Pour tous z,y,z€l :x<y<z= f(y;:j:(x) < f(zi:?);(y)'

Preuve. (1) = (2) : Soient z,y,z € I : x < y < z. Comme y € |z, z[ on peut écrire y comme
combinaison convexe de x et z,

INe]01[:y= z+(1— )=
La fonction f est convexe sur I, ce qui entraine que
fly) = FOz+(1=2)2)
< M (@) + (1 =2)f(2),

ajoutons le terme \f (y) a chaque membre

M W)+ fy) <A () +Af(2) +(1=A) f(2)
donc
M) =Af(x) <A (y)—fly)+ 1= f(2)
alors
M) —f@)<A=N(f(2)—fW)

ce qui imlique

f)=f@) -1
(Y < X (1)
D’autre part,
y = M+(1-XNz=z+ Xz —2)
= A=Z—etl-a=1—
alors la formule (1) donne
y—x z—y
finalement, on trouve
fly—f) f&)-fl)
y—x T z—y

(2) = (1) : Soient z,z € I avec = < z(le cas x = z est trivial) . Soit A € |0, 1], on pose

y= X+ (1—XN)z, cestadirey €z, z[; (r<y<2)
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D’apres 'hypothese on a

f)—f@) )=
y—xr - z—y
Ce qui imlique B -
y_x(f(y)—f(:v)) Z_y(f(Z)—f(y))
donc . X
T F W = f@) =5 (f(2) = f)
alors

AMf) = @) <@=XN(f(z)—f)
finalement, on a
fly) S Af(x) + (1 =2 f(2)

L’inégalité est triviale lorsque A=0o0uA=1. N

Soient I C R un intervalle et f: I — R une fonction définie sur I.
Pour tout a € I, on pose ¢, (z) = W avec T € I_(qy.
Proposition| Alors, (1) < (2) ou

(1) La fonction f est convexe sur I

(2) Ya € 1: ¢, est croissante sur I_gq).

Preuve. (1) = (2) : Soient z,y € I_g4 tel que x <y (x # y # a) . On veut montrer que

0o (7) < @, (1)

On distingue trois cas:
¢ © < a < y: la proposition de pentes croissantes donne

fl)~f@) _ f)-f@

a—x B Yy—a
IR IO f(yy>:£<a>

alors
Pa () <, (y)-

¢ <y<a:cequiimlique : y = Ax + (1 — X)a avec A € ]0,1].
La fonction f est convexe, donc

fly) < Af(@)+ (1 =2) f(a)
< fla)+A(f (z) = f(a)).
On sait que A = =
fo) = f@ £ 2= (f@) - f(@)
<o) f(y) = fla) _ f(z)—f(a)
Yy—a o Tr—a



ce qui donne
Pa (7) < 04 (y) -

¢ o <z < y: Méme argument. Finalement ¢, est croissante sur I_g,;.
(2) = (1) : Soient x,y,z € I tels que x < y < z. Comme @, est croissante sur I_g,) on a

oy (1) < ¢y (2),
ce qui imlique

fl@)=fly) o [ -fW)

r—y - zZ—y
L W -f@) 1) - fW)
y—x Y

d’apres la proposition de pentes croissantes, f est convexe sur /. W

f:1— R est concave & NVNr,y,zel:x<y<z= f(y;:j:(x) > f(ziii(y)
& Vael, ¢, est décroissante sur I_gqy.
Le théoréeme suivant donne la relation de convexité et la dérivabilité de f.

Remarque.

Soit f: I — R une fonction dérivable sur I. Alors,

Théoréme f est convexe sur I < f est croissante sur I
Preuve.
=) Soient a,b € I tels que a < b. La fonction f est dérivable sur I alors
f(a) = limM = limy, ()
z>a r—a z>a
/ - f@) - fO)
[ = LQT = ilgll)% (x)
Les fonction ¢,, ¢, sont croissantes; alors
o () < @, (b)
a < z<b= @ @
@ (2) = ¢ (a)
lime, (z) < ¢, (0)
: r—a
limg, (z) > ¢, (a)
z—b

ce qui entraine que
f(a) <@, (b) et [ (b) = @y (a)
Le fait que ¢, (b) = ¢, (a), ca nous implique

fila) < f ).
<) : Soient a,b,c € I tels que a < b < c. Le théoréme des accroissement finis appliqués a f
sur [a,b] et [b, c] donne
(@) (b—a)
() (c =)

G € Jabl: f(b)— fla) =
3B € el flO)—fb)=f

!
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Donc
FO) = fla) _ ooy o LO=FO)
b—a

Or, f' est croissante et a < /3, on a

c’est a dire
f)=f@) _ fl)=f®),
b—a - c—b

la proposition de pentes croissantes implique la convexité de f. W

’ , .
Remarque:‘ f:I — R est concave < [ est décroissante sur 1.
Une autre caractérisation de la convexité de fonction d’une seule variable; on a le résultat
suivant.

Corollaire:|f : I — R est conveze sur [ < Yo,y e l: f(z) > f(y)+(x—y)f ()
Preuve. Soient x,y € I. Sans perte de généralité; on peut sopposer que r < y. On prend
t € I tel que

T <y<t.

La proposition de pentes croissantes impliquela proposition de pentes croissantes implique

f—fl) _ fO)-f)
y—x - t—y
L S@)—f) - f)
T =y - t—vy
L) 2 )+ oy LY “Z:f”

On fait t = y on trouve

!

f@)>2fy)+@-—y)fy). W

Finalement, on donne le résultat trés intéressant qui établir la relation entre la convexité et
deuxieme dérivée de f.

Soit f: I — R une fonction deux fois dérivable sur I. Alors,

f est conveze sur I < f"(x) >0 pour tout x € I
Preuve. D’apres ce qu’il précede

Théoréme

f est convexe sur I < [ est croissante sur I
& f'(x)>0 pour tout 1. M

On termine ce paragraphe par un résultat sur la concavité de f.

f:I —Restconcave S Vr,ycl:f(x)<f)+@—y)f (y)

R : "
emarque < f (z) <0 pour tout = € I.



