Analyse matricielle

1.0.1 Définitions de base

Définition 1.0.1 On appelle matrice de type (n,m), un tableau a n lignes et p colonnes

formées d’éléments d’un ensemble k (k =R ou C).

Le terme situé a la i ligne et la j™° colonne d’une matrice A est noté a;;.

Nous adopterons, pour la représentation matricielle d’une matrice A, les formes suiv-

antes:
A = (a;5), avecl1 <i<n etl<j<m
Ay o Ay o Qi
A= an - ay - am
U1 -+ Gy o G

Définition 1.0.2 On appelle matrice carrée, une matrice du type (n,n). L’ensemble

des matrices carrées de dimension n dans k est notée M, ,, (k) ou M, (k).

Les termes de la forme a;; d’une telle matrice constituent la diagonale principale.

Exemple 1.0.1 A = (3); A e M (R)
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241 -1

B =
2i4+1 —4
2 3 1

C=| -1 -4 5 |; C € M;(R)
0 -7 9

> BGMQ(C)

Propriété: L’ensemble des matrices carrées M, (k) posséde pour l'addition et la

multiplication une structure d’anneau.

Définition 1.0.3 On appelle matrice diagonale, une matrice carrée dont tous les élé-

ments sont nuls sauf ceuxr de la diagonale principale.

A= (ay;), avec a;; =0 pour tout i# j.

Propriété:
a 0 0
SiA=10 B8 0
0 0 v

Définition 1.0.4 Matrice unité I, est une matrice diagonale ot tous les termes de la

diagonale principale sont égaux a 1.

A = (a;j), avec a; = 1.

Propriété:

Al =TA=A, avec Aet I € M, (k).

Définition 1.0.5 On appelle matrice scalaire, une matrice diagonale ot tous les termes

de la diagonale principale sont égauz.

A= (ay),

avec a; = X € k.
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Propriété:
A0 O 100
SiA=| 0 N 0 |=A=X X=X 010
0 0 A 0 01

Définition 1.0.6 On appelle matrice symétrique, une matrice carrée dont les éléments

symétriques par rapport a la diagonale sont égauz.
A = (a;5), avec a;; = aj;.

Propriété: Une matrice carrée A telle que A = A' est symétrique (A’ : la transposé

de la matrice A).

Exemple 1.0.2 La matrice:

a 4 -10
A= 4 6 2 ] Qi5 = Ajs-
~10 2~

est symétrique.

Définition 1.0.7 On appelle matrice antisymétrique, une matrice carrée dont les élé-
ments symétriques par rapport & la diagonale sont opposés et ceux de la diagonale princi-
pale nuls.

A = (a;;), avec a;; =—aj; eta;=0.

Propriété: Une matrice carrée A telle que A = —A! est antisymétrique (A’ : la

transposé de la matrice A).

Exemple 1.0.3 La matrice:

0 -4 10
A= 4 0 -2 ) Q5 = —aj; et a; = 0.
—-10 2 0

est antisymétrique.
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Définition 1.0.8 On appelle matrice triangulaire, une matrice carrée dont les éléments
sont nuls au-dessus (‘a;; = 0 pour i > j : matrice triangulaire supérieure) ou au-
dessous (‘a;; = 0 pour i < j : matrice triangulaire inférieure) de la diagonale princi-

pale.

Exemple 1.0.4 Les matrices:

1 —4 10 1 0 0
A=l 0 5 -2 |; eeB= 4 0 0 |;
0O 0 =3 —10 2 3

sont des matrices triangulaires. A est une matrice triangulaire supérieure et B est une

matrice triangulaire inférieure.

Définition 1.0.9 On appelle matrice non carrée (ou matrice rectangulaire), une

matrice du type (n,m). L’ensemble des matrices non carrées, dansk est notée M, , (k).

Exemple 1.0.5 A = ( 1 —4 6 10 ) ; Ae M4 (R)

s [ 2+i 5 il ; B € My3(C)
2%+1 -3 —4

2 3

C=| -1 -4 |; C € Mz (R)

0 -7

Les vecteurs lignes sont des matrices uni-ligne du type (1,m).

Les vecteurs colonnes sont des matrices uni-colonne du type (n,1).

1.0.2 Opérations sur les matrices
Egalité de deux matrices

Définition 1.0.10 Deuz matrices A = (a;;) et B = (b;;) de méme type (n,m) sont égales
si:

pour tout 1 <i<netl<j<m:ay=Db;.
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Exemple 1.0.6 Soient les matrices,

rT+y z+2 5 9
A= Y ;. et B=
r—y 22—t 1 -2

Déterminer x, vy, z et t sachant que A = B.

Somme et différence de deux matrices

Définition 1.0.11 Deuz matrices A = (a;;) et B = (b;;) de méme type (n,m) peuvent
s’additionner ou se soustraire. La somme (ou différence) de ces deux matrices est une

matrice C = (¢;;) du méme type telle que:
C:A:i:B<’:>Cij :aijibij.

Propriété: L’addition ainsi définie est une loi de composition interne. Cette loi munit

I’ensemble des matrices du type (n, m) d’une structure de groupe abélien.
1. associativité: A+ (B+C)=(A+B)+C.
2. commutativité: A+ B=B+ A.

3. élément neutre: A+0=0+A=A. (0matrice nulle: a;; =0, 1 <i<net
1<j<m)

4. élément symétrique: A+ (—A) =0. ( —A = (—a;;) matrice opposée a A =

(ai;) )
La soustraction ne remplit pas les critéres d’associativité et de commutativité.

Multiplication d’une matrice par un scalaire

Définition 1.0.12 Le produit d’une matrice A par un scalaire A € k, noté \A, est la

matrice obtenue en multipliant chaque élément a;; de A par \:

C =) <— Cij = )\aij.
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Propriété: La multiplication d’une matrice par un scalaire est une loi de composition

externe vérifiant les propriétés: V (o, §) € k* et V (A, B) € M7, (k) :
1. a(A+ B) =aA+aB.
2. (a+p)A=aA+ A
3. a(BA) = (af) A.
4. TA = A.

L’ensemble des matrices (n, m) muni des deux lois (addition et multiplication par un

scalaire) posséde une structure d’espace vectoriel sur k (k =R ou k = C).

Multiplication de deux matrices

Définition 1.0.13 Deuz matrices A = (a;,) de type (n,p) et B = (by;) de type (p, m)
peuvent se multiplier. Le produit de ces deux matrices est une matrice C' = (¢;;) de type
(n,m), ou l’élément c;; de C' est obtenu en sommant les produits des éléments de la iéme

ligne de A par les éléments de la jéme colonne de B.
p
C =AB < Cij = ailblj + CLinQj 4+ 4 CLz‘pbpj = Z aikbkj.
k=1

Remarque 1.0.1 Pour effectuer le produit de A par B, il faut que le nombre de colonnes

de A soit égal au nombre de lignes de B.
Propriétés:
1. Le produit matriciel n’est pas, en général, commutatif: AB # BA.
2. Le produit matriciel est associatif: A (BC) = (AB)C
3. Le produit matriciel est distributif par rapport a ’addition:

AB+C) = AC+ BC, ( A prémultiplie (B+C) )
(B+C)A = BA+CA, ( Apostmultiplie (B+C) )
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4. Le produit matriciel est nul si 'une des matrices est nulle

(A=00uB=0)=—= AB =0,

mais AB = 0 n’implique pas ( A=00ou B=0).
5. L’égalité AB = AC' n’implique pas B = C.

Exemple 1.0.7 On donne les matrices
1 2
A= ; et B=
3 4 —4 5 —6

BA n’existe pas car le nombre de colonnes de A est différent du nombre de lignes de

B.

Transposition d’une matrice

Définition 1.0.14 On appelle transposée d’une matrice A de type (n,m) et de terme
général a;j, la matrice notée A* obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de méme
indice © de A:

A= (a;;) <= A" = (ay)

Propriétés:
1. (AY' = A.
2. (@A) = At

3. (A+B) = A 4 B,

4. (AB)' = Bt A,
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1.0.3 Déterminant d’une matrice

Définition 1.0.15 Soit la matrice carrée A € M, (k). On appelle déterminant de la

matrice A, d’ordre n, le tableau carré contenant les éléments de la matrice limité par deux

traits verticauzx.

a/].]. “ .. a].] PR a/ln
Al =det(4) = | @y - ay - ai
a/nl DY an] .« . a”)"LTL
Exemple 1.0.8 1. n=2
@11 a2
|Ag| =
Q21 A22

11 Aiz2 13

!A?,’: Q21 Q22 (23

31 Aaz2 as3

Définition 1.0.16 On appelle mineur |M;;| de l’élément a;; du déterminant d’ordre n,

le déterminant d’ordre (n — 1) obtenu en supprimant la iéme ligne et la jéme colonne de
|Al.

aix; a2
Exemple 1.0.9 1. n= 2, |A2| = s |M11| = a922, |M12| = A2]y «---
ag21 A22
ailz a2 Aais
2. n=3, |A3| = | 21 Q22 Q23
az1 asz Gaz3
Q22 Q23 Q21 A23
| M| = = (99033 — A23032, |Mia] = = 1033 — (23031, ..
a3z Q33 a31 ass
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Définition 1.0.17 On appelle cofacteur A;; de l’élément a;j, le mineur |M;;| affecté du

signe + ou — swivant la relation:
Aij = (=1)" [ My]

11 a2

Exemple 1.0.10 1. n =2, |A)] = C AL = (=DM | = ag,
a21 A22
|Asg| = (=1)""? |M2| = —azi, ...
ailz a2 Aais
2.n=3, |[A3] =| ag axn as
a31 32 a3s3
Q22 A23
|A11| = (‘1)1+1 |M11| = = (22033 — (23032,
a3z a3z
Q21 Q23
|A12’ = (—1)1+2 \Muf = - = - (a21a33 - a23a31) .
a31 Aass

Meéthodes de calcul des déterminants

La valeur d’un déterminant |A| d’ordre n est donnée par un développement suivant:

une ligne Z . |A’ = Z CL”A” = ailAil + aigAig + B amAm
j=1
ou

une colonne ] . |A| = Z CLiinj = alelj + anggj + -+ anjAnj
i=1

a; a
Exemple 1.0.11 pour n = 2, Soit la matrice d’ordre 2 , A = s

Q21 Q22
Si on effectue un développement suivant la 1ére ligne, nous avons:

11 a2
|A] = = a11Aq1 + a1
Q21 A22

= an (=)™ [My] + arp (-1)7 | My,

= Q11022 — Q12021
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Exemple 1.0.12

-2 3
Soit la matrice d’ordre 2 , A =
-1 4
-2 3
’A| - - —2A11 —|— 3A12
-1 4

=2 (=1)" My | + 3 (1)1 [ My

= —8-3(-1)=-5
a1 Qiz2 a3
Exemple 1.0.13 pour n = 3, Soit la matrice d’ordre 3 , A= | ay a9 ass
as1 az2 Gs3

Un développement suivant la 2éme colonne, par exemple, conduit d

ai

|A]

a31

Exemple 1.0.14 Soit la matrice A =

21

—ai2

Q12 Q13

Qo Qo3 | = 12012 + 22099 + 3239

a3z 433

12 (—1)7? [ Mua| + age (—1)*7% | M| + ags (—1)**2 | M,

23 a11 aii

+ 9292
a33

ag1 a3 ais

— a32

a31 a3; Aass Q21 A23

—a12 (CL216L33 - a23a31) + ag9 (a11a33 - a13a31) — a3z (CL11CL23 - CL13G21)

1 -2 4
3 5 -1
2 -6 -3

Un développement suivant la 2éme colonne, par exemple, conduit a

|A]

1 -2 4
= 13 5 —1|=—-2A15+5A0 —06A3
2 —6 -3
= —2(=1)"?| M| + 5 (=1)**? | Mas| — 6 (—1)*"? | M|
3 —1 1 4 1 4
= 2 +5 +6
2 -3 2 -3 3 —1

2(—9+2)+5(—3—8) +6(—1—12) = —147

10



1. Analyse matricielle

Remarque 1.0.2 Pour n > 4: Un calcul semblable au précédent aménera des mineurs
d’ordre 3. Le calcul d’un déterminant est d’autant plus long que lordre de la matrice A
est élevé.

Les propriétés des déterminants vont nous permettre de faire apparaitre le plus de zéros

sur une ligne ou une colonne et ainsi réduire les calculs.

Propriétés d’un déterminant

Proposition 1.0.1 Cas particulier : Matrices diagonale et triangulaire
Le déterminant d’une matrice diagonale ou triangulaire (supérieure ou inférieure) est

égal au produit des termes de la diagonale principale.

Proposition 1.0.2 Si tous les éléments d’une ligne (ou colonne) d’un déterminant |A|

sont nuls alors |A| = 0.

Proposition 1.0.3 Si deuz lignes (ou deux colonnes) d’un déterminant |A| sont propor-

tionnelles (ou identiques) alors |A| = 0.

Proposition 1.0.4 Si l'on permute les lignes et les colonnes d’un déterminant, la valeur

reste inchangée |A'| = | A|.

Proposition 1.0.5 Si l'on permute deux lignes (ou deux colonnes) d’un déterminant, le

signe du déterminant est changé.

Proposition 1.0.6 Si chaque élément d’une ligne (ou colonne) est multiplié par un scalaire

A, le déterminant est multiplié par .

Proposition 1.0.7 Si chaque élément d’une ligne (ou colonne) d’un déterminant peut se
représenter par la somme de deux ou plusieurs nombres, le déterminant peut s’exprimer

en fonction de la somme de deux ou plusieurs déterminants.

Proposition 1.0.8 Si auz éléments d’une ligne (ou colonne) on ajoute k fois les éléments

correspondants d’une autre ligne (ou colonne), la valeur du déterminant reste inchangée.

11
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Proposition 1.0.9 Si A et B sont deuxr matrices carrées d’ordre n, alors: |AB| =
[Al[B| = | B[ A].
Cas particuliers : B = A™1

1
[AB| = [AA7 | = |I] <= |A||[A}| =1 = [A7}| = o

12
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