Chapitre 2

Fonctions mesurables

Soit X, Y deux ensembles non vides, A une tribu sur X, B une tribu sur Y, et f : X — Y une
application.

2.1 Image réciproque d’une tribu

Définition 2.1. Soit G une partie de P(X). L’image réciproque de G par Uapplication f est l’ensemble
suvant :

UG ={AeP(X),3BeG: A= {7 (B).

Proposition 2.1. [15] Soit B une tribu sur Y. Alors, A= f~*(R), est une tribu sur X, dite la tribu
de l’image réciproque de B par Uapplication f.

Proposition 2.2. [15] Si By, By sont deuz tribus sur'Y tellcs que By C By. Alors, f~1(By) C f~4(B2).
Exemple 2.1. [15] Soit A C X,i l'injection cavonique de A dans X, et soit A une tribu sur X. On a
iH(A)=BeP(A):i(B)eA=BecP(A),3Cc A: B=ANC.

On appelle i~1(A) la trace de la tribu A sur A

Théoréme 2.1. [15] Soit C € P(Y), et soit A(C) la tribu engendrée par C. Alors, f~1(A(C)) est la
tribu engendrée par f~1(C).

2.2 Fonctions mesurables

Définition 2.2. On dit que f : (X, A) — (Y, B) est mesurable si et seulement si f~1(B) C A.
On désigne par M((X,A), (Y,B)) l’ensemble des applications mesurables de (X,.A) dansY,B).

Remarque 2.1. Dans la théorie de probabilité, une application mesurable est appelée variable aléatoire.
Exemple 2.2. [)]
1. Toute application de (X, P(X)) dans (X,P(X)) est mesurable.

2. L’identité de (X, A) dans (X, A’) est mesurable si et seulement si A" C A.
Proposition 2.3. [12] La fonction constante de (X, A) dans (R, Bgr) est une fonction mesurable.

Proposition 2.4. [5, 6, 13, 14, 15, 16, 17 La composition de deuz applications mesurables est une
application mesurable.

Théoréme 2.2. [4, 5, 6, 15 Soit D une partie de P(X), qui engendre B. Alors, f est mesurable si
et seulement si f~1(D) C A.

Définition 2.3. On munit (X, A) d’une mesure positive u. On dit que deuz fonctions f et g de (X, .A)
dans (Y, B) sont u— équivalentes si f = g presque par tout, et on écrit f = g(mod ) ou f = gu — ppt

Théoréme 2.3. [14, 16] Si i est une mesure compléte, alors la fonction p— équivalante d’une fonction
mesurable est une fonction mesurable.
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2.3 Espaces toplogiques et mesurabilité
Définition 2.4. Soit (X, 7) un espace topologique séparé.

i) On dit que (X, T) est séparable, ou satisfait au premier axiome de dénombrabilité s’il existe une
partie D de X, dénombrable et partout dense dans (X, T).

ii) On dit que (X, T) est satisfait au deuziéme axiome de dénombrabilité s’il existe une base d’ouverts,
dénombrable de (X, ).

Remarque 2.2. Toute espace metrique satisfait au premier axiome de dénombrabilité, est satisfait
au deuzieme axiome de dénombrabilité.

Proposition 2.5. [15] On muniY d’une topologie o de sorte que (Y, o) satisfait au deuxiéme axiome
de dénombrabilité, et soit {H,}">! une base des ouverts de (Y, o). Alors, f : (X, A) — (Y,By,) est
mesurable si et seulement si :

Vn e N*: f~1(H,) € A.

Proposition 2.6. [5, 13, 14, 15] On muni X et Y de topologies T et o. Alors, toute application
continue de (X, 7) dans (Y, o) est mesurable de (X,B,(X)) dans (Y,Bs(Y))

On désigne par £(X,.A) Pensemble des applications mesurables de (X,.A) dans (R, B(R)).

Théoréme 2.4. [/, 5, 12, 14, 16, 17] Soit f une application de (X, A) dans (R,B(R)). Alors : les
assertions suivantes sont équivalentes :

~

. feL(X,A),

2.VaeR: f1([-o0,a]) € A
3 ,al) € A
4. VYaeR: f~1(Ja,+0]) € A,
5 )e A

L(—o0
. VaeR: f1([-o0
t
. VaeR: f~Y([a, +o0]

Corollaire 2.1. [14] La fonction indicatrice d’une partie mesurable est une partie mesurable.

Proposition 2.7. [4, 5, 6, 14, 15, 16, 17 Soit f,g deux applications dans L(X,A), et soit c € R.
Alors :

~

cfel(X,A).

2. |f| € L(X, A).

3. Af > ghAf 2 ghAf =g} € L(X, A).
4. (f+9), f.9 € L(X,A).

1
5. Si g ne s’annule jamais sur X, alors —, / € L(X,A).
g9 g

S

max{f, g}, min{f, g} € L(X, A)

Ifl+ f
2

Corollaire 2.2. Si f est une fonction mesurable, alors les fonctions f+ =

fl1=f
2

= Sup{f,O},fﬁ =

= sup{—f,0} sont des fonctions mesurables.
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2.4 Convergences

On munit (X,.A) d’une mesure positive p, et soit {f,} une suite des fonctions de (X, A, 1) dans
(R, Bgr, A). Notons par d(a, A) la distance usuelle entre a € R et 'ensemble A C R

Définition 2.5. On dit que la suite {f,} converge u — ppt simplement , s’il existe N C X, u— telle
que fn converge simplement vers f dans N.

Théoréme 2.5. [14, 15, 16] Supposons que la suite {f,} est une suite des fonctions mesurables,
converge u — ppt simplement vers une fonction f. Alors f est une fonction mesurable.

Définition 2.6. On dit que la suite { f,} converge p—ppt uniformément, s’il existe N C X, négligeable
telle que f, converge uniformément vers f dans N€.

Remarque 2.3. [l est clair que toute suite converge p — ppt uniformément est converge p — ppt
simplemément.

Théoréme 2.6. [4, 5, 6, 11, 15] Soit {f,} unes suite des fonctions mesurables de (X, A) dans
(R, Br), alors sup fp,inf f,,lim f,, lim f, sont des fonctions mesurables.

Définition 2.7. On dit que la suite {f,} est convergente par la mesure u, et on écrit f, 2 fosiet
seulement si

Ve>0: lim p({re X :|fulx)— f(x)]>e})=0
n—+oo
Théoréme 2.7. [Lebesgue|[14, 16] Supposons que la suite { fn} est une suite des fonctions mesurables,
finis, converge simplement . — ppt vers une fonction f. Alors f» LN f-
Remarque 2.4. [1/] La réciproque du théoréme précédant est faur.

Théoréme 2.8. [Riesz|[14] Supposons que la suite { f | est une suite des fonctions mesurables, finis,
converge par mesure (i vers une fonction f. Alors, on peut extraire une sous-suite {f,m)} converge
simplement p — ppt vers f.

Définition 2.8. On dit que la suite {f,} converge vers f presque uniformément (et on écrit f, —
fu—pau.) si pour tout € > 0, il existe une partie mesurable Ac telle que p(Ae) < e, et {fn} converge
uniformément vers f sur AS.

Théoréme 2.9. [Egorov|[4, 14, 16] Supposons que la suite {f,} est une suite des fonctions converge
simplement p — ppt vers f. Alors, {fn} converge vers f presque uniformément.

La figure ci-dessu est extraire de [4]

convergence uniforme ——— convergence simple ————  convergence (t—PPt

(*] |si p(X)< o0

convergence [L— p.u. convergence

€11 Iesure

A

(*) : pour une suite extraite
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2.5 Fonctions simples (étagées)

Définition 2.9. On dit qu’une fonction f de (X, A,un) dans (R,Bgr,\) différents est une fonction
simple (étagée) si l'ensemble f(X) est une ensemble fini.

Exemple 2.3. [14] La fonction indicatrice est une fonction simple.

Proposition 2.8. [14] Soit f une fonction simple. Alors, il existe une suite fini {A;}_, des parties
n

de X, et une suite fini {c;}}, des nombres réels telle que f = ZCiXAi'

1=1

n
Théoréme 2.10. [13, 14, 15, 16] Soit f une fonction simple, écrit sous la forme f = ZCiXAi-

i=1
Alors, [ est mesurable sie et seulement si A; sont tous mesurables.

Théoréme 2.11. [14] Soit f : X — R une fonction mesurable. Alors, il existe une suite {f,} des
fonctions simples, mesurables, converge simplement vers f.

Théoréme 2.12. [4, 6, 13, 15] Soit f : X — R. Il existe une suite des fonctions simples {f,}, écrit

kn,
sous la forme f,(x) = ZC"viXAn,i (x), ou {An;} sont deux a deux adjoints. De plus :
i=1

1. Si f est mesurable, alors f, sont mesurables.
2. Si [ est positive, alors {fn} est croissante et on a : 0 < fp(x) < f(z),Vn, V.
3. Si f est bornée, alors {f,} est converge uniformén:ent vers f.

Théoréme 2.13. [Lusin|[14, 16] Soit A C R une vartie mesurable, et soit f une fonction de A dans
R, mesurable et bornée ppt. Alors, pour tout € > 0, il existe une fermée F, C X telle que la restriction
de f sur F; est continue, et on a : \(Ff) < <.
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