1 Relations binaires et leurs propriétés

Définition 1.1

Une relation binaire sur un ensemble F est une partie R de E x E. Si un
couple (z,y) est dans R, on note souvent zRy.
Définition 1.2

Les relations étants des parties de E x E, on définit de maniére usuelle le
complémentaire ](R), la réunion R U Ry et intersection Ry NR4 de relations
R1 et Ro. On a:

o (z,y) € R1 URs si, et seulement si 2Ry ou zRay.

o (z,y) € R1 NRy si, et seulement si 2Ry et xRay.

o 2](R)y si, et seulement si (z,y) ¢ R.

e On dit que Ry implique R» (ce qui revient au méme de dire que R2 contient
R1) si, et seulement si Ry C Ro, c’est-a-dire si, et seulement si pour tout z et
yde E, 2R1y = zRoy.

Définition 1.3

La composition des relations sur E est 'opération sur P(E x E) définie par:

VR1,R2 € P(EXE),R1oR2 = {(z,2) e EX E:3y € E,(z,y) € Ra, (y,2) € R1}.

La composition des relations est associative et admet comme élément neutre
la relation identité R? = {(z,z) /x € E}. Autrement dit, (P(E x E), 0, R°) est
un monoide.

Définition 1.5

Une relation binaire R sur E est dite:

o Reéflexive si R? C R, c’est-a-dire xRz pour tout z € F.

o Antiréflexive si on a RO N R = 0, c’est-a-dire il n’existe pas un élément
r € F qui vérifie xRx.

e Symétrique si on a R™! C R, c’est-a-dire yRz dés que zRy.

e Antisymétrique si RNR™! = RY, c’est-a-dire si 2Ry et yRax, alors = = y.

e Transitive si on a R o R C R, c’est-a-dire si 2Ry et yRz, alors zRz.

Un ordre sur un ensemble E est une relation binaire réflexive, antisymétrique
et transitive. Un ordre strict est une relation binaire antiréflexive et transitive.
Un préordre est une relation binaire réflexive et transitive. Une équivalence est
une relation binaire sur E qui est réflexive, symétrique et transitive.

Un ordre < sur un ensemble F est total si il vérifie la propriété suivante: Vz,y €
E:z <youy <z A une relation d’ordre <, on associe la relation d’ordre
stricte < définie par: x < y<=x <yet z #y.

Définition 1.6

Soient £ un ensemble non vide et p une propriété des relations vérifiée par
E x E. Sil'intersection de toute famille de relations vérifiant P est une relation
qui vérifie P, alors il existe pour toute relation R une plus petite relation véri-
fiant P et contenant R. On 'appelle la P-fermeture de R. C’est le cas pour les
propriétés de réflexivité, de symétrie, de transitivité et toutes les combinaisons
de ces propriétés.

Notations 1.7
Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. On dénote par :
e I/ x E la relation pleine.



o RO lidentité sur E.
e R™ la n-iéme composition de R, R" = RoR" 1 =R LoR, pour n > 0.
e R" la fermeture réflexive de R.
e R~! linverse de R.
e R* la fermeture symétrique de R.
e Rt ou R? la fermeture transitive de R.
e R* ou R la fermeture réflexive et transitive de R.
e R" la fermeture réflexive, transitive et symétrique de R.
Proposition 1.8
Soit p une propriété des relations vérifiéé par E x E.
Soit R une relation binaire sur un ensemble E et soit P une propriété qui

peut étre vérifiée par R ou non. On cherche s’il existe une relation R possédant
la propriété P avec R contient R. On demande de plus que R soit minimale,

A
c’est-a-dire que s’il existe une autre relation R possédant la propriété P on doit
avoir:

~ A
RCRCR,

En d’autres mots, la relation R est la plus petite relation, au sens de
I'inclusion, contenant R et possédant la propriété P.

e Par exemple, si la propriété P est la réflexivité, la symétrie ou la transi-
tivité, La relation triviale E x E posséde la propriété P et impliquée par toute

A
relation R. D’autre part, pour toute famille de relations R de E x E vérifiant la

A
propriété P, on a bien la relation ﬂ R vérifie aussi cette propriété. Il en résulte
que:

~ A
R= (] R
A
RCR
A
R vérifie P

est la plus petite relation binaire contenat R est possédant la propriété P.
On a les formules suivantes :

e Si P est la réflexivité, alors 7N2 =R"'=RUR’

e Si P est la symétrie, alors R = R* =RUR™!
+oo
e Si P est la transitivité, alors R = Rt= U R"

n=1
Théoréme 1.9
Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. Il existe une unique
relation d’équivalence R telle que:
1. RCR.



A A ~ A ~
2. Si R est une relation d’équivalence vérifiant R C R C R, alors R = R.
3. Cette relation est définie par une des formules suivantes:

~ A +oo “+o0
R = N R =R L_JI(RUR*)”) = L_JI(RUR*URO)".

A
RCR

A
R relation d’équivalence

Proposition 1.10

Soit R une relation binaire définie sur un ensemble F. On a

° (RT')S — (RS)T’.

° (Rr)t — (Rt)r.

° (Rt)s g (Rs)t'
Proposition 1.11

Une relation d’équivalence R sur un ensemble E peut étre définie aussi de
plusieurs maniéres:

1. Par la donnée d’un partition P de E:

TRy <= 3JX c€Ptelque: € X et ye X.

2. Par la donnée d’une application f de E dans un ensemble quelconque F':

aRy < f(x) = f(y).

3. Par la donnée d’une application h de EX E dans 'ensemble U = {z € C : |z| = 1}
vérifiant la condition:

V(2,y,2) € E® h(z,y)h(y, 2) = h(z, 2).
en posant,

2Ry <> h(z,y) = 1.

2 Monoide

Définition 2.1
Un monoide est un ensemble muni d’une loi interne, i.e. d’une application
-+ M x M — M , qui satisfait aux conditions suivantes:
» L’opération A est associative: Vz,y,z€ M : (z-y)-z=x - (y- 2).
» Il existe un neutre (unique) 1py € M telque Ve € M :x-1p = 1p -2 = .
Un élément m' € M est dit le symétique de 1’élement m € M si m-m' =
m -m= 1.
Remarque 2.2
Un Monoide (M, -, 157) qui est tel que tout élément de M posséde un symétrique
est un groupe.
Définitions 2.3



e Soit un monoide (M, -, 1,7). Un sous monoide de (M, -, 1) est un triplet
(M,, . 1/1\/1) tel que:

» M C M.

> 1y = 19»[.

> Vm,m/ eM :m-meM.

e Soit I est un ensemble d’indices et si Vi € I, (M;, -, 15s) est un sous monoide
de (M,-, 1), alors (N;erM;, -, 1ar) est un sous monoide de (M, -, 1a).

e Soit Y une partie d'un monoide M. On appelle sous monoide engendré
par Y, le plus petit sous monoide de (M, -, 1) contenant Y, on le note Y*.
D’apres ce qui précede Y* est U'intersection de tous les monoides de (M, A, e)
qui contiennent Y.

Définitions 2.4

Soit (M, -, 1p7) un monoide , une congruence sur (M, -, 15s) est une relation

d’équivalence = stable par multiplication a droite et a gauche, c’est-a-dire:

Ve,y,2e M :x=y=>zx-2=y-zetz-x=2-y

Définition 2.5

Soit M un monoide et = une congruence défine sur M. Le quotient M/ =
est le monoide des classes de congruence de M pour la relation =. La loi de
composition de M/ = est définie de la maniére suivante: T *y7/= U = U *37 0.

La projection naturelle (la surjection canonique) de M dans M/ = est noté
P.
Définition 2.6

Soit = une congruence sur un monoide M.

Une partie X de M est dite saturée par =si Ve € X : 7 C X.



