0.1 Quelques applications

1. Calcul de puissances de A :

Pour calculer une puissance élevée d’un endomorphisme ou d’une matrice,
on peut utiliser une diagonalisation :

D=P'AP= A= PDP ! =

A" = pp"p~!
Exemple.
. 5 -3
Soit A = ( 6 —6 > = Mg (f)
trouver A™

polynome caracteristique : P(A) = (5 — A)(—6 — A)

)\1 = —4,m1 =1

N = 3 =1 il y a deux
2 = s 1102 —

Valeurs propres : P(A) =0 = {
valeurs propres simples.

Vecteurs propres (Espaces propres) :

1
E(M)=E(—4)=<wv; >ouwv = (3) et dimE(\) =1

E() = B(3) =< 13 > olt vy — <3{2> ot dim E()p) = 1.
P = (103) = ( ;2 )
P A= (3 5)
o= (3 )= (3 (5 2) (3 %) -
= A= PDf;*l = A" :nPD"P*1 ==
(D (2@ 4
(—4)”n 32“ =2/7 37\ _
A O
(N TR A

o= Nl

_2 (,4)" + l3n+2 3 (74)774 _ l3n+1 )
Donc A™ = 7 n  6on 7 n T9om
(il



2. Systémes différentiels linéaires du premier ordre.
Il s’agit de trouver I’ensemble des fonctions dérivables

T1,%2,...,T, : R — R telle que :

(1) z1(t)
zé(t) a1y ... AipnTnp ai; ... Qin $2(t)
/: GniT1 ... QGpnTn Gni o Gpn :
2, (1) zn(t)
Le systéme se présente sous la forme X' = AX
z1(t) 2y (t)
a(t) z5(t)
avec X = . VX = ) et A= (aij)i<i<n
: . 1<jsn
Ty () 5, (1)

on peut utiliser une diagonalisation : D = P7'AP = A = PDP ! le
systéme s’écrit donc X’ = AX = PDP1X,
soit P~'X’ = DP~'X. En posant Y = P~'X, on obtient ’¢quation

Y1 (t)
) Ya(t)
Y’ = DY. Sion pose Y = ) ,
Yn(t)
I’équation Y’ = DY équivaut au systéme
y1(t) yi(t) Ay (t)
yla(t) Ao 0 y2() A2ya(t)
: 0 o A : :
Yn(t) Yn(t) AnYn(t)

équivaut au systéme :
Y1 (t) = My (t)
y’:L (t) = An¥n (t)

On en déduit
Y1 (t) = Cle)‘l

Yn(t) = Cpetn

Pour trouver les fonctions x1, o, ..., T,, il suffit de calculer X = PY.

Example 1
Résoudre le systéme différentiel :



) = x1 + 229 — 33
(IS b =1+ 4xe — bxs
xh = 229 — 213
(I) = X'=AX

x1 x} 1 2 -3 0 00
X=|aw|, x' =2, A=(1 4 5|, D=0 1 0
x3 xh 0 2 -2 0 0 2
0 0 O
A est diagonalisable : D = [0 1 0| = P AP et P = (vivov3) =
0 0 2

==
N W
— N

A=PDpP!

X' = AX = PDP'X, on pose Y = P71X =
Y/ =P 'X'= P 'PDY =

Yy 0 0 0\ [fm Y1 =0 y1=c1
| =10 1 0] [v2] =3 vo=92 =4 v2=coe
Y3 0 0 2/ \ys Y3 = 2y3 ys = cze?
X1 1 1 1 C1
de (1) : X=PY = [z =1 3 2 cel | =
3 1 21 cge?t

1 = ¢1 + coet + cze?t

o = ¢1 + 3caet + 2¢3e?
T3 = 1 + 2coet + cge®t

0.2 Reésoudre un systéme récurrent

Il s’agit de trouver ’ensemble des suites x,,, Yy, ... telle que :
Tn Un,

Xpy1 = AX, , X = Un | = | Un

Résoudre le systéme récurrent : X, 1 = AX,
Premiére méthode : on utilise une diagonalisation
Tn+1 = T + Qyn - Szn
(I)$ Yn+1 = Tp +4yn — d2p T, Yn €t 2, sont des suites
Zn41 = 2yn — 22z,

Tn anrl

(I) & X1 = AX,, avec X;, = |yn | , Xong1 = | Yns1 | et A =
Zn Zn+1

1 2 -3

1 4 -5

0 2 -2



A est diagonalisable : D =

o OO
o = O
N OO

1 11
P = ('1)1’1)2’03) = 1 3 2
1 21

D=P AP =|A=PDP!

X,.1 = PDP X,
On pose Y, = P1X,, :»] X, = PY,...(1) \

U
Ypi1 = P~1X, 41 = P"1PDY, :] Y11 = DY, ...(2) \ avec Y, = [ v,
W,
De (2) :
Up11 0 0O Up,
Unt1 | =10 1 0 Un
Wp41 0 0 2 Wy,
Upt1 = 0 Uy = 0
= Up+1 = (1 = UVp = Vo = (e}
Wpt1 = 2wy, w, = we2" = 2"
De (1) :
T 1 11 0
X, =PY,= |y, | =1 3 2 «
Zn 1 2 1 B2
Tp = a4+ [2"
= Yn = 3o+ [27
Zn = 200 + 527
Deuxiéme méthode : on utilise A™
X, = AX,_1
Xno1 = AXn72
: X, = A7y
X, =  AXy
X1 = AX()
Tn aq
Yn = An Q2
Exemple.

Résoudre le systéme récurrent :
T =bx, — 3y
I n+1 n n
( ) { Ynt+1 = 6xn - Gyn
()<= Xp,+1 = AX, = X, =A"X, =

( Tn, ) _ ( —%6(_4)"n+ %§n+2 %9(_4)nn_ %§n+1 ) ( a: )



o+ [2(-4)" — l3”"‘1] g
(e

0.3 Exponentielle d’'une matrice

n 2 3 n

X X X X
Onaemzzﬁ:1+x+?+§+...+g+...

A? Ar
eA:In+A+7++F+

0.4 Matrice nilpotente

Im / Am=0et Am"1£0
m est 'indice de nilpotence
Si A est nilpotente d’indice m, alors

P A2 Amfl
e —In+A+7++m
Example 2
01 -1
A=10 0 1
0 0 O
0 1 -1 0 1 -1 0 0 1
A2=(0 0 1 |x|0 0 1 ]=[0 00
0 0 O 0 0 O 0 0 O
0 0 1 01 -1 0 0O
A3 =A2xA=[0 0 O|x|0 0 1 ]=[|0 0 0Of-=
0 0 O 0 0 O 0 0 0
donc
A3 =0
i.e. A est nilpotente d’indice 3.
calcul de e? - )
eA:I?)“v‘A“r?
1 00 01 -1 1 0 0 1
=0 1 O)J+10 O 1 ]+=(0 0 O
00 1 00 0/ 2\0 0 0
11 -1/2
er=(0 1 1
0 0 1

03



Deuxiéme méthode (systéme diffirentiel) :
On utilise la formule exponentielle

X' = dx =AX =
dt
X = Xyett
Cy
Cs
ou XO = .
Cn
Example 3
Résoudre le systéme différentiel :
xf = xp—ux3
(I = = a3
xh = 0
0 1 -1 X1
(I)<=X'"=AX 00 A=[0 0 1 |etX=[z2]|=X=Xpe"
00 O x3

0 —t 2
ortA=10 t):>etA:1'3+tA+(tA) =
2
0 0
1 00 0 t —t 0 0 t?/2
01 0J]+10 O ¢t ]+10 0 O =
0 0 1 0 0 O 00 O
1t —t+t2)2
0 1 t
0 0 1
Ty 1t —t+t2/2\ [Cy
donc |z =0 1 t Csy
T3 0 0 1 Cs
r1 =c1 + cot +c3 (—t+t2/2)
finalement To = g + c3t
T3 =C3
Remark 4
Si A est diagonalisable, A1, Aa, ..., N\, lesvaleurs propres, vy, va, ..., v, les
vecteurs propres, alors
X' =AX =

X = clvle/\lt + 021126)\2t + ...+ cnvneA"t



Example 5

1 2 -3 00 0
A=|[1 4 =5] ., D=0 1 0
02 -2 00 2

1 1 1
P = (U11}2U3) = 1 3 2
1 2 1
X'= AX = X = ciureM?t + covge2t + cquzest
1 1 1
X=c1 |1]e%+ecy|3]et+es|2]e*
1 2 1
1 c1 + coet + cge?t x1 = ¢+ coel +cze?t
T | = c1+3caet +2c3e?t | =& x5 = ¢ + 3caet + 2c3e?t
T3 c1 + 2cqet + cge®t T3 = 1+ 2c0et + c3e?t
Example 6

Résudre un probléme qui contient une suite récurente linéaire (Uy,).
Un+2 - Un+1 + Un
On pose Up 41 =V,

D I = -
one ){ Vier = Ups1 +U, (Vn+1> <1 1) <U"+1)



