1 Trigonalisation

Que faire quand on ne peut diagonaliser un endomorphisme f 7

Une réduction qui parait intéressante est la réduction a la forme triangu-
laire.

Si cette réduction est posible, notons A’ = (a;;) la matrice triangulaire
représentant f.

Le polyndme caractéristique de f est P(\) = det(A" — A\I) = (a1 —
A) (@ — A).

Il est donc scindé. Nous allons montrer que cette condition nécessaire
pour pouvoir trianguler est également suffisante.

Remarquons avant que les problémes de réduction & des formes trian-
gulaires supérieures et inférieures sont équivalents : si on a trouvé une
base (v1,...,v,) par rapport a laquelle la matrice de f est triangulaire
supérieure, alors la matrice de f est triangulaire inférieure par rapport a
la base (vp,...,v1).

Proposition 1

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E — FE un
endomorphisme de E. On suppose que le polynéme caractéristique de f est
scindé dans K [N]. Alors [ est triangularisable.
En particullier, si K = C, tout endomorphisme de E est triangularisable.

Proof.

Raisonnons par récurrence sur la dimension de F.

le résultat est vrai pour les espaces de dimension 1.

Supposons-le vrai pour les espaces de dimension < n — 1 et soit F de
dimension n.

Soit p(A) = (A=A )A=X2)...(A—=A,) dans k[A]. m

Les valeurs propres \; ne sont pas nécéssairement distinctes. Notons
viun vecteur propre associé a .

D’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe une base B’ de E de
la forme B' = (v1, ez, e3,...¢€,).

Par rapport a cette base, la matrice de f est de la forme :



Al a2 a3z ... Qi
0 Qo2 Q23 ... Q2p

A= Mg(f)=| 0

0 an2 ... PR ann
La famille By = (ea, ..., e,) est une base du sous-espace F' = Vect (By) =<
€1,...,e, > de E.
Notons ¢g I’endomorphisme défini par :
g :F — F
z = g(x)
a2 ... Qin
A=
Ap2 ... Qpp
Comme PA/()\) = det(A’ — /\]n—l) = (/\1 — /\) X det(A — /\]n—l) = (/\1 —
A) X Pa(N)
et P(\) est sciendé et comme dim F' = n — 1, il existe une base By =
(vg,...,v,) de F telle que Mpg,(g) soit triangulaire supérieure. Si on pose
B = (v1,v2,...,0,), Mg/(f) est triangulaire supérieure.
)\1 a2 ... ... ... Q1n
0 agy ... el Qon
Mgp(f)=10 :
0 a’nn
Remark 2

1. Si A est trigonalisable, la matrice T = Mg (f) a sur la diagonale les
valeurs propres de A

At
T — Lo
0 An
2. Toute matrice A € M,,(C), est trigonalisable.

3. tr(A)=)_N , det(4) =[]\
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Example 3

1 2 -3
Soit A= |2 5 —7
13 —4
I—x 2 —3
P\ =det(A—A3)=| 2 B5-X -7 |=-A\—1)?
1 1 3 —4—2)

- )\1:0,'77’1,1:].
p<)\)_0:>{ )\2:1,'7’712:2

E(\) =E(0) =<wv, > onv; = (1,1,1) [dim E(\)) = 1 = m,

E(X) =E(l) =<wvy > ou vy = (1,3,2) , et|dim E(X2) — 1 # my

Donc A n’est pas diagonalisable mais trigonalisable :

On choisit un vecteur complétant la famille libre (v1,v2) en une base,
par exemple le vecteur eq.

1 011
On prendvs=e;=| 0 car | 1 3 0|#0
0 1 20
vy = €1 +e2 +e3 (1)
Onad vo = e +3ey +2e3 ' (2)

V3 = €1
De2x (1) —(2) : 2v1 — vy = v3 — €3 = €9 = —2v1 + Vg + V3

De (1) : e3 = v; — vg — 203

€ = V3
e = —2U1+ v+ 3
es = 3u; — vy — 203
1 11 0 -2 1
P = 1 30 |,Pl=(ere0e3)=1]10 1 -1
1 20 1 1 -2

f(v1) =Avr =0, f(vg) = Xavg =g et f(vs) = f(e1) = e1+2ex+e3 =
vg + 2 (—2v1 + vy + v3) + 3v; — vy — 203 = —vy + vy + V3

0 0 —1
Finalement T = Mg (f)=(0 1 1 | = P'AP
00 1



2 Polynoémes annulateurs
Soit £ un K-espace vectoriel et R € K [)]
R\ =a\"+an N '+ o+ +a ) +ag
Si f € Endy(FE), on note R(f) I’endomorphisme de E définie par
R(f) = anf" + an 1 f" ' 4. +asf? +ar f' + apid
Ou bien
R(A) = a, A" + ap 1 A"+ L+ agA? + a A + aol,

Remark 4
On a P(f)oo(f)=¢(f)oP(f).

Definition 5
Soit f € Endy(E), un polynome R(\) € K [ est dit annulateur de f si

R(f)=0 ou R(A)=0

Theorem 6 de Cayley Hamzilton
Soit f € Endi(E) et P(\) le polynéme caractéristique de f, alors
P(f)=0 (ou P(A)=0).

Proof.
Supposons k = C dans ce cas [ est trigonalisable.
Soit B’ = (vy,vs, 03, ...,v,) une base de E telle que
)\1 12 QA13 ... Qip
)\2 23 ... Q9pn
T =Mp(f)=
0 An
P(X\) =det(T — \I,,)
On a

PO) = (= ) = A) - (e — )
P(f) = (\id — f) o (Asid— f)o ... o (Anid — f)
Ona: P(f)(vy) = (Mid—f) o(hgid—f) o... o(Mid— f)(v1)



(Mid — f) o(Xgid — f) o... o(Nyid— f)o (Aid — f)(v1) =0

-~

P(f)(v2) = (Agid — f)o... o (Anid — [f) o (Avid — f) o (Agid — f)(v2)
= (Agid— f)o...o(\id— f)o(Aid— f)o...o(Aid — f)(—avy) =0

(. /

~
=0
Et par récurrence on trouve :

Dot P(f) = 0
|

Remark 7
P(\) = det(A — \I,,) = det(A — \id)
P(f) = det (f — f) = 0

=

Example 8

4 1 -1
A=|-6 -1 2
6 1 1
P(\) =det(A —\3) = (2= A)(1 = A\)2 = -\ +4)\2 — 5\ +2
Comme det(A) = P(0) =2 #0
A est inversible.
D’apres le théoréme de Cayley Hamilton.

P(A) = 0= P(A) = — A% + 4A% — 5A 4 2[; = 0
Donc —A3 +4A% —5A = 21,

2
1
D’ou A_l = 5142 — 214 + glg

4 1 -1 4 1 -1 8 2 =3
CommeA?2 =AxA=|-6 -1 2 |x|-6 -1 2 |=|-4 -3 6

6 1 1

(8 2 -3 41 -1\ (100 —3/2 1 1/2
Al==(-4 -3 6|26 -1 2 ]+2{o10]=] 10 3 -1
2\ 4 2 1 6 1 1/ 2\o o0 1 10 -1 1
(-3 2 1)
at=cl20 6 -2

-20 -2 2



