
Chapitre 1 : Préliminaires et outils fondamentaux

Introduction
La théorie des nombres est l�une des plus anciennes et des plus belles

branches des mathématiques. Ses problèmes sont simples et claires en ce qui
concerne leurs formulation, mais ils pourraient avoir besoin de grands e¤orts
pour les résoudre. Dans ce sens, nous trouvons de nombreux problèmes qui
ont été soulevés depuis longtemps, et qui n�ont pas trouvé de solution jusqu�à
ce jour, nous en mentionnerons, ci-dessous, quelques-uns
1. (Conjecture de Goldbach) Est-ce que chaque entier pair supérieur à 2

est la somme des nombres premiers distincts?
2. (Problème de nombres premiers jumeaux) Y a-t-il une in�nité de

nombres premiers p tels que p+ 2 est également un nombre premier?
3. Conjecture de Dickson (1904).

Nous donnons ci-après quelques outils principaux et que l�on trouve d�habitude
au début de chaque cours de théorie des nombres

Théorème du bon order 1 (Théorème de Zermelo). Chaque sous-
ensemble non vide S de l�ensemble des entiers naturels N, a un plus petit
élément.

Exemple 1. Il n�y a pas d�entier dans l�intervalle]0; 1[.

Preuve. Supposons le contraire i.e.

S = fn 2 N j0 < n < 1g 6= ;.
Alors, d�après le théorème du bon order, S a un plus petit élément 0 < m.
D�où

0 < m2 < m < 1.

Ce qui signi�e que m2 2 S et m2 < m, mais ceci contredit le fait que m est
le plus petit élément de S.
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Exemple 2.
p
3 est irrationnel.

Preuve. Supposons que
p
3 = a

b
où a et b sont deux entiers positifs.

posons

A =
n
n
p
3 j n > 0 entier et n

p
3 > 0 entier

o
.

Alors A 6= ; (b 2 A). D�où, d�après le théorème du bon order, A possède
un plus petitt élément j. Alors j = k

p
3 > 0 entier, k > 0 entier. D�où

(j � k)
p
3 2 A car j � k est un entier positif et (j � k)

p
3 = 3k � k

p
3 est

aussi entier positif. D�autre part (j � k)
p
3 = 3k � k

p
3 < k

p
3 = j. Ceci

contredit le fait que j est le plus petit élément de A.

Théorème 2 (Principe des tiroirs de Dirichlet). Si m + 1 objets
sont rangés dans m tiroirs, alors il y aura au moins un tiroir qui contient
deux objets ou plus.

Exemple 1. Dans un groupe avec au moins 8 personnes, il doit y avoir
au moins deux personnes qui sont nées le même jour.
,
Exemple 2. Soit m > 1 et (xi)1�i�p une suite de nombres entiers con-

tenant au moins m+1 entiers i.e. (p � m+1). Alors il existe deux nombres
de cette suite dont la di¤érence est divisible par m.

Preuve. Par la division Euclidienne il existe, pour chaque 1 � i � p,
des entiers uniques qi et ri tels que xi = mqi + ri où 0 � ri < m. D�où on a
m+1 entiers ri qui appartiennent à l�ensemble �ni f0; 1; :::;m� 1g contenant
m éléments. Par conséquent, d�après le principe des tiroirs, il existent deux
entiers xi1 et xi2 pour lesquelles ri1 = ri2 . Alors dans ce cas

xi1 � xi2 = (mqi1 + ri1)� (mqi2 + ri2)
= m (qi1 � qi2) .

ce qui signi�e que m divise xi1 � xi2 .

Théorème 3 (Théorème d�approximation de Dirichlet). Si � est un
nombre réel et n est un entier positif, alors il existe des entiers p et q avec

1 � p � n tels que jp�� qj < 1

n
.
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Preuve. Considérons les n + 1 nombers f0�g ; f�g; f2�g; :::; fn�g qui sont
respectivement les parties fractionnaires des nombres j� où j = 0; 1; :::; n.
Alors, pour j = 0; 1; :::; n, on a fj�g 2 [0; 1[ car fj�g = j� � bj�c.
L�intervalle [0; 1[ peut être écrit selon la réunion disjointe suivante formée
par n intervalles

[0; 1[ = [
0�i�n�1

�
i

n
;
i+ 1

n

�
.

D�autre part on a n + 1 réels fj�g (j = 0; 1; :::; n) dans ces n intervalles.
D�où, par le principe des tiroirs, deux de ces réels sont dans le même in-
tervalle; notons les par fj1�g et fj2�g où on suppose que j2 < j1. Donc

jfj1�g � fj2�gj <
1

n
i.e. j(j1�� bj1�c)� (j2�� bj2�c)j <

1

n
. D�où

j(j1 � j2)�� (bj1�c � bj2�c)j <
1

n
.

La preuve est achevée en prenant p = j1 � j2 et q = bj1�c � bj2�c.

Théorème 4 (Premier principe de l�iduction mathématiques). Un
ensemble S d�entiers positifs qui contient l�entier 1 et qui a la propriété que
chaque fois qu�il contient un entier k il contient également k+1, doit contenir
tous les entiers positifs.

Théorème 5 (Deuxième principe de l�induction mathématique). Un
ensemble S d�entiers positifs qui contient l�entier 1 et qui a la propriété, que
pour tout entier positif n s�il contient tous les entiers positifs 1; 2; :::; n il con-
tient également l�entier n+ 1, doit contenir tous les entiers positifs.

Exemple 1. Montrer que pour tout entier positif n, on a

nX
j=1

(2j � 1) = 1 + 3 + :::+ (2n� 1) = n2.

Preuve. Pour n = 1, on a
1P
j=1

(2j � 1) = 1 = 12. Supposons que pour n � 1,
on a

nX
j=1

(2j � 1) = n2.
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Maintenant, en utilisant l�hypothèse de récurrence, on a

n+1P
j=1

(2j � 1) =
nP
j=1

(2j � 1) + (2 (n+ 1)� 1)

= n2 + 2 (n+ 1)� 1
= (n+ 1)2 .

Exemple 2. Soit la suite (an)n�1 dé�nie par la relation an = 3an�1� 2an�2,
où a1 = 3 et a2 = 5. Montrer par le deuxième principe d�induction mathé-
matiques que an = 1 + 2n, n � 1.

Preuve. On véri�e facilement que a1 = 3 et a2 = 5. Supposons que la
relation est véri�ée pour les entiers 1; 2; :::; n avec n � 2. Prouvons pour
n+ 1. Ona

an+1 = 3an � 2an�1 = 3 (1 + 2n)� 2 (1 + 2n�1)
= 1 + 3:2n � 2n
= 1 + 2n+1.

Théorème 6 (Inégalité des moyennes). Soit a1; a2; :::; an des nombres
réels, alors

(a1a2:::an)
1
n � a1 + a2 + :::+ an

n
.

avec égalité ssi a1 = a2 = ::: = an.

Théorème 7 (Cauchy-Schwarz). Soit a1; a2; :::; an; b1; b2; :::; bn des nom-
bres réels, alors  

nX
j=1

aibi

!2
�

nX
j=1

a2i :

nX
j=1

b2i .

Théorème binomial
Nous commençons d�abord par dé�nir le coe¢ cient binomial.

Dé�nition. Soit n � 0 un entier et k un entier satisfaisant 0 � k � n. Nous
dé�nissons

�
n
k

�
comme étant la quantité

n!

k! (n� k)! , lorsque 0 � n < k,
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�
n
k

�
= 0. Par convention 0! = 1.

Il est démontré que
�
n
k

�
est un entier.

Théorème 8 (Pascal�s Identity). Soient n and k des entiers positifs els
que n � k. Alors �

n
k

�
+

�
n

k � 1

�
=

�
n+ 1
k

�
.

Théorème 9 (Binôme de Newton). Soit a, b 2 R et n 2 N. Alors

(a+ b)n =
nX
j=0

�
n
j

�
an�jbj.

Preuve. Nous utilisons le principe de l�iduction mathématiques. Pour n = 1,
on a

(a+ b)1 =

�
1
0

�
a1b0 +

�
1
1

�
a0b1.

Comme
�
1
0

�
=

�
1
1

�
= 1, (a+ b)1 = a+ b. Ceci signi�e que le théorème

est vrai pour n = 1.
Supposons que le théorème est vrai pour un entier positif n. Démontrons

le théorème pour n+ 1.

(a+ b)n+1 = (a+ b)n (a+ b)

=

"
nP
j=0

�
n
j

�
an�jbj

#
(a+ b)

=
nP
j=0

�
n
j

�
an�j+1bj +

nP
j=0

�
n
j

�
an�jbj+1.

Nous modi�ons les deux dernières sommes comme suit

nX
j=0

�
n
j

�
an�j+1bj = an+1 +

nX
j=1

�
n
j

�
an�j+1bj

et
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nP
j=0

�
n
j

�
an�jbj+1 =

n�1P
j=0

�
n
j

�
an�jbj+1 + bn+1

=
nP
j=1

�
n

j � 1

�
an�j+1bj + bn+1.

D�où, nous trouvons

(a+ b)n+1 = an+1 +
nX
j=1

��
n
j

�
+

�
n

j � 1

��
an�j+1bj + bn+1.

Par l�identité de pascal on a
�
n
j

�
+

�
n

j � 1

�
=

�
n+ 1
j

�
. D�où

(a+ b)n+1 = an+1 +
nP
j=1

�
n+ 1
j

�
an�j+1bj + bn+1

=
n+1P
j=0

�
n+ 1
j

�
an�j+1bj.

Ainsi la preuve est terminée.
Théorème 10 (Principe d�inclusion-exclusion). Soit A un ensemble

contenant N éléments e soit p1, p2, ..., pr les propriétés di¤érentes qu�un élé-
ment de A peut posséder. Si n (pi1 ; pi2 ; :::; pik) désigne le nombre d�éléments
deA possédant toutes les propriétés pi1, pi2 , :::, pik , alors le nombre d�éléments
de A ne possédant aucune des r propriétés est :

N � (n (p1) + n (p2) + :::+ n (pr))+
[n (p1; p2) + n (p1; p3) + ::+ n (p1; pr) + n (p2; p3) + n (p2; p4) + ::+ n (p2; pr) + ::+ n (pr�1; pr)]

� [n (p1; p2; p3) + n (p1; p2; p4) + ::::::+ n (pr�2; pr�1; pr)]
+::::+ (�1)r n (p1; p2; :::; pr) .

Exemple. Parmi 20 étudiants, 10 étudient les mathématiques, 11 étudient la
physique et 4 étudient les deux. Combien y-a-t-il d�étudiants qui n�étudient
ni les mathématiques ni la physique?
Réponse. La formule à appliquer dans ce cas est N � (n (p1) + n (p2)) +
n (p1; p2). D�où le nombre demandé est 20� (11 + 10) + 4 = 3.
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Exercices

Exo 1. Démontrer que la formule
nP
j=1

(�1)j j2 = (�1)n
nP
j=1

j est valable pour

chaque entier positif n.
Exo 2. Montrer que a+ b est un facteur de a2n�1+ b2n�1 pour chaque entier
1 � n.
Exo 3. Supposons que parmi n points, 2 � n, dans un plan donné, aucune
combinaison de trois points n�est en ligne droite. Montrer que le nombre de

droites possibles passant par deux de ces points est
n (n� 1)

2
.

Exo 4. Montrer que tout entier 7 < n peut s�écrire comme une somme ne
contenant que les nombres 3 ou 5. Par exemple, 8 = 3 + 5, 9 = 3 + 3 + 3,
10 = 5 + 5.
Exo 5. Montrer que parmi 51 entiers positifs arbitraires, on peut en trouver
deux dont la di¤érence est divisible par 50.
Exo 6. Soient a, b et c trois entiers véri�ant a6 + 2b6 = 4c6. Montrer que
a = b = c = 0.
Exo 7. Montrer que si n est un entier positif, alors�

n
k

�
=

�
n

k + 1

�
() n = 2k + 1.

Exo 8. Montrer que�
r
r

�
+

�
r + 1
r

�
+ ::::+

�
n
r

�
=

�
n+ 1
r + 1

�
où n et r sont des entiers avec 1 � r � n.
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Exo 9. Montrer que si n est un entier positif, alors

a)
�
2n
0

�
+

�
2n
2

�
+

�
2n
4

�
+ :::+

�
2n
2n

�
= 22n�1.

b)
�
2n
1

�
+

�
2n
3

�
+

�
2n
5

�
+ :::+

�
2n

2n� 1

�
= 22n�1.

Exo 10. Soit S un ensemble de 10 entiers distincts choisis parmi les nombres
1, 2, 3,:::, 99. Montrer que S contient toujours deux sous-ensembles disjoints
dont la somme de leurs éléments respectifs est la même.
Exo 11. Trouver le nombre d�entier dans l�ensemble S = f1, 2, 3, :::, 6300g
qui ne sont divisible ni par 3 ni par 4.
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