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Chapitre 1

Notions de Théorie Spectrale

Dans ce chapitre, on dé�nit quelques notions essentielles de la théorie spectre. On rap-

pelle qu�une application linéaire T dé�nie de E dans un espace vectoriel F est appelée un

opérateur (sous-entendu lorsque E est de dimension in�nie). De plus, on dit que T est un

opérateur borné lorsque T est continu, i.e. T 2 L(E;F ). Rappellons aussi si T 2 L(E;F );
alors on note

Ker(T ) = fx 2 E : T (x) = 0g et Im(T ) = fT (x) : x 2 Eg

1.1 Opérateurs compacts

1.1.1 Rappel (partie compacte )

Dé�nition 1.1.1 Soit A � (X; d), l�ensemble A est dit compact si et seulement si toute

suite (xn)n dans A contient une sous suite convergente dans A

A est compact,

8<: 8(xn)n � A;
9(xnk)k sous suite de (xn)n et (xnk)k ! x 2 A

Dé�nition 1.1.2 L�ensemble A est dit relativement compact si �A est compact

A est relativement compact,

8<: 8(xn)n � A;
9(xnk)k sous suite de (xn)n et (xnk)k ! x 2 �A
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1.1. Opérateurs compacts

1.1.2 Opérateur de rang �ni

Dé�nition 1.1.3 Soient E;F deux espaces normés et T : E ! F un opérateur borné (

continu). On dit que T est un opérateur de rang �ni si Im(A) est de dimension �nie c-à-d

Rang(T ) = dim(ImT ) < +1:

L�ensemble des opérateurs de rang �ni est un sous espace de L(E;F )

1.1.3 Opérateur compact

Dé�nition 1.1.4 Soient E;F deux espaces normés et T : E ! F un opérateur borné. On

dit que T est un opérateur compacte si l�image par T de la boule unité BE est relativement

compacte dans F

T est compacte, T (BE) est compact dans F:

Remarque 1.1.1 la condition "T (BE) est compact dans F" assure la continuité de T ; il

n�y aurait donc pas besoin de la supposer au départ. c-à-d

T est compacte) T est continu:

Preuve. T (BE) est compact dans F alors T (BE) est borné d�ou T (BE) est borné dans

F

9M > 0;8x 2 BE = B(0; 1) : kT (BE)k �M

on a 8x 2 E (x 6= 0) x = kxk x
kxkT (kxk x

kxk)
 = 2 kxkT ( x

2 kxk)
 � 2M kxk car x

2 kxk 2 BE

si x = 0 c�est evidente

kT (0)k = 0 � 2M k0k

conclusion T est continu

Notation 1.1.1 On note K(E;F ) l�ensemble des applications linéaires compactes de E

dans F . On pose K(E) = K(E;E).
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1.1. Opérateurs compacts

Proposition 1.1.1 Tout opérateur de rang �ni est compact

Preuve. Soit T un opérateur de rang �ni dim(Im(T )) <1. Comme T est continu alors
T (BE) est borné donc T (BE) est aussi partie bornée et en plus fermée dans un espace de

dimension fermée alors T (BE) est une partie compacte.

1.1.4 Propriétés de base des opérateurs compacts

Proposition 1.1.2 1- L�ensemble des applications linéaires compactes K(E;F ) est un sous

espace vectoriel de L(E;F )

T est compact

S est compact
) �T + �S est compact

2- Si E;F deux espaces de Banach, alors K(E;F ) est un sous espace vectoriel fermé de

L(E;F )
(Tn) � K(E;F )
kTn � Tk ! 0

) T est compact

3- Soient S 2 L(E;F ) et T 2 L(F;G), alors si S ou T est compact, T � S 2 K(E;F ):

Théorème 1.1.1 L�opérateur identique Id : E ! E est compact si et seulement si E est

de dimension �nie

Corollaire 1.1.1 Si E est de dimension in�nie alors la boule unité BE = B(0; 1) n�est pas

compact.

Preuve. supposons que BE est compact alors Id(BE) = BE est compact, donc Id est

compact ce qui implique que dim(E) < +1: contraduction

Remarque 1.1.2 L�implication "T est continu) T est compact" est fausse, en e¤et on

prend T = Id:
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1.2. Composé de plusieurs opérateurs

1.2 Composé de plusieurs opérateurs

Proposition 1.2.1 Soient E, F et G trois e.v.n, f 2 L(E;F ) et g 2 L(F;G): Alors
g � f 2 L(E;G) et l�on a l�inégalité suivante :

kg � fkL(E;G) � kfkL(E;F ) � kgkL(F;G)

Preuve. Le théorème de composition des applications continues assure que g � f est
continue.

La linéarité de g � f est évidente. Soit x 2 E. Par dé�nition de kgkL(F;G), on a

kg � f(x)kG � kgkL(F;G) kf(x)kF ;

puis par dé�nition de kfkL(E;F ),

kg � f(x)kG � kgkL(F;G) kfkL(E;F ) kxkE :

En conséquence, on a

kg � fkL(E;G) � kfkL(E;F ) � kgkL(F;G)

Application : Soit T 2 L(H;H) un opérateur de l�espace de Hilbert H dans lui même.

On dé�nit les puissances de l�opérateur T comme étant les opérateurs

de H dans H dé�nis de la manière suivante :

T 0 = Id (l�opérateur identité),

T 1 = T;

T 2 = T � T;

� � � �

T n = T � T � � � �T = T � T n�1 = T n�1 � T avec n � 1:

Corollaire 1.2.1 8n 2 N, kT nk � kTkn.

Corollaire 1.2.2 La série
P
n�0

1
n!
T n converge dans L(H;H). Sa somme est un opérateur de

H dans H appelé exponentielle de l�opérateur T et noté eT ou expT . Sa norme véri�e:

kexpTk � exp(kTk):
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1.3. Inverse d�un opérateur

1.3 Inverse d�un opérateur

Soient H1 et H2 des espaces de Hilbert et A 2 L(H1; H2) un opérateur.

Dé�nition 1.3.1 On dit que A est inversible s�il existe A 2 L(H2; H1) tel que

A �B = IdH2 ; et B � A = IdH1 ;

où IdH1 (resp. IdH2) est l�opérateur identité de H1 (resp. de H2). Un tel opérateur B

(lorsqu�il existe) est unique. On l�appelle opérateur inverse de A ou plus simplement inverse

de A et on le note B := A�1.

Exemple 1.3.1 1. L�opérateur IdH est inversible, et Id�1H = IdH

2. L�opérateur T dé�nit sur `2(C) :

T (x1; x2; ::; xn; :::) = (x1;
x2
2
; ::;

xn
n
; :::)

il existe un opérateur T�1 qui véri�er TT�1 = T�1T = Id où

T (x1; x2; ::; xn; :::) = (x1; 2x2; ::; nxn; :::)

mais n�est pas borné.

1.4 Opérateur adjoint

1.4.1 Cas général (dans les espaces normés)

Proposition 1.4.1 Si T 2 L(E;F ), il existe un autre opérateur appartient à L(F �; E�),
noté T �, et appelé l�adjoint de T , tel que :

h'; TxiF �;F = hT �'; xiE�;E pour tout x 2 E et toute ' 2 F �

1.4.2 Cas particulier: (dans les espaces de Hilbert)

Proposition 1.4.2 Soit H1; H2 deux espaces de Hilbert. Pour tout T 2 L(H1; H2), il existe
un autre opérateur, noté T �, et appelé l�adjoint de T , tel que :

h'; TxiH2 = hT
�'; xiH1 pour tout x 2 H1 et toute ' 2 H2

De plus kTkL(H1;H2) = kT
�kL(H2;H1).
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1.4. Opérateur adjoint

Dé�nition 1.4.1 Si T 2 L(H;H) est tel que T = T � , on dit que l�opérateur T est auto-
adjoint (ou hermitien).

Proposition 1.4.3 (Propriétés de l�adjoint) :

1) Pour tout T 2 L(H1; H2), on a

(T �)� = T et kTk = kT �k

2) Si T 2 L(H1; H2) et U 2 L(H2; H1), alors

(U � T )� = T � � U�

3) Pour tout T1; T2 2 L(H1; H2) et tout, �; � 2 C, on a

(�T1 + �T2)
� = �T �1 + �T

�
2

4) Un opérateur T 2 L(H;H) est inversible si et seulement si T � est inversible, et alors on
a

(T�1)� = (T �)�1

Exemple 1.4.1 Soit A un operateur dé�ni par

T : R3 �! R2

(x; y; z) ! (y + 3z; 2x)

Déterminer T � l�opérateur adjoint de T:

Solution 1.4.1 Soit T � est l�opérateur adjoint de T

T � : R2 �! R3

(x; y) ! T �(x; y)

tel que hY; T (X)iR2 = hT �(Y ); XiR3 on a

hT �((y1; y2)); (x1; x2; x3)iR3 = h(y1; y2); T (x1; x2; x3)iR2

= h(y1; y2); (x2 + 3x3; 2x1)iR2

= y1x2 + 3y1x3 + 2x1y2

= h(2y2; y1; 3y1); (x1; x2; x3)iR3

donc

T �(y1; y2) = (2y2; y1; 3y1)
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1.5. Quelques exercices corrigés

1.5 Quelques exercices corrigés

Exercice 1.5.1 Soit E = `2 sur R et T une application dé�nie par

T : E ! E

x = (xi)i ! T ((xi)i) = (xi
i
)i

1- Montrer que T 2 L(E) = L(E;E)
2- On pose Tn (x) = (x11 ;

x2
2
; x3
3
; :::; xn

n
; 0; 0; 0; :::::): Montrer que Tn est de rang �ni pour tout

n

3- Estimer kTn � Tk puis déduire que T est compact.

Solution 1.5.1 La linéairité est évidente. Soit x = (xi)i 2 `2

kT (x)k2E =
X
n�1

���xi
i

���2 =X
n�1

jxij2

i2
�
X
n�1

jxij2 � kxk2E

alors

kT (x)kE � kxkE d�ou la continuité

2- Montrons que dim(Tn (E)) < +1 c-a-d Tn (E) admet une base

Tn (x) = (
x1
1
;
x2
2
;
x3
3
; :::;

xn
n
; 0; 0; 0; :::::)

= x1e1 + x2e2 + ::::+ xnen =
X

xkek

où

e1 = (1; 0; 0; :::; 0; 0; 0; 0; :::::)

e2 = (0;
1

2
; 0; :::; 0; 0; 0; 0; :::::)

:::

en = (0; 0; 0; :::;
1

n
; 0; 0; 0; :::::)

donc le systeme fe1; e2; :::; eng est une base de E.
3- kTn � Tk = sup

kxk=1
kTn(x)� T (x)k on a

Tn(x)� T (x) = (0; 0; ::::0;
xn+1
n+ 1

;
xn+2
n+ 2

; ; :::::)
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1.5. Quelques exercices corrigés

donc

kTn(x)� T (x)k2 =
X
i�n+1

���xi
i

���2 :
puisque kxk2 = 1 =

P
jxij2 ce qui donne jxij � 1 8i alors

kTn(x)� T (x)k2 �
X
i�n+1

1

i2
:

posons

Rn =
X
i�n+1

1

i2
est le reste de série de Riemann

X
i�1

1

i2
donc Rn ! 0

d�après la proposition précédente T est compact.

Exercice 1.5.2 Soit T l�application de `2 = `2(N;R) dans lui-même dé�nie par

T : `2 ! `2

x = (xi)i ! T (x) = T ((xi)i) = (0; x0; x1; x2 : : :):

Véri�er que T est continue et calculer son adjoint ?

Solution 1.5.2 Il est simple de véri�er que l�application T est une isométrie

kT ((xi)i)k = k(xi)ik ;

alors T est continue et sa norme égale à 1.

Soient x = (xi)i�0 et y = (yi)i�0 : si T
� est l�opérateur adjoint de T , alors

hx; T (y)i = hT �(x); yi ,


(xi)i�0 ; T

�
(yi)i�0

��
=


T �((xi)i�0); (yi)i�0

�
, x0 � 0 +

P
i�1
xiyi�1 =



T �((xi)i�0); (yi)i�0

�
;

on a 

T �((xi)i�0); (yi)i�0

�
=
X
i�1
xiyi�1 =

X
i�0
xi+1yi =



(xi+1)i�0 ; (yi)i�0

�
ce qui donne

T �((x0; x1; x2 : : :)) = (xi+1)i�0 = (x1; x2; x3 : : :):

Exercice 1.5.3 Soit H un espace de Hilbert, et S; T 2 L(H;H). Montrer que:
1) Im(T )? = ker(T �)

2) Im(T �)? = ker(T )

3) (T + S)� = T � + S�
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1.5. Quelques exercices corrigés

Solution 1.5.3 1) Pour tout x 2 Im(T )?, on a

x 2 Im(T )? , hx; T (y)i = 0 8y 2 H
, hT �(x); yi = 0 8y 2 H
, T �(x) = 0

, x 2 ker(T �)

2) Par la même méthode.

x 2 Im(T �)? , x ? Im(T �)
hx; T � (y)i = 0 8y 2 H

, hT (x); yi = 0 8y 2 H
, T (x) = 0 ( pout obtenir l�égalité, on prend par exemple y = T (x))

, x 2 ker(T )

3) On a

h(T + S)�(x); yi = hx; T (y) + S (y)i

= hx; T (y)i+ hx; S (y)i

= hT �x; yi+ hS�x; yi

= h(T � + S�)x; yi

ce qui donne (T + S)� = T � + S�:

Exercice 1.5.4 Montrer que si E un espace de Banach et T un opérateur de L(E;E) tel
que kTk < 1, alors l�opérateur Id� T est inversible et son inverse

(Id� T )�1 =
1X
k=0

T k

Solution 1.5.4 On a
1X
k=0

T k � 1X
k=0

kTkk

La contraine kTk < 1 assure la convergence de la série
1P
k=0

kTkk. Il en résulte que
1P
n=0

kT nk

est aussi converge. Comme E est Banach donc
1P
k=0

T k est converge vers un élément de
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1.5. Quelques exercices corrigés

L(E;E):
Pour tout natural n 2 N,

(Id� T )
nX
k=0

T k = Id� T n+1

Comme T n+1 � kTkn+1 ! 0, lorsque n!1:

le passage à la limite donne

(Id� T )
1X
k=0

T k = Id:

D�où:

(Id� T )�1 =
1X
k=0

T k:

Exercice 1.5.5 Soit `1 l�espace des suites réelles muni de la norme kxk1 =
(xi)i�11 =

sup
i�1
jxij. On considère l�application T de `1 dans lui-même dé�nie par

T : `1 ! `1

x = (xi)i ! T (x) = T ((xi)i) = (x1;
x2
2
; : : : ; xn

n
; :::):

1) Montrer que T est injective?

2) Montrer que T est continue? Calculer sa norme?

3) Montrer que T n�est pas surjective?

4) Montrer que T admet un inverse (à gauche) non continu?

Solution 1.5.5 1) Si T ((xi)i) = (x1;
x2
2
; : : : ; xn

n
; :::):= T ((yi)i) = (y1;

y2
2
; : : : ; yn

n
; :::), alors

x1 = y1; x2 = y2; :::; xn = yn; ::: Donc T est injective.

2) Pour tout (xi)i�1 dans `1, on a

kT (x)k1 =
T �(xi)i�1�1 = sup

i�1

���xi
i

��� � sup
i�1
jxij = kxk1 ;

on trouve ce qui donne

kTk � 1: (1.5.1)

Considéron x0 2 `1 dé�nie par x0 = (1; 1; 1; :::; 1; :::).: On a kx0k1 = 1 et

kTk = sup
kxk1�1

kT (x)k1 � kT (x0)k1 = sup
i�1

1

i
= 1 (1.5.2)
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1.5. Quelques exercices corrigés

(1.5.1) et (1.5.2) donnent

kTk = 1:

3) On �xons (xi)i = (1; 1; :::; 1; :::) 2 `1 9 (yi)i = (1; 2; :::; n; :::) tel que T ((xi)i) = (yi)i mais(yi)i�11 = sup
i�1
i = +1;

donc T n�est pas surjective.

4) Inverse de T est donné par

T�1((xi)i) = (xi; 2x2; :::; nxn; :::)

il n�est pas borné sur `1.Il est donc non continu.
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