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Exercice 1:

Soit A une partie non vide de R". Montrer I’équivalence suivante
A est convexe < aA+ A = (a+ () A pour tout a, 3 € R

Exercice 2:

Soit A une partie non vide de R" vérifiant pour tous z,y € A

T+y

A
5 €

1. Montrer par un exemple que A n’est pas forcément convexe.
2. Montrer que si de plus A est fermé, alors A est convexe.
Exercice 3:

Soit C' un ensemble d’intérieur non vide de R™.

1. Montrer que si C' est convexe == int (C') et C sont convexes.
2. Donner un exemple montrant que la réciproque est fausse.
Exercice 4:

Soit T' : R® — R™ une application linéaire. Soient C' C R" et B C R™ deux parties
convexes.

1. Montrer que T (C') et T~ (B) sont convexes.

2. Soit b € R™, montrer que B = {y € R™ : y < b} est convexe, oul

y<b < Vi<i<m:y; <b;.

3. En déduire que le polyédre {z € R" : Az < b} est convexe, avec A est une matrice de
format m x n.
Exercice 5:

Soient A, B deux parties de R™. Montrer que:
A C conv (A).

Si A C B = conv(A) C conv (B).

A = conv (A) & A est convexe.

conv (conv (A)) = conv (A).

conv (A + B) = conv (A) 4+ conv (B) .

G o



Solution Ex1:
On note que:
1) C est convexes Vo, y e C,V0< A <1: X x+(1—-XN)yeC.

2) Tout sous espace vectoriel (sous espace affine) est un convexe.

3) Un convexe C' est celui qui vérifie la propriété suivante: C' contient toujours le segment
joignant deux de ses points.

=) Supposons que A est convexe.

- L’inclusion (o + ) A C oA + S A est vraie sans hypothése sur A.

- Le cas est trivial si « = 0 ou § = 0. Supposons a > 0 ou S > 0. Soit z € aA + SA, alors
Ja,b € A tels que

r = aa+ (b

— (a+5) (aiﬁﬁafﬁb)e(a+ﬁ)Acaraiﬁa+afﬁbeA.

<) Soient A € [0,1] et z,y € A, alors
A4 (1-Nyer+(1- A=+ (1-\)A=A.

Solution Ex2:
1. On pose

A =10,1] N Q.(ensemble des rationnels compris entre 0 et 1)

A vérifie xTer € A mais A n’est pas convexe.
2. Supposons que Vz,y € C : (’”—;y) € C. Soient a,b € C' et 0 < X <1, on veut montrer que

T=X+(1-XNbeC.

On prend les deux segments [a, 2], [%2,b] , celui qui contient T on le note [z(V),y(V] et
on a

o = bl
2

—_ f} <
On réitere le processus de maniére a obtenir
T E [x(k),y(k)] C [I(k_l),y(k_l)} C ...z, yl,

avec
‘a — b‘ k—-4o0
AN

ok

c’est & dire 7 = lim z(®). Grace a ’hypothése sur C' (C' est fermé), alors la limite Z est dans

C.

Solution Ex3:

1. Supposons que C' est convexe. Soient z,y € int (C), alors il existe deux ouverts U,, U,

tels que

|$(k) —f| < 0

U,cCetU,CC.



alors, pour tout 0 < A <1, on a
AU, + (1 — X\) U, est un ouvert contient Az + (1 — \)y.
De plus, par la convexité de C' la combinaison AU, + (1 — A) U, est inclu dans C. Donc
A+ (1 =Ny eint(C).

Soient maintenant 2,y € C et 0 < A < 1. Alors, il existe des suites (,,) et (y,) d’¢léments de
C' convergeant respectivement vers = et y. Alors Az, + (1 — \) y,, appartient & C' et converge
vers A\x + (1 — ) y qui appartient forcément a C.

2. Exemple de la réciproque: C' = [0,3[U]3,4]. On a

C = 1[0,4]

est convexe mais C' n’est pas convexe.
C=10,3]U{4}. On a
int (C') =0, 3]

est convexe mais C' n’est pas convexe.

Solution Ex4:
1. On a

T(C)={T(z):2€C}.
Soient y1,y2 € T (C) et X € [0,1]. Il existe x1, x5 tels que y; = T (1) et yo = T (x9) . Donc

M4 (=N = AT (1) + (1— AT (22)

Meéme méthode pour I'image réciproque 77! (B) .
2. Soit B={y € R™:y <b}. Soient z,y € B et A € [0,1], alors z < b et y < b. Donc

MM+ 1=Ny=Az1+ 1 =Nyt e, AT + (L = X) Ym) ,
soit 1 <i¢<m,onaux; <b; ety <b; alors
M+ (1=Ny <A+ (1—=Nb= X+ (1-N)y<b.
3. On peut facilement vérifier que
{r €R": Ax < b} =T (B),
ou T (x) = Azx. D’apres la question 1, on trouve le résultat.

Solution Ex5:
Définition: On note que: conv (A) est le plus petit convexe contenant A.




On note que si (z;);;, C Aet \; >0 et Z A; = 1 alors on a
i=1

Z Aiz; € conv (A).
i=1

1. Par définition A C conv (A).
2. Soit x € conv (A), alors

=1 =1

comme A C Bona x; € B, donc

T = i)\imi € B.
i=1

3. =) Clair
<) Supposons que A est convexe, donc A peut considérer comme le plus petit convexe
contenant A, alors

A = conv (A).

4. Comme conv (A) est convexe alors
conv (conv (A)) = conv (A).

5. Soit = € conv (A + B), alors

i=1 i=1

donc
r = Z)\i(ari-bi)
i=1
= Z Aia; + Z Aib; € conv (A) 4 conv (B)
i=1 i=1

c’est a dire
conv (A+ B) C conv (A) + conv (B).



Soit maintenant x € conv (A) + conv (B) . Alors,

r = a+b

= i)\iai—i—iujbjavec ikz—let i,u]—l
i=1 j=1 i=1 j=1
ni na na ny

= D N mait ) uy Ab;
=1 j=1 7=1 =1

ny n2 n2 Ny

= Z Z )\iﬂjai + Z Z /\i,ujbj

i=1 j=1 j=1 i=1

ni  n2

= S5 hipy (i + b)) € conv (A + B

i=1 j=1
car

niy n2 ni n2

DD Ay = XN m

=1 j=1 =1 Jj=1
= 1



