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Exercice 1:
Soit f : R”™ — R une fonction a la fois convexe et concave. C’est & dire

Vo, y €ER"VAE[0,1]: fAz+ (1 =N y) =M (2)+ (1 =N f(y).
On pose g(z) = f(x) — f(0).

1. Montrer que g est impaire.

2. Montrer que g est positivement homogene : VA > 0,Vzr € R™ : g(Ax) = A\g(x).
3. Montrer que g est linéaire.

4. En déduire que f est une fonction affine (f (z) = (a,z) + b).

Exercice 2:
Soit f (z) = In (x) une fonction définie sur ]0, +o00].
1. Montrer que f est concave.
2. En déduire que: ¢ (z) = % est décroissante sur |0, +00l, 3 -

3. En déduire 'inégalité suivante: pour toute combinaison convexe des nombres strictements

positifs on a
m m
E A
i=1 i=1

Exercice 3:
I) Soient f:I —Retg:J— Rtelque f(I)CJ

1. Si f et g sont convexes, avec g est croissante, démontrer que g o f est convexe sur I.

2. Si f et g sont concaves, avec g est croissante, démontrer que g o f est concave sur I.

II) 1. Soit f: I — R*. Supposons que In (f) est convexe sur /, montrer que f est convexe
sur [.

2. En déduire la convexité de f (z) = (1 + z)* sur I =0, +o0].

Exercice 4:
Etudier la convexité des fonctions suivantes:

(1) fz)=2dswrR. (2) f(z) =(z—1* suwrR. (3) f(z) =€, swrR. (4) f(z) = tg(z),
sur R

Exercice 5:

1. Montrer que pour z,y € R: e 2" < T(e”+ev).

2. Montrer que f (z) =In(In(x)) est concave sur |1, 400 .
3. En déduire que Vz,y € |1, +o0|

w(%5Y) 2 V@R,

Exercice 6:
Soit f : R — R une fonction positivement homogéne. Montrer que

f est convexe sur R Ve,y e R: f(z+y) < f(x)+ f(y).



Solution Ex1:

1. Soit x € R", on a

alors ¢ (0) =0 et

o(5e+500) = 1(zer300) -0
1 1
= L@+t -r ).
c’est a dire
0
F (=)~ £ (0) =~ (f ()~ £ (O)
= g() = —g(x).

f (@) + f(=x) =2 (0)

J 1

2. Si A =0, le cas est trivial. Soient A > 0 et x € R". On distingue deux cas:
¢ )\ <1:on trouve

gr) = gQr+(1-X10)=f(Az+(1-21)0)-f(0)
= M (2)+ (1 =X)f(0)=f(0)
= A () = Af(0)

A(f () = £(0)) = Ag ()

¢)>1:0nposez=1(\r)+ @0, alors

s@) = (5 0w+ 25 H0)

= 1(300+ 55 20) - 0

= o+ 250 -0
1 1 1
= 17 0w) 1 F(0) = 19 (W)
d’ou g (Ax) = Ag ().
3. g est linéaire:
glz+y) =g (2 <%x+%y)> = 2g (%x—l—%y)
= 2(f(5o+31) - 10)
= 2(3 @+ 570~ 0)
= f@)=f(0)+f(y) - f(0)
= 9(@)+9()

\G)



Soient A <0 et z € R*. On a

g(r) = g((=A) (=) =

Finalement g est linéaire.
4. Comme ¢ est linéaire, il existe a € R" tel que

g(x) = {a,2),

donc

f(x)=g(x)+ f(0) = {(a,z) +bavec b= f(0).

Solution Ex2:

1. On a 1
f (z) = —— < 0 por tout x € |0, +o0]
T

donc f est concave sur |0, +o0].
2. On utilise le fait que

fx) = f(a)

f est concave sur I < Va el :¢(x)=
r—a

est décroissante sur I/(q}.

3. On a

ZA ;) > Z Zln (&) > 1n(H;,;;q-,)7

comme la fonction e est croissante on a
m m
A
e i=1 > i

donc

Solution Ex3:

I)

1. Supposons que f et g sont convexes, avec g est croissante. Alors

FQr+1=XNy) <Af(2)+ 1 —=X)f(y),

comme ¢ est croissante, on trouve le résultat.
2. Méme méthode.

1)

1. Supposons que In (f) est convexe. Alors

In(f (Az+ (1 =X)y)) <Aln(f(z))+ (1 =A)In(f(y))

3



comme e est croissante, on trouve

e(fAz+(1-2)y)) < A(f(2))+(1-A) In(f(y))

et encore comme e est convexe, on trouve

FOz+(1=Ny) < AeU@ (1)) ehlW)
< AM@)+A=XN)F().

2. On a
In(f(z))=xzln(l+x).
Donc ) 1 1
(In(f () = P + @1 1) > 0 sur |0, +o0]

on déduit alors que f (x) = (1 + z)” est convexe sur |0, +o0].
Solution Ex4:

1. " (x) = 6z, alors
f est convexe sur [0, +oo|
f est concave sur |—o0, 0]

() =12(z —1)> > 0, alors f est convexe sur R.
(z) = 2¢*° + 4x2e*” > 0, alors f est convexe sur R.

4. " (x) = :;I;((ig)ci, alors

km, 5 + knr] f est convexe avec k € Z
2+ km, (k+1)7] f est concave avec k € Z

- sur 'intervalle
- sur 'intervalle

S
N
N 4+
i

Solution Ex5:

1. Comme e est convexe, le résultat est immédiate.
2. On applique P'exercice précédent. In () est concave et croissante.
3. On a

Tty 1 1
> = -
lnln( 5 ) > 21nln(x)+ 21nln(y),



on a encore

donc

Solution Ex6:

elnln(%ﬂ) > e% Inln(z)+3 Inln(y)

v

vV 1V

1 1
1 1
6ln In(x) 6ln In(y)2

N|=
NG

In ()2 In (y)

VIn (z)1n (y)

=) Supposons que f est convexe sur R,

(52)

flx+y) =

<

fe)+f(y).

<) Supposons que la propriété est vraie

fQz+(1=A)y)

VANVAN

x?) SQ(%)f(x)JrQ(

fQz)+ (1 =XN)y)
Af (@) +(1=X) f(y).



