
A. Hypothèses

Lorsque des forces sont appliquées à une structure elles effectuent un travail pour :

- déforrner la structure,

- produire de l'énergie cinétique,

- vaincre les résistances de frottement (dissipation en chaleur).

Nous nous placerons dans des conditions telles que l'énergre cinétique et celle drssipée en chaleur

soient nulles. 11 1àut pour cela supposer :

1o- que les forces sont appliquées "statiquement", c'est-à-dire sans produire d'accélération,

2o- que les frottements aux liaisons sont négligeables,

3o- que les frottements internes sont aussi négigeables, c'est-à-dire que le système est parfaitement

éiastique.

Nous supposerons en outre :

4o- que les déplacements sont petits et sans effet sur les forces ertérieures.

5o- que le passage de l'état initral à l'état final de déformatron esr réversible (nous pouffons ainsi appliquer

la loi de Hooke).

6' - qu'il ne se produit aucune variation de len.rpérature.

Soit une structure constituée d'un ensemble de poutres. Pour amener cette structure, par application

d'un système de forces extérieures, d'un étart initial naturel à un état fïnal caractérisé par un tenseur

contrainte et un tenseur déformation il faut depenser un travail W.

Si le passage de l'état initial à l'étatfinal se fait de façon réversible, le travail ne dépend que de

l'état final (principe de thermodynamique). Ce travail est par définition le potentiel interne de la structure.

c'est 1'energie potentielle emmagasinéepar la structure pendant la déformation.



Rappels:

!) Travail d'une force constante :

W: F * déplacement projeté sur sa direction. Unité : Nm (comme un moment)

!) Travail d'une force-qui varie dq O à F pour un déplacement I :

Force
F

dF

E

o déplacement
I

Calculons le travail pour un accroissement dF à partir d'une valeur intermédiaire F, : le déplacement est dx

et le travail dW : F,dx, il se mesure par l'aire hachurée.

Calculons le travail total de O à F : W = 1/2 F/ : mesure de I'aire dutriangle OAB

B. Théorème de CLAPEYROI{

1) Calcul du ootentiel interne en fonction des forces extérieures :

. Soit une poutre en équiiibre sous I'action d'un système de forces concentrées : F1, F2, ... Fi,... Fn.

. Fi se déplace de Ai à A'i. Dans tout ce qui suit nous considèrerons seulement vi : déplucentent

projeté de Fistrr sa direc:tion. Ceci pour pouvoir expnrner sintltlement le trar''ai1 de Fi.

Faisons varier les lbrces de 0 à leur valeur maximum Fi. D'après la loi de Hooke, si l'on applique kFi. le

déplacement est kvi (0 < k < 1).

Le travail d'une force F 1 est donc :

)'r I

W = I kF1.d (kvt) = I tr,.v,,clk = %r,r,
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\w, 

= 1Lr ",1

Remarque : On peut aPPliquer le même

En appliquant le principe de superposition on obtient le travail total des forces qui sont appliquées à la

structure:

raisonnement à des couPles :

W: 1/2 E Mt ati

2 Expression du potentiel interne en fonction des,solliçitations internes :

On peut donc calculer le potentiel interne d'une poutre en déterminant les déplacements par les équations de

Bresse. on peut procéder plus simplement dans le cas d'une poutre droite.

W: 1/2 N AI

Considerons un tronçon dx : dW: 1/2 l{ A(dx)

(1oi de Hooke)L(dx) : lV dx/ES

dw: l/2 f artns et pour la polltre entière :

Effort normal N($ :

F]-#+Â(dx)

I ' l!'l

b. Moment de flexion M(x) :

On a de même pour un tronçon dx '. dIl/ : 1/2 M dco

da/dx: M/EI

dW = t/2 lf a*iU et pour ia poutre entière :

w. =r il1r,' lJ trcLoDv

".=I[#*



c. Effort tranchant T(x) :

dlt/ -- l/2 T i dx

avec: i:T G5,

clw: t/2 t' d*/GS" ,- et pour la poutre entière ;

d. Cas sénéral:

Si toutes ces actions sont appliquées ensemble on obtient

. I 
-)w-=!l'- a*' 2l, GS,

w:li,li -M2 * " *M'' ).,tr
2 Jo ËS Ët GS, Gt,,

w :r lUllr2l Er

: T/GSr

l',I, M et 7 sont en général des fonction de -r.

e. Remarque :

Dans 1e cas d'une poutre en flexion simple on nég1ige en généra1 1es déformations dues à T. on a donc :



C. Théorème de réciprocité de MAXWELL-BETTI

Considérons une poutre en équilibre sous I'action de 2 systèmes de forces :

(1) 1e système de forces F appliquées aux points A.

(2) le systènie de forces F appliquées aux points A-

- Sous I'action de Fi les déplacements projetés sur la

v.. Dour A. et v.. Dour A'ii r"- '-i -- ii r--' -i.

- Sous I'action de F, les déplacements projetés sur la direction de F. sont :j'I

v.. Dour A. et v.. pour 4..
,iI , J U' I

Le premier indice indique I'effet (le déplacement). le deuxième indice indique la cause (1a tbrce).

Evaluons de 2 rnanières le potentiel dfr à l'action sintultanée de F et de F :

W :1/2 2 F.v.
llll

Puis appliquons F.. I1 faut tenir compte du fait que les forces F1 qui demeurent constantes, se déplacent

et effectuent 1e travail E F,vu.

Lepotentiel :interneadoncpourvaleur ll/*j=l/2 » F,r,,*l/2 » F,rr* 2 F,u,j

W,*,= 1/2 2 F,vr+ 1/2 » F,r,,l E F,ri,

Les 2 expressions du potentiel sont égales :

2 F.v..= 2 F,v.,tullt

direction de F. sont :
I



Théorème ; Le fiuvail du système de forces Fi pour les déplacements proÿoqués pw le système de

forces Fi est égal au truvuil du système Fi pour les d.éplacements provoqaés par Fi.

ExemDle:

P.yl2:P.y21

y12: yZl

y12

Coefficients. d'influence (déplacements sous I'action d'une charge unité) :

\

P1 x

P2x
v13 ÿ13 v33

u..P.ÿ,- llrr.Pr+ ltrlPr+ ptrrPr= E

D'après Maxwell on a fij = ttji
Cette méthode est utilisée pour le tracé des lignes d'influence.

D. Théorème de CASTIGLIAI{O

Cherchons une méthode simple pour calculer les déplacements.

Forces appliquées : Pr, P, ...P,... Po

Points d'application:4,, A, ...4... A,

P2x

p23 [33

v1 I
I

I

v3v2l

P2

+



Le déplacement de Ai sous I'effet d'une force unité appliquée en :

A, dans la direction de P, est P.,

A, rr

A.,
I

Arr
n

" P, " !'t,

" P,"Prt

"P"Ll. n rln

Le deplacement de A, dû à toutes les forces P, ... Po est v..

vi: lril.Pr * F,r. P, *... * Fii. P,*... * t,n. Po

vl = pll.Pl * ltrr.Pr*... + !rri. P +... * Pro. Po

v, = F;r. Pr+ p;2. Pr*... * pi:.1*... * p.n.Pn

D'après 1e théorème de Clapeyron : W : ll2 2 P.v.

W : 1/2(vrP r* orPr+ ... + v..P. + ... * ,,.1+ ... + vn.Po)

Ce qui peut s'écrire, avec les coefficients d'influence, sous la forme :

p,,.P,.P, rp,r.P,.P, t..t[,,.P, q + tp,..1 .P,,

1"r,, Pr.P, t prr.Pr.P, +.. + F, Pr.P, +.. + p.n.P,.P,

F,,.P,.P, + pr,r.P,.P, *..t F,,.P,.P, +.. + pi,.q,P.

I

I

I

Iu",.t,.P, * F"r.P,.P, +.. * l-tn,.P,,.1 +.. t 1t,,,'Pn.P,,

Faisons varier P en gardant tes autres forces constantes et calculons

la dérivée partielle de W par rapport à P et en remarquant que :

w:l
2

ot Pr! P I - /1, .p, er quc
6P 

ttL I Fit : Fti

614/

0 + 0 + +p,,.P, +

frr,.P,

Lr,,.l +Fir.P, + + 2l-r,i I

0 + 0 - ... -U,,, .P,

+ ... + p_.P.6P,

+0



Théorème : Le déplacement du point d'application d'une force quelconque, proieté sur la ditection de

cette force, est égal à la dérivée partielle, par rspport à cette force, du potentiel interne exprimé en

fonction des forces uPPliquées.

614/

Le raisonnement est le même pour un couple : =@i
6M,

Remarque :

Le théorème de Clapeyron permet de calculer le déplacement du point d'application d'une lorce

(projeté sur sa direction) lorsque cette force est unique' En effet :

l4/: l/2 F.v --, v = 2WF

Le théorème de Castigliano permet de calculer directement ies déplacements projetés des points

d'application des forces quel que soit leur nombre'

Aopliccttions :

a) Calcul de flèche sous charge concentrée :

614' I r M'
Remargue: pour calculer , - y:- avec Iy = ')hr, . il est en géneral plus

àtry =1nrY!!6P t 6pttfacile de calculer :

ÿc= w =!l a-.ar
)J trT

6Ir
et

6P



Compte tenu de la symétrie calculons :

%..:t lulW=l"' .dx et
JÇIo"-

avec EI constant, M: Px/2

'! 6M dx
ÿc=2Jr, * A

,, = 2 f*Vo-'L EI r, 6ô
6Mx
-=- 

et
6ù7

et 6M/6P = x/2 on obtient

b) on peut aussi calculer le déplacement d'un point ou n'agit aucune force en appliquant une force fictive

O. On calcule 1'énergie potentielle avec cette force" puis sa dérivée partieiie et on fait tendre Ô vers

0.Cetteméthodeestpratiquepourcalculerlesflèchessouschargesréparties:

6Wr

'6é et

,l 
^,.

w = l'u' .d,
,, EI

RA= @/2 + ql/2

en utilisant 1a sYmétrie

M(x) = Rtrx'qx'/2

Par les formules de Bresse, ou

avec une valeur négative. Les

des forces qui en sont 1a cause'

on obtient :

5ql'
ÿc=

38481

par la double intégration, les déplacernents dirigés vers 1e bas sont obtenues

méthodesénergétiquescalculentdescléplacementprojetéssurlesdirections

Leurs valettt's sont donc positives'



E. Théorème de MENABREA

Appliquons le théorème de Castigliano à I'action de contact d'un appui. Le déplacement de cette force sur

sa direction est nul si l'appui est fxe. Ce de,placement peut être perpendiculaire à la direction de la force s'il

s'agit d'un appui glissant (et dans ce cas la force se déplace sans effectuer de travail). Donc :

Théorème : La dérivée partielle du potentiel interne d'une poutre por rspport à une action de contact

surabondunte est nulle :

Ce théorème s'applique pour un nombre quelconque d'appuis et penxet de calculer les inconlues

hyperstatiques.

Application : poutre encastrée-appuyée.

Calculons R4 avec Ménabréa
6W_:0
âÂ,

M(x) * R1x - qx'/2 '

614/ 1 ta 6M-:-lM-'-.dr
6Rn EI ,, 6Ro

on obtient :

6M

ôRu

-0

(c'est plus rapide qu'avec Bresse...)

Remarque :

si on utjlise la même méthode aveÇ une poutre isoslatiqr.re associée on obtient le r.nême résr.rltat

Rrq = 3ql/8.

Le théorème de Ménabréa ne s'applique qu'à cles inconnues hyperstatiqtres .


