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C hapitre Il

Les arbres



|_es arbres

Un arbre (non oriente) !

Une arborescence (orientee) !



Les arbres
Définitions :
o Unarbre est un graphe non orienteé dans lequel il existe une
et une seule chaine entre toute paire de sommets.
 Cette chaine sera donc simple, la plus courte, ...

o Unearborescence est un graphe orienté quasi-fortement
connexe tel qu’il existe un et un seul chemin oriente de la
racine vers tout autre sommet.

» D’abord, 1l n’y a qu’une seule racine ! .*

* Onn’a pas de chemins multiples, m1 de circuits !

Les arbres d’algorithmique \
sont des arborescences ! 4



« Théoreme
 Les définitions suivantes sont equivalentes: pour tout
graphe G = (V, E) a n sommets.
1. G est un arbre,
2. G est connexe et sans cycles,
3. G est connexe et comporte n-1 arétes,
4. G est sans cycles et comporte n-1 arétes,

5. chaque paire {u, v} de sommets distincts est reliée par
une seule chaine simple (et le graphe est sans boucles).



Quelques definitions des arbres

Définition 6:
Un graphe est connexe mmimal s’1l est connexe et n’a pas
plus d’arétes qu’aucun autre graphe connexe !

[’idée: si nous enlevons une aréte de la chaine unique,
nous cassons la connexite!

Définition 7:
Un graphe est connexe minimal s’1l est connexe et
comporte n-1 arétes.

Définition 8:
Un graphe est sans cycles, maximal s’1l est sans cycles et n’a
pas moins d’arétes qu’aucun autre graphe sans cycles !



|_es arborescences

Une arborescence peut étre caractérisée comme suit.

o Elle possede (n-1) arcs.
o Tous les sommets sauf un ont un degré entrant unitaire.

o Unseul sommet a un degré entrant nul.

—»Q/‘

o



| es arborescences

Toute arborescence peut étre transformée en un arbre !

o Il suffit de changer les arcs en arétes.

o Nousaurons (n-1) arétes.

Tout arbre peut étre transformeé en une arborescence en
nous laissant le choix de la racine !



|_es arbres de recouvrement

Un arbre de recouvrement (AR ) d’un graphe G connexe est
e Unsous-graphede G quicomporte tous les sommets

o et qui ala propriété d’étre un arbre.

Propriétes :
.
o Nousn’avons pas de cycles !
o Nous avons un nombre minimal d’arétes !

e Lechoix de PAR n’est pas unique en géneral !




|_es arbres de recouvrement

Un arbre de recouvrement (AR ) d’un graphe G connexe est
e Unsous-graphede G quicomporte tous les sommets

o et qui ala propriété d’étre un arbre.

Propriétes :
([
o Nousn’avons pas de cycles !

e Nous avons un nombre minimal d’aretes !

Un autre arbre
de recouvrement!
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|_es arbres de recouvrement

Un arbre de recouvrement (AR ) d’un graphe G connexe est
e unsous-graphede G quicomporte tous les sommets
o et qui ala propriété d’étre un arbre.

Propriétes :
o Nousn’avons pas de cycles !

e Nous avons un nombre minimal d’aretes !

e Lechoix de PAR n’est pas unique en géneral !
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|_es arbres de recouvrement

Un arbre de recouvrement (AR ) d’un graphe G connexe est
e unsous-graphede G quicomporte tous les sommets

o etqui ala propriété d’etre un arbre.

Propriéteés :
.
o Nousn’avons pas de cycles !
o Nous avons un nombre minimal d’arétes !

e Lechoix de PAR n’est pas unique en général !
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de recouvrement! T 12




Arbre de poids minimal ou arbre de recouvrement minimal

e Probleme:

» Tracer arbre le plus court qui touche
tous les noeuds, c-a-d. minimiser la
longueur totale des arcs contenus dans
’arbre.

« 1. Algorithme de Kruskal;
2. Algorithme de Prim
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Algorithme de Kruskal

1. Trier les arcs en ordre croissant de poids ;

2. Construire un arbre en sélectionnant les arcs
selon I’ordre etabli a I’étape 1.
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Algorithme de Kruskal

1. Trier les arcs

1(3.4), (2,4),(4,5),(2,3),(1,3),(3,9), (1,2).

(5,6),(4,6) }
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Algorithme de Kruskal

2. Construireunarbre T={}

1(3.4), (2,4),(4,5),(2,3),(1,3),(3,9), (1,2).

(5.6),(4,6) }
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Algorithme de Kruskal

On évalue (3,4) :
{(3;4), (2,4), (4,5), (2,3), (1,3), (3,9), (1,2), (5,6),(4,6)

T={(34)}
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Algorithme de Kruskal

On évalue (3,4) :
{(8;4), (2,4), (4,5), (2,3), (1,3), (3,9), (1,2), (5,6),(4,6)

T={(34)}
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Algorithme de Kruskal

On évalue (2,4) :
{(3;4), Z4), (4,9), (2,3), (1,3), (3,9), (1,2), (5,6),(4,6)

T={(3.4), (2,4)}
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Algorithme de Kruskal

On evalue (4,5):
{(3;4), Z4), 4:5), (2,3), (1,3), (3,9), (1,2), (5,6),(4,6)

T={(34),(2,4).(45) }
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Algorithme de Kruskal

On evalue (2,3):
{(3;4), Z4), t49), 33, (1,3), (3,5), (1,2), (5,6),(4,6)

T={(34),(2,4).(45) }
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Algorithme de Kruskal
On evalue (1,3):

24, (4:9), &3), 3, (3,9), (1.2),

16,
(9,6).(4,6) }
T={(@.4),(2,4), (4.5),(1,3) }
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Algorithme de Kruskal

On evalue (3,5):
{(3;4), Z4), 4:9) (23}, 37 (391 (1,2), (5,6),(4,6)

T={(3,4), (2,4), (4,5), (1,3) }
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Algorithme de Kruskal

On evalue (1,2):
{ (3}:4) Z:4), 4:9) (23}, (37435}, {2, (5.6) ,(4.6)

T={(3,4), (2,4), (4,5), (1,3) }
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Algorithme de Kruskal

On evalue (5,6):
{ (3}:4) &4, t4:5).(23), :3).6:5), (12}, 6:6)-,(4,6)

1= { (3,4), (2,4), (415)’ (1’3)’ (5’6)}
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Algorithme de Kruskal

On evalue (4,6):

T={(34), (24), (45), (1,3), (5.6) }
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Algorithme de Prim

0. Inttialiser T={}, S={} et W=V (sommets)

1. Choisirunnceudi € W, poser S={1}etW=W\{I
h

2. Choisirunnceud j € W tel que I’arc (1, ), ou 1 € S, ait
lec;; le plus petit;

3. Si(1,J) ne forme pas de cycle alors inclure cet arc dans
I’arbre,i.e. T=T U (i,}), J € SetW=W\{j }etallera
I’¢étape 4;

sinon exclure 1’arc et retourner a 1’¢tape 2;

4.S1 S =V alors I’arbre de poids minimal est trouve;
sSinon

retourner a 1 étape 2.
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Algorithme de Prim

S =11}
W={1,2,3,4,56}

T=41}
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Algorithme de Prim

S =11}
W={2,3,4,56}

T=41}
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Algorithme de Prim

S ={1,3}
W={2456}
T={(13)}
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Algorithme de Prim

S ={1,3}
W={2456}
T={(13),34)}
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Algorithme de Prim

S ={1,3,4}
W={256}
T={(13),34)}
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Algorithme de Prim

S ={1,3,4}
W={256}
T=1{(13),34),(24)}
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Algorithme de Prim

S={1342)}
W={56}
T=1{(13),34),(24)}
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Algorithme de Prim

S = { 1, 3, 4, 2 }
W={6}
T={(13),(34),(24),(45)}
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Algorithme de Prim

S :{1,3,4,2,5}
W={6}
T={(13),(3,4), (2,4), (4,5) }
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Algorithme de Prim

S :{1,3,4,2,5}
W={6}
T={(13),(3.4), (2,4), (45)}
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