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Probléme de Minimisation Sans Contraintes

Dans ce cours, on supposera que f est de classe C? et ne soumise pas & des contraintes
supplémentaires.

Soit f : R™ — R une fonction définie sur R™. Considérons le probléme d’optimisation sans
contraintes sous sa forme générale:

(P) : mingepn f ()

C’est un probléeme de Minimisation sans contraintes, qui peut s’écrire encore de la fongons
suivante:
Trouver z* € R" : f(2*) < f () pour tout x € R".

Par fois, on satisfait de trouver un point xz* qui vérifie

f(z*) < f(z) pour tout x € V, avec V est un voisinage de x*.

Définition (Extremum global ). Soit z* € R™.
(1) f admet un minimum glabal en x* si

f@®) < flx), Vo e R
(2) f admet un minimum glabal stricte en z* si

f(x*) < f(z), Vo € R" avec © # z”

(3) f admet un mazimum glabal en x* si
fa*) = f(x), Ve eR"
(4) f admet un mazimum glabal stricte en z* si
f(x*)> f(z), Vo € R" avec z # z”
La valeur f* = f (z*) s’appelle valeur minimale (mazimale) globale.

Définition (Extremum local). Soit z* € R".
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(1) f admet un minimum local (relatif) en x* §’il existe un voisinage V' de z* tel que
VeeV:f(a') < f (),
(2) f admet un minimum local stricte en x* s’il existe un voisinage V' de z* tel que
VeeV(x#a"): f(z7) < f(z),
(3) f admet un mazimum local en x* s’il existe un voisinage V' de z* tel que
VreV:f(a*) > f (),
(4) f admet un mazimum local stricte en x* s’il existe un voisinage V' de z* tel que

VeeV(x#a"): fz*) > f(2),

La valeur f* = f (z*) s’appelle valeur minimale (mazimale) locale.

Définition (Point Extremal). Un extremum (point extremal) est un point minimum ou
maximum.
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Définition. On note
arg min f (z),

I’ensemble de points minimums globaux, c’est & dire

x* € arg m]%n f (z) < x* est un minimum global de f.
T€R™

Une notation similaire pour les minima locaux

" € arg mi‘r/lf () < z* est un minimum local (sur V') de f.
S

Existence et unicité d’un point de minimum
Commengons par la définition d’une fonction coercive.

Définition




On dit que la fonction f : R™ — R est coercive si

lim f(z) = +o0.
[ ]| =00

Autrement dit, dans toutes les directions de R™ ou = peut tendre vers U'infini, f tend vers
+00.

Exemple.
1) La fonction f (x) = |x| est coercive; en effet

lim f(z)= lim |z]=4o0.
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2) La fonction f (z,y) = 2 + y* est coercive; en effet

lim f(z)= lim (2”7 +y*) = +oc.

llzl|—+o0 2 4y2—+foo

Définition (Coercive sur un intervalle). On dit que la fonction f : ]a,b] — R est coercive
si
lim f () = 400 et lim f () = +o0.
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Théoréme (Existence).
Soit f: R™ — R une fonction vérifie les deux conditions

t conti ; ini
{ f est continue = [ admet au moins un minimum global.

f est coercive



Proposition
Soit f : R" — R une fonction différentiable et fortement convexe, alors f admet au moins
un minimum global.

Preuve
Il existe o > 0 tel que,

f@) = f@) + (V)@= y) + 5 le—yll,  Veyel
on pose y = 0, on trouve
F@) = £0) + (VF(0) ) + 5 flaf] 1= 400
ce qui implique que f est coercive. |

Théoréme (Unicité).
Soit [ : R™ — R une fonction strictement conveze.

- Si f admet un point de minimum, alors ce point est unique.
- Si f admet un point de mazximum, alors ce point est unique.
Preuve
Supposons qu’il existe deux minimums 7 et xj tel que =5 # =5 (f (23) = f («3)), alors pour

Ael0,1]

FQer+ (1 =N x3) < Af () + (1= A) f(a3)
< A+ A=A f(21) = f(a7),

ce qui est impossible car x] est un minimum. Alors; on a forcément

* *
] = 5. |



