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Exercice 1:
Soit la fonction suivante f (z,y) = —xy+y?, (z,y) € R?

1. Montrer que f est coercive.

2. Calculer le gradient en tout point puis déterminer les points critiques de f.
3. En déduire le minimum global de f.

Exercice 2:
On considére la fonction

1
f(z)= 533TA35 —bvlz+ec
avec A une matrice réelle symétrique.

1- Calculer Vf (z) et V2f (z).
2- Soient Ajin, Amae la plus petite et la plus grande valeur propre de A. Montrer que

Ve e R" : Amin H*THQ (Az, %) < Amax HZCHQ

3- Supposons que A est définie positive:
- Montrer que f est coercive.
- En déduire que f admet un minimum global (unique).
- Montrer que: x* est solution du systéme Ax = b si et seulement si x* réalise le minimum
(unique) de f(x) sur R™.
4- Si A n’est pas semi définie positive, montrer que f n’admet pas de minimums sur R”
5- Application: Soit

f: R? — R
(r,y,2) f(ffy?/,z):I2+y2+z2+xy+yz+xz—3x—4y+4

a- Mettre f sous la forme d’une fonction quadratique

1
gscTA:c — bz +c
oll A est une matrice symétrique, b € R3 et ¢ € R.

b- Résoudre le probléme min,cps f ().

Exercice 3:
Déterminer les points critiques des fonctions suivantes en indiquant la nature des ces points:

L f(zy) = (x—1>2+2y2;

2. f(z,y) = eV (2% = 29%);

3. f(z,y) =223 —6:L°y—|—3y

4. f(ZL’ )763[: +y?+22

5. fl(x, )—x +4xy—i—3y — 2z + 5y;
6. f(z,y) = 2" — 2y* + 5y* + 2x;

7. flo,y, 2 )—43:2+6y2+322.



Solution Ex 1:
Soit la fonction suivante f (z,y) = $2* — zy + ¢, (z,y) € R"

1. On pose
T L 008(6) s 2 2 _ 2 /.2 2
{y—TSiIl(H) x y 7 = x +y =7

C’est, & dire

lim  f(x,y) = lim f(r6)

l[(z,y) | =00 r—=+00
4

—  lim <%cos4 () — r2cos () sin () + r*sin® (9))

r—-+00

— L 4 ( i cos® () — cos (0) sin () N sin? (9)) .

r—-+00 72 r2

2. On a
Vi(ry) = (¢*—y,—x+2y)" =(0,0)

N 2> —y=0
—x+2y=0

o (oY) € {(0,0), (%\/5}1\/5) , (—%f,—i\/i)}
3. La matrice hessienne
Vif(z,y) = ( 3_3:12 _21 )
- (2,y) = (0,0) :

V2f(0,0) = ( 1 _21 ) n’est pas définie (point selle)

1 1 3
Vif (5\/5, Z_lﬁ) = ( _21 21 ) définie positive (minimum local)
- (xvy) - (_%\/57 _%\/5)
. [ 1 1 3 e
Vi —=V2, —Zﬁ = _21 9 définie positive (minimum local)

Conclusion: Comme f admet au moins un mini global et

r(-5va-3ve) =1 (3v25v2) =



alors (—— 2, —1\/_ ) et ( \/_ = 2) sont minimums globaux.
Solution Ex 2:

On considére la fonction .
f(x)= §xTAx —b'r+c

avec A une matrice réelle symétrique.

1-Vf(z) = Az — b et V*f (z) = A.
2- Soit x € R™ il existe (o;);_, C R tel que

n
Tr = E U4,
=1

avec v; est un vecteur propre associe a \;. Donc

(Az,x) = <A (Zam) ,Zaivi>

n n

= E Oéz'AUmE o
i=1 i=1
n n

= E CYMW@E ;U
i=1 i=1

alors

n n n n n n
Amin E Ozm,g a;v; ) < E Oéi)\iviyg ;¥ ) < Amax § aivi,g Q;v;
=1 =1 =1 =1 =1 =1

d’ou

Amin Hm“ (Az,2) < Amax H$H2
3- Supposons que A est définie positive:
Nous avons A, > 0, et encore

(Av,z) > Ain [l2]|?

1 mln
= §xTA:U Vo +c> 0| H — bz +ec
1 mln
= §xTA:U — by >0 I H — [ol| f|z]| + ¢

v

)‘min ||b||
o] ( e
2 Jal

Donc lim|jz|—+4e0 f () = +00. Comme [ est continue et coercive alors elle admet au moins
un minimum global. Ce minimum est unique, car f est strictement convexe (la matrice
hessienne est définie positive).

C’est a dire




- Si x* est solution du systéme Ax = b alors

Az = b= A" —-b=0
= Vf(2")=0= 2" est un minimum global

Inversement, si z* réalise le minimum (unique) de f(z) sur R", il vérifie que
Vi@@)=0=Az"—-b=0= Az" =0.

4- Nous avons V?f () = A (la matrice hessienne est constante).

Si A n’est pas semi définie positive, alors la condition nécessaire d’un point minimum n’est
pas vérifie alors f n’admet pas de minimum sur R".

5- Application: Soit

f: R? — R
(,y,2) — f(r,y,2)=2>+1y*+22+ay+yz+az—3z—4y+4

a- On a toujours

A = Vf(x)
b = Vf(0)
c = [f(0)
On a,
Vix)=Qe+y+z2—-32+2c+2—4224+y+z)"
alors
= f(0)=4
= Vf(0)=(-3,—-4,0)"
211
A= Vifx)=1 21
11 2
2- D’aprés sylvester,
Mineur principal diagonal d’ordre 1 : 2

1 2
Mineur principal diagonal d’ordre 3 : det A =4

Mineur principal diagonal d’ordre 2 : det ( 21 ) =3

la matrice A est définie positive, la solution de probléme min,cgs f () est la solution unique
du systeme

2r+y+z2=-3 5 g7
Ar=b< $+2y+22—4 <:>(:vavz):(_17_1171>
r+y+22=0

Solution Ex 3:




Déterminer les points critiques des fonctions suivantes en indiquant la nature des ces points:
L f(z,y)=(z—1)"+24% On a
Vi(ry) = (2z-24y)" =0
& (z,y) €{(1,0)}

La matrice Hessienne est

V2f (z,y) = ( (2) 2 ) (définie positive)

Conclusion: le point (1,0) est un min global.
2. f(z,y) =e"Y(2*> —2y*). On a

Vi(wy) = (7Y (=20—22+2%) eV (2 —a® —4y)) =0

o 22— 2y + 22 =0
2% — 22 — 4y =0

& (x,y) €{(0,0),(4,-2)}.
La matrice Hessienne est

2 -2 +a?+4r 2% — 2% - 20— 4y

2 — oTY s .
Vif(xz,y)=e ( 2P —a? — 9w — Ay Sy— 2P +2? —4 ) (définie positive)
¢ (z,y) =(0,0):Ona

V2£(0,0) = ( (2) _04 ) = det V?£(0,0) < 0 = (0,0) est un point selle.

¢ (z,y) =(4,-2): On a

26 -8

V2f (4, —2) = €S ( 8 _19 ) = det V2f (4, —2) < 0 = (4, —2) est un point selle.

3. f(x,y) =223 — 62y + 3y* On a

(622 — 6y,6y — 62)" =0

622 — 6y =0
6y —6x =0

(z,y) € {(0,0), (1, 1)}

Vi (z,y) = ( 1_2?; _66 )

Vfz,y)

La matrice Hessienne est

¢ (z,y) =(0,0): On a

V2£(0,0) = < —06 6 ) = det V?£(0,0) < 0 = (0,0) est un point selle.

5



¢ (z,y) =(1,1): On a

V2 (1,1) = < i26 _66 ) , sylvester = (1,1) est un min local.

4. f(I‘, Y, Z) _ em2+y2+z2‘ On a
T
Vi(zy,z) = (21’69‘”2”2“2,2y6w2+y2+z2, 2Zex2+y2+z2> —0
& (z,y,2) €{(0,0,0)}

La matrice Hessienne est

s 2 +42% 4oy dxz
Vif(z,y,2) = " TVt dry 2+ 4y dyz
dxz dyz 2+ 422

= V2£(0,0,0) =

S O N
O NN O
N OO

Conclusion: le point (0,0, 0) est un min global. (limjj(z,y.)|—+oo e HyP 2 —

+00).



