Université de M’sila
Département de Physique Séries et équations différentielles

TD N°2(Intégrales Impropres)

Exercice N° 1: Classer les intégrales impropres suivantes selon leurs especes et dire si sont —elles

convergentes .
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Exercice N° 2:

Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :
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Exercice N°3 :

Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :
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Exercice N°4:

Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :
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Exercice N°5:

Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :
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Département de Physique Corrigé TD N°2(Intégrales impropres)
Module : Séries et Equations Difféerentielles(MATH3) Présenté par : Dr S.Bounab

Exercice N° 1:Classer les intégrales impropres suivantes selon leurs especes et

dire si sont —elles convergentes :
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Solution :

10
dx

(x—2)

1
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n’est pas bornée en x, = 2 € [2,10] alors I’intégralef est impropre de second

=

1) La fonction

espéce enx, = 2 ,etona:

J-ll]I dx ; —1 i N
—— — lIImn = oD
_ Zx 7 —
7 [:x 2] M—2 [.'x 2:] J'-’f
Alors Uintégrale est divergente.
, 1- . { . 1
2) On remarque que lim, o ——— =lim,_,—— = lim,_, =~ = ~(= =), alors x, = 0 est une fausse

T
l-cosx

singularité, par conséquent J ——dxestune intégrale propre

o
+an
dx

3) La fonction# est définie sure [0, +<« [alors l’intégralef est impropre de premier espece, et on

0

X
-}

fait le changement de variable t = e* :

+a dx +a dt +ao 1 1
I
s 1+e , tl1+1t) , M 1+t M=+

Alors lintégrale est convergente.
4) La fonction(x + 1) In x n’est pas bornée en x, = 0 € [0,1] alors l’in‘[ézc:,rrale_lrﬂl1 (x + 1) In xdx est
impropre de second espéce enxy = @, et integre par partie on trouve :
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Alors lintégrale est divergente.
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Exercice N° 2.

Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :
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Solution :

+oo
y dx . : . - . :
1) l’mtegralef m est impropre de premier espéece, en utilisant le critere de Riemann :

1
vx € [0,+[: lim x? X enprenandp=3:=1=}k=§¢x)

X
—k (
x—+m 3x*+5x2+1
Alors lintégrale est convergente.

2) l’intégralef;me""dx est impropre de premier espece, en utilisant le critere de Riemann :
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x?—1
Vx € [2,4x[: lim x? X ———=k (enprenandp=1=k=1+0)
x—+wm Va® + 16
Alors lintégrale est divergente.

+ao
) _1dx
3) Dintégrale ad 1
) & L Vaf+16

Ve E[0+w[: limxPXe ¥ =k (enprenandp =2> 1=k =0 # x)
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Alors lintégrale est convergente.

est impropre de premier espece, en utilisant le critere de Riemann :

Exercice N°3 :

Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :
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Solution :
4+

o 71 dx . . \ . .
1) 1 1ntegraleJ. +77..-j estimpropre de premier espéce, on a par comparaison :
., 2
Vx € [0, 4] ! -
x oo ———— = —
2+ |cosx| — 3

o
et on aJ- 3 +w( integrale divrgnte)
0

dx

2+|cosx|
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Alors par comparaison / ’intégralej est divergente.
+-m£ ix e
2) l’intégralef :‘”T est impropre de premier espece, en utilisant le critére de Riemann :
i

Inx
Wx € [1,4w[: lim x® X

=k (enprenandp=1=2 k= 4+ +0)
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Alors l’mtegraleJ- —og oSt divergente.
1
3) Ona
+ao
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Pour I on fait le changement de variable y = —x = I, = j %d}r = I, par conséquent

o
=1, +1, = 2,

+:¢1 .'rl +:¢:1
Etonaaussi:!2=J- ””d.x=J- %dx+f ——dx
o o ™

x.-'

T
1-cosx

dx est une intégrale propre ; eton a

On a dé¢ja vu d’apres I’exercicel que l’intégraleJ.
V]

+
jl31—::93':: . s . - N .
j — dx est une intégrale impropre de premier espéce, on a par comparaison :
T

1— cosx 2
Vx € [m+a[:0 = ——— =
x
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o -2 M 2
et on ch- ~dx == lim |—| = —(intégrale convergnte)
x- M=tw| X T
) Pl e Pl oo
. 9e 1 l—cosx 1-cosx | .
Alors par comparaison / mtegraleJ ——— dx est convergente alors, J —dx est également
T —co

convergente.
+oo
4) l’intégraleJ. In (1 + xi) est impropre de premier espece, en utilisant le critére de Riemann :
1
1
Vx € [1,4w: lim xP X 1n(1-|——12)= k (enprenandp=2>=1=2k=1+ x)
x—++m x

Alors l’intégraleJ In (1 + 1) est convergente.
1 o

+u SLTLY
5) J. = dx est une intégrale impropre de premier espéce, on a par comparaison :
1

TV

E_l eﬂnx E+1
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Ve o Wx
+a
E_i M
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Alors par comparaison / ’intégmleJ
e
1

dx est convergente

Exercice N°4:
Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :

_1gx +oo .
x° +x-
f —dx ; f dx
x x*+1
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Solution :

1) On fait le changement de variable x = —y
—1ex +o g ¥

I= J_ —dx = ——dy
x ) v

-

+a +eoo
-7 N - _}I _}I
On étudié alors la convergence absolue c-a-dlref ‘— ET dy = f ET dy
1 1

Et en appliquant le critére de Riemann :
et
Vx € [L,4w): imy? X— =k (enprenandp=2>1=k=0+ x)
y—+tm ¥
+a .

+oz
—y
Alors l’intégraleJ. E?dy est convergente ; alors l’intégraleJ.
1 1

=1 ¥

conséquent J = dx est convergente.

—a

2) Ona:

¥
— Z—dy est absolument convergente par
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Pour I on fait le changement de variable y = —x = I, = J }' —dy = J- »

o o
conséquent

+m tao
p=n e = | xaﬂzdx—rm 2 g
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Dont I’intégrale f dx est impropre de premier espéce, en utilisant le critéere de Riemann :

/]

Vx € [0,4oo[: li Fox 2a7
x : :x:xinfxx 11

X TX

=k (enprenandp=2>1=2k =2+ x)

Alors [ ’intégraleJ

dx est convergente.
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Exercice N°5:

Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :

3
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Solution :

1) La fonction Inx n’est pas bornée en x, = Olors l’intégrale_rﬁl In x ; est impropre enx; =0, eton
intégre par partie on trouve :

1
J. Inxdx = |xInx— x|j = —1
0

., | ;
Alors I’intégrale | Inx dx est convergente.

2) La fonction——— n’est pas bornée en x; = 0 & [2,3] etx, = 2 € [2,3] alors

xx®-8)=

3
.o, d . N
l’mtegraleJ’ —= est impropre de second espéce enx, =2 ,etona:
= x®—8)E

3 3
dc dx
o ox¥(x— S:]E o ox(x— ijg(sx:2 + 2x + 4]_:

Et en appliquant le critéere de Riemann (pour les intégrales impropres de second espéce) :

1 1
ligﬂ[x—zj'px—5=li£]1[x—2]?’x = - =k
2 p2=E-8E x32 x(x—2)(x*+2x +4)=

r

2 1
dp=—=<1=2k=— )
(aﬂpren P 3 48-7'—'1
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xx"—B)s

oL, dx
Alors I’intégrale f ——z est convergente.

(5-x)(x—1) xi(x®~8)3

3
. 1 , i s d
3) La fonctlon# n’est pas bornée en x, = 1 etx, = 5Salors | 1ntegralef ~— est
N

impropre de second espéce a la fois enx; = 1 etx, = 5,etona:
5 2 5

dx _ dx . dx
VG-0G-1 ) JG-0G-1 | JG-D@x-1)

» Pour I, impropreenx; =1
Et en appliquant le critére de Riemann (pour les intégrales impropres de second espéce) :

1
lim(x — 1)% X =k
21 V5—x)(x—1)
1

(onprendp =1=k =£-7'—' III)

-

Alors I’intégrale J —= et divergente.
g (5—x){x—1)

» Pour I, impropreenx, =5
Et en appliquant le critére de Riemann (pour les intégrales impropres de second espéce) :

1

lim (5 — x)¥ X =k

x5 JE—x)(x—1)
1 1

(onprendp=—=:: 1= Ic=—-7’=:£)
2 4

2 5
9 or , 9o 1 dx .
Alors I’intégrale L T e ©St convergente, par conséquent lintégrale Ji e divergente.

—& n’est pas bornée en xp = 0 alors l’intégraleJ- —5 dx est impropre de second espéce
o
enx, = 0, en appliquant le critére de Riemann (pour les intégrales impropres de second espéce) :
sinx
3 =k
x

4)La fonction

lim (x—0)F x
=0

(onprendp=2>=1=2k=1+10)

T

Alors ['intégrale J === dx est divergente.
I: wh

1
5) Pour I’intégrale| ——— dx, on remarque lim —— = 0(x=1 est une fausse singularité), alors La
Wl-x = o41l-x
0 a1

1
. Inx . oL, Inx .
fonction— n’est pas bornée seulement en x, = 0 alors l’mtegraleJ. = dx est impropre de second
= e
o

espéce enx, = 0, en appliquant le critére de Riemann (pour les intégrales impropres de second espéce) :

Inx
lim(x — 0)?F x =k
xil} V1—x

1
(oﬂprend}rJ:E:‘: 1=k= l]-p-‘::x:)
~l
Alors l’intégrale J
0

Inx

dx est convergente.
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