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Introduction

0.1 Introduction

Dans cas d'un polynéme P de degré n, la connaissance de la valeur de P et de ses dérivées
jusqu’a l'ordre n en un point a permet déterminer P en tout point (z = a + h) € R, cette
propriétés n’est plus vérifiée pour une fonction quelconque. la connaissance de la valeur de
f et de ses dérivées jusqu’ a l'ordre n en un point a permet seulement de connaitre une
approximation de la valeur de f(a+ h) a l'ordre n en a (on verra une définition précise
de cette expression plus loin), en la confondant avec la valeur en d’un polynéme P, appelé
"partie réguliére" de sa formule de Taylor. En analyse la formule de Taylor-Lagrange, de nom
du Mathématicien Brook-Taylor (1685-1731), qui ’établir en 1712 donne une approximation
d’une fonction plusieurs fois dérivables au voisinage d’un point par un polynéme dont les
coefficients dépendant uniquement des dérivées de la fonction en ce point.

Dans notre mémoire on va commencer par la théorie de comparaison des fonctions au
voisinage d’un point et notation de Landau, et aprés on présente la formule de Taylor et ses
concepts différents, le deuxiéme chapitre contient le concept de développements limités(DL),
et la formule de Taylor-Young avec les (DL) de quelques fonctions usuelles et en fin on va

présenter quelques applications des (DL)..



Chapitre 1

Formule de Taylor

1.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

Dans ce qui suit, D désigne toujours une partie infinie de R ,et a un point d’accumulation
de D dans R(a € R)

Soit N € N*et f et g des fonctions définies au voisinage de a dans D , & valeurs
respectivment dans KV et dans KV /

a)On dit que f est dominée par g au voisinage de a (ou que f est au plus de l'ordre de
voisinage de a) ssi il existe M € R, et un voisinage V' de a ,de définition pour f et g tels

que:
Vee DNV o(f(x)) < Mv'(g(x)), wvetv sont les normes associes

On écrit alors

fle) < gla)ouf<g

r—a

b)On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a (ou que f est infiniment
petite devant g au voisinage de a) ssi: pour tout réel ¢ > 0 il existe un voisinage V' de a tel

que f et g soient définies sur D NV et vérifient

(Vz e DNV) v(fz)) <e'(g(x))

On écrit alors

f(@) < gla)on f<g

r—a
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1.1.1 Notation de Landau

On note par Fp(a, KV) I'ensemble des fonctions f & valeurs dans KV et définies sur un
ensemble de la forme V N D ol V est la voisinage de a dans R
Dans la définition 1, fixons N, N/ et g.L’ensemble des f € Fp(a, KV) qui sont au plus
de 'ordre de g (resp.infiniment petites devant g) au voisinage de a est désigné par O,(g)
(resp. 04(g) ),ou plus briévement si aucune confusion n’est possible par O(g) (resp.o(g)).
Grace a cette notation (due a landau), la relation f < g s’écrit:

f € Ou(g),ou f € O(g) , ouencore f(z) € O(g(x)). De méme la relation f < g s’écrit:

f € o04(g),0u f % o(g),ou encore f(x) € o(g(x)).

z—a

Bien que I’ensemble O,(g) dépende de N lécriture f € O,(g) ne laisse aucun doute sur
I’ensemble dont il sagit car on sait bien quel est I’espace des valeur pour f.

On rencontre fréquemment [’abus d’écriture consistant a remplacer le signe € par le
signe = dans f € O,(g).

Méme si c’est parfois commode nous recommandons d’éviter cet abus car il est bien

évident qu’il ne s’agit pas d’une égalite au sens habituel et cela risque déntrainer des erreurs.

1.1.2 Opérations élémentaires concernant o et O

Les assertions ci-aprés se vérifient toutes sans aucune difficulté a partir de la définition 1
1- si g € Fp(a, KN,) est fixée,ainsi que N, on a: 0,(g) C O4(9).
2-fixons g € Fp(a, KNI).pour fiet fo dans Fp(a, KV) et (A, \g) € K2 :
Si fi € O(g) et fo € O(g) alors A\ f1 + Aafa € O(g)
Si f1 € o(g ) et fo € 0( )aalors A f1+ Aaf2 €0(g )a

a
3-pour f, g, et h a Valeurs respectivement dans KV, KV KN" et définies au voisinage

de a dans D
Si f € O(g) et g € O(h) alors f € O(h)
Sif E O(g) et g € o(h) alors f € o(h)

Si feo(g) et g€ O(h) alors f € o(h)
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4- soit f etg valeurs dans KV et KV’ definies dans un voisinage de a supposons que g

. . o . . /
ne s’annule jamais ou voisinage de a et soit v’ une norme standard de K%

(de sorte que ﬁes‘c définie au voisinage de a dans D),on a :f € O(g) ssi ﬁ f est
bornée au voisinage de a.
et f = O(g) ssi mf(a:) —0

r—a

En particulier, pour N7 = 1. ces relations signifient respectivement que |§ Eg | est bornée
f@) 0

9@ 4a

En notant 1 toute fonction constante égale & 1 , on écrit:

au voisinage de a et que

f€0(1)ssi f est bornée au voisinage de a:

f é O(1) ssi f(x) — 0.

5-;01’5 fi € Fp(a, Kx) e(fc gi € Fpla, K)

avec i € {1,2}si fi € O(fs) et gggO(gg), alors fngEO(ngg).

Si fi < O(f2) et g2 € O(gz), alors figs € O(f292)-

Sifi % o(f2) et g1 % O(g2), alors fig: % o(f292)-

Si f1 € O(f2) et g1 € 0o(g2), alors fig1 € o f292)

6-(Coinposition a dﬁoite) Soit A une paartie infinie de R, o € R un point d’accumulation

de Aet o: A — D telle que p(t) — a

t—a

Si feFpla,KN)etge .’FD(a,KN//), alors

(£€0(9) = (for € Ogor))
et (f € 0(9)) = (faso € 0(9090)>

1.’étude au voisinage de +oo des fonctions exp,log et x — x® nous donne:

Sia e Ry 2 € o(e”) etlog(z) € o(z*) d’ou en utilisant (6) avec p(t) = 1
T—+00 T—+00
+ S o(exp(})) et log(t) € o(5=)
t=0 t20

2) On a 22 = o(x), x3 = o' (z?)et plus généralement, si n > p, alors " = o(xP).
En effet, si n > p, alors lim Z> = lim 2" 7 =0

(J)E x—0
Tr—

3)Pour tout @ > 0, on a Inz = o(z%)et 2 = o(e?).En effet, lim B2 = 0 et
T—-+00 T—+00 z——4o00 T

. @ . _
lim % = lim( 2%~ *) = 0.
w—00 © z——+00

Nous nous intéresserons surtout a des fonctions f négligeables devant x"

quand z tend vers 0, avec n € N. On écrira
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f(x) =, o(z™) ou simplement f(x) = o(z")

Pourn = 0, on az® = 1, d’ou les équivalences :

F = o) = f = of1) <= limf(x) = 0

Soit n € N et f une fonction définie au voisinage de 0 sauf peut-étre en 0. Posons
e(z) = % six # 0ete(0) =0 Sif(x) =, o(z™), alors par définition, }:iir(l)z—:(O) =0
Puisque £(0) = 0.

La fonction ¢ est continue en 0. Et 1'on a I’égalité f(x) = 2" e(x) pour

tout  # 0. On en déduit la formulation suivante.

f(x) = a"e(z)
O(xn)si et seulement si < avec € continue en 0

et €(0) =0

f(x) xiO
1.1.3 Les fontions équivalentes

Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage de a € I R, sauf éventuellement en a

On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a et on écrit f ~ g, si g est non nulle

au voisinage de a (sauf éventuellement ena) et si glgl_r)ltll % =

Attention

Le fait que f(a) = g(a) n’implique pas que <i1£1(11 % = 1) , un contre-exemple trivial est
donné par

fz) = 2%, g(z) =z,

alors f(0) = ¢g(0) et pourtant ig}z% =0

D’apres cette définition, aucune fonction n’est équivalente & la fonction nulle.

L’exemple ci-dessus montre aussi que la relation (91613(11 % =
lim (f(z) = g(x)) =0

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle [wg, +00].

) n’est pas équivalente a

On dit que f et g sont équivalentes quand r — 400 (équivalentes au voisinage de
I'infini) et on écritf ~ g si
o

lim L&) — 1
:r~>+oog(w)

Cette définition n’implique pas que les limites de f(z) et g(z) soient définies

Donnons un contre exemple
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fl@y=z+1, et g(z)=x

alors %z%ﬂzl+%—>lquandx—>+oo
et pourtant ni f ni g n’a de limite quand * — 4o00. Méme remarque concernant la

définition précédente.

1.2 Formule de Taylor

1.2.1 Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue de [a, b] dans R. Si f est d “erivable sur |a, b] et si f(a) = f(b),
alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f/(c) = 0.

Preuve. Nous savons que f([a,b]), 'image de [a,b] par f, est un intervalle [m, M].

De plus, il existe x,, € [a,b] et xps € [a,b] tels que f(z,,) =m et f(xy) = M.

Nous allons distinguer le cas ot m = M du cas ou m < M

Sim = M, f est constante sur [a,b] et f (x) = 0 pour tout x €]a, b|.

Si m < M, nous avons soit m < f(a) = f(b) < M soit m < f(a) = f(b) < M.

Lorsque m = f(z,) < f(a) = f(b) < M, z,, est un minimum de f dans [a,b] et
T €la,bl. Donc fI(z,,) = 0.

Lorsque m < f(a) = f(b) < M = f(xn), xpr est un maximum de f dans|a, b] et

xpr €la,bl. Donc fr(zy) =0. m

1.2.2 Théoreme des accroissements finis

Soit f une fonction continue de [a, b] dans R, dérivable dans ]a, b].

Alors il existe (au moins) un point ¢ €]a, b] tel que

f(0) = fla) = fr(c)(b—a).

Preuve. La démonstration repose sur le théoréme de Rolle. A partir de la

fonction f, nous définissons une fonction g telle que g(a) = g(b). Posons
b)—f(a

g(w) = f(z) - L9 (@ — a)

Il est évident que g(a) = g(b), g est continue sur [a, b, et g est d erivable dans ]a, b].
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De plus, g/(z) = f1(z) — w

pour tout = €la,b[. D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que 0 = g/(c) =
fr(e) — W, Le théoréme est donc démontré m

Fonctions réciproques des fonctions strictement monotones

Soit f une fonction continue d’un intervallel C R dans R, derivable sur I.

1.f/(x) > 0 pour tout = € I, si et seulement si f est croissante surl.

2.f1(z) < Opour tout = € I, si et seulement si f est décroissante sur/ .

3. f1(x) =0 pour toutz € I, siet seulement si f est constante surl.

4. Si fr > 0 a l'intérieur de I, alors f est strictement croissante sur /.

5. Si fr < 0 a lintérieur de I, alors f est strictement décroissante surl/.

Preuve. (1) Supposons que f/(x) > 0 pour toutx € I. Si x; etzs sont deux

points de [ tels que =7 < z9, en appliquant le théoréme des accroissements finis sur

I'intervalle [z1,x5], nous avons f(xs) — f(x1) = fi(c)(zy — x1) > 0 avec ¢ €|z, x9]
(I'inégalité découle du fait que f/(c) > 0).

Réciproquement, si f est dérivable sur [ et croissante, alors pour tout zy € I et tout

x € I, avec x # xy, NOUS avons
f(@)—f (o) >0

T—x0

(I suffit d’utiliser la croissance de f et de distinguer les cas < xy et © > (). Donc

par passage a la limite quand = — z, nous récupérons f/(zq) > 0.

(2) La deuxiéme équivalence se démontre de maniére analogue.

(3) Si f7r > 0 a lintérieur de I, alors

f(z2) = f(21) = fr(c)(x2 —21) > 0

pour tout x; € I et x5 € I tels que 21 < x5. Donc f est strictement croissante surl.

Le dernier énonce se démontre de maniére analogue.

Nous pouvons étendre les énoncés 4 et 5 de la proposition précédente au cas ou f

s’annule en un nombre fini de points. m

Soit f une application dérivable sur un intervalle [a, b]. Si f/(x) > 0 pour tout z € [a, ],
(respectivement f/(xz) < 0 pour tout x € [a,b]) et si f/ s’annule une seule fois en ¢ €]a, b]
alors f est strictement croissante (respectivement strictement

décroissante).
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Le résultat peut étre étendu au cas d’une fonction qui s’annule un nombre fini de fois

sur U'intervalle ]a, b].

Preuve. On traite le premier cas. Supposons que f ne soit pas strictement croissante.
Alors il exister,y €la,b], = < y tel que f(x) = f(y). La fonction f étant croissante, on
a f(t) = f(y) pour tout t € [x,y]. Or f est dérivable dans |z, y[. Donc de la proposition
précédente, nous déduisons que f/ = 0 dans |x,y[. Mais cela contredit le fait que f/ ne
s’annule qu’'une fois. m

Soit I =]a,b| et f une fonction réelle définie dans I et dérivable

dans/. Si f/(x) > O(respectivement f/(x) < 0) pour tout x € I, alors

(i) f admet une limite & droite en a dans R (notée o) et une limite a gauche en b

dans R (notée f3),

(ii) f est une bijection de I sur J =|a, 8] (respectivement sur J =3, a),

(iii) la bijection r“eciproque de f, not ee f~!, est d “erivable sur J et

_ 1 1
FW) = 767 = 7oy aveey = f(@)

En particulier, f~! est strictement croissante (respectivement strictement décroissante)

et nous avons

lim f~(y) = a (respectivement lim f~!(y) = b)

y—a T

et
lim f~*(y) = b (respectivement lir%f_l(y) =a)
y*)ﬁ Tr—

Preuve. Traitons le cas ou f/(z) > 0 pour tout = € I, 'autre cas se traite de maniére
analogue. Nous savons que f est strictement croissante sur I, donc la limite de f a droite
en a existe et elle est éventuellement égale & —oco. Notons-la a. De méme la limite de
f & gauche en b existe, notons-la f. Si a < x1 < w3 < b, nous avons f(z1) < f(x2),
donc f est injective. Montrons que f est surjective de I sur J. Soit y € J. Etant
donné que lim+f(x) = a <y < lim f(z) = .1l existe a; et by tels que a < a; < by < b

z—a z—b-
et < f(a1) <y < f(b1) < B. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe

¢ €lay,b] tel que f(¢) = y. Donc f est une bijection de I sur J. 1l existe donc une
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fonction réciproque g de J dans/. Il est facile de montrer que g est continue dans J et
9W) —9(wo) _  9(y) — 9(wo)
Y= Yo F9(w) = f9(%0))

. Pour tout y € J, yo € J, y # yo. En passant a la limite,

- 9) —9lw) _ 1 _ 1 g
nous obtenons y%oﬁ = ygjo f(g(z(;);—f((g(z)/o)) = T La fonction g = f
9\y)—39(Yo

est donc dérivable sur J et lexpression de la dérivée est établie m

1.2.3 Reégle de ’Hospital

Proposition 1.2.1

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I telles que f(a) = g(a) =0
avec a € I. Si f et g sont dérivables en a et si g/(a) # 0,

Alors la limite de f ¢ existe en a et

. f@) _ f(a)
Im 05 = v

Preuve. Etant donné que g(a) = 0 et g/(a) # 0, il existe un intervalle [a — «, a + @]

C I, avec a > 0, sur lequel g ne s’annule qu’au point a (cela découle du développement
) f(x)— fla)
g(@)  g(z) —g(a)

g(z) = (9/(a) + e4(z — a))(z — a) avec limoe, = 0). Nous avons

f(@)—f(a)
ﬁ, pour tout x € [a — o,a + ], * # a. En passant a la limite nous obtenons. lim

e f@)—f)
flz)  MTEET O pa)

g(x)  lim2@=s@ — g'(a)’

r—a r—a

1.2.4 Polynéme de Taylor d’ordre n en un point

Définition 1.2.1 Considérons une fonctionf : I — K™ (N € N*), o I est un intervalle

non trivial de IR. Soit a € I, n un entier > 1 et supposons que f admette au point a

ieme

une dérivée n

k<n-1).

(cela suppose 'existence des dérivées k™ de f au voisinage de a pour

Nous appellerons alors polynéme de Taylor d’ordre n en a de f la

fonction polynomiale, & coefficients dans RY', notée T), ;. définie par :

[—RY, 2= Ty pa(z) = fla) + 3 &z — a)X F(a)

K=1
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Par conventionT] , est la fonction constante de valeur f(a) sur /. La fonction 7, ¢, est
évidemment de classe C* sur I, et I'on a T (a) = f5(a)

n7f7a
Sik<n etng@_)a(a) = 0si k > n. Clest la seule fonction polynomiale de degré < n (a
coefficients dans RY) vérifiant ces conditions.
Lorsquen > 1, les hypotheses faites surf entrainent que f admet en a une dérivée(n —

[)ime et I'on constate que, pour tout = € I :

!

Tn—l,f’,a<x) = Tn,f,a(l‘)

Le polynéme de Taylor d’ordre n en a de I étant destiné a fournir une

approximation de f nous appellerons la fonction R, ;q:] — KV, v — f(x) — Ty r.a()
reste d’ordre n de f au point a. Nous allons donner ci-dessous plusieurs expressions de
R, 1. dépendant de I'usage qu’on veut en faire (expression valable sur tout un intervalle de
longueur finie, ou seulement au voisinage de a) en laissant pour le I'expression de

R, ¢ o sous forme d’intégrale.

Formule de Taylor-Lagrange pour les fonctions numériques

Théoréme 1.2.1 Soit I un intervalle non trivial de R et f : I — Rune fonction de classe
(C™ sur I et n+1 fois dérivable sur Int(I). Pour tous a et b dans I, il existe ¢ strictement

compris entre a et b tel que

—a)"t pip .
Rn,f,a:(b(nJr)l)! FeHD(c), soit

o= (Z—(b 7 f”<><a>) TR AC @)

— (n+1)!
Preuve. Sia = b, I'égalité (2) est évidente.
Si b < a, on remplace la fonctionf parf; : z — f(—=z) qui vérifie les mémes hypotheses
que f sur le symétrique Iy de I par rapport a l'origine, et pour laquelle on a :
L((=b) = (—a)* ff(=a) = £(b—a)*f®(a) pour tout k < n. Il suffit donc de prouver

le théoreme avec a < b. Pour cela, considérons la fonction auxiliaire ¢ : [a,b] — R définie

par
n o K — )" l
p(x) = f(b) — Z%ﬂm(z) - %

10
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ou la constante A est choisie pour que (¢(a) = 0 = ¢(b)), de sorte que p(z) vérifie sur [a, b]
toutes les conditions du théoréeme de Rolle, ce qui permet d’affirmer 'existence d’'un réel
¢ €la, b[ tel que @r(c) = 0. Or le calcul de ¢ donne comme résultat @r(z) = E2° D) () 4

(b= x) A les autres termes s’étant réduits deux a deux, et comme ¢ # b, il vient A = "1 (¢).

En portant dans ¢(a) = 0 on obtient exactement la formule (2) =

Définition 1.2.2 Le reste R, 5, ainsi obtenu est appelé le reste de Lagrange. En posant

b=a+h, la formule (2) devient

hn—l—l

m F (a + 0h) (3)

fla+h) Z f(K

ou f# désigne un nombre réel tel que 0 < 6 < 1.
Lorsque a = 0 et b = x, on retient la formule (2) sous sa nouvelle forme

connue sous le nom de formule de Mac-Laurin ) qui s’écrit

n+l

)+ Z (0 U S TAN G (4)

1.Le réel ¢ figurant dans la formule (2) (resp. 6 figurant dans (3) ou dans (4)) n’est en
général pas unique. De plus I'ensemble des valeurs ¢ vérifiant (2) (resp. 6 vérifiant (3))
dépend non seulement de f mais

également de a et b.

(b—:v)'”’l
(n+1)! A.

2.0n n’était pas obligé de prendre le dernier terme de () sous la forme —

On aurait pu choisir la fonction auxiliaire v:

b—z)Pt!
B(2) + (n!(pJ)rl)! A,

[a,b] = R, z+— f(b) +

ol p est un entier naturel que 1’on choisit a sa guise et ou A est choisie pour que

Y(a) = 0. On a alors :

w’(m): (b_x)n (b_x)p

n!

A

f(n+1) (33) +

n!

11
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et Papplication du théoréme de Rolle donneA = (b — )" 2" (¢). Bien str,
Pour p = n, on retrouve le reste de Lagrange ; mais pour p = 0 on obtient le reste de

= (bfa)n# f+D(c) (avec un c différent de celui de Lagrange). Les autres

CauchyR,, 1.4
valeurs de p ne sont guére utilisées.

3. Si f est une fonction polynomiale on retrouve évidemment les formules de Mac-Laurin
et de Taylor étudiées en Algébre. En particulier si le polyndme associé a f a un degré< n,
le reste de Lagrange est identiquement nul.

Comme en général on n’a pas de renseignement précis sur ’emplacement de ¢, la formule
(2) ne présente un intérét majeur que si 'on connait le comportement global de ™+ sur
I (penser par exemple & des fonctions

telles quef(x) = sin(z) ou f(z) = €*). De maniére précise :

Soit I un intervalle non trivial de R, et f : I — R une fonction de

classe C" sur I etn + 1 fois dérivable dans Int (I). Supposons

@+ bornée sur I Alors, pour tous a et b dans I :

b—(l Su
bal g ey ) (5)

| f(b) _Tn, ,a |§
! (n+ 1) seinn)

Sous cette forme affaiblie, on peut étendre le théoréme de Taylor aux

fonctions vectorielles (a valeurs dansk, avec N > 1
Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Taylor-Lagrange)

Soit I un intervalle non trivial de R, et f : I — K™une fonction de classe C™ én sur [
et n + 1 fois dérivable dans Int (I). Supposons la dérivée f("*1) bornée sur I. Alors, pour

tous a etb dans I et pour toute norme standard vsurK” on a :

b= al™ i () (©)

0 = TopaO)) < =05 sup

12
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Preuve. Fixons a et b. Soit g: [ — KV o — f(z) — > %f(m(m); g est continue
K=0

sur/, dérivable dans Int et 'on vérilie que : T € mt gllx) = ——,n’ "
I, dérivable d I I I érifi v mt (I (b_z) (n+1)
(Vz € int(1)) don v(g/(x)) < Myiq |b_ngf|n avec M1 = sup v(f™+Y(z)). Mais le membre
) z€int(l)
de droite est la dérivée de la fonction
h: I — KN
T — Mnﬂ.%si x>bx— %Mnﬂ si x < b, qui est de classeClsur].
Le théoréeme des accroissements finis s’appliquent donc & ¢ et h entre a et b, d’ou :
—q|nt? . n —a)k _qg|nt1
v(g(b) — g(a)) <[ h(b) = h(a) |= My 805 soit o(f(b) — kZ%f(’“)(a)) < My 585
=0

u

Les formules (2), (5) et (6) fournissent une estimation globale du reste d’ordre n en un
point. Par exemple, elles mettent bien en évidence le fait que f est polynomiale de degré
< n sur [ ssisa dérivée (n + 1)-iéme est nulle

sur

Soit f une fonction numérique deux fois dérivable sur un intervalle non trivial I et
supposons f convexe (c’est-a-dire, Vo € I , f"(z) > 0). Pour a et = dans I, écrivons la

formule de Taylor-Lagrange

(Jc entre a et z tel que f(x) — f(a) — (x —a)f(a) = % (x —a)* f7(c)).

N[ =

Il vient: f(z) > f(a)+ (x — a)f/(a) et Pon retrouve ainsi le fait que le graphe I'; de f
est au-dessus de toute tangente a ce graphe.

Soit n € N (n > 2) et [ un intervalle non trivial de R stable par addition, par exemple
[0, +00[ ou R tout entier.

Soit S le R-ev des fonctions numériques n fois dérivables sur I. On donne deux réels M,
et M, et soit F le sous-ensemble de S formé des

f € S telles que |f(x)| < My et |f™(z) |< M, pour tout x € I. Montrons qu'il existe
des réels M, ....... ,M,_1 > 0 tels que

Vfe F Nz el)| fP(x)|< M, pour 1 <k<n-—1

Si P est une fonction polynome de degré d € N, définie par
P(z) = ag + a1z+--aqgx? (ag #0), alorsP+) =0, et

P(z) = z £ ,0(0)
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1.2. Formule de Taylor

P*)(0)

En particulier nous avons a; = —;

Formule de Mac-Laurin Soit f une fonction (n + 1) fois dérivable sur un ouvert /

Si 0 € I, alors pour tout x € I on a

f(@) = f(0) + £/ (0)+ £ f7(0) + .. + L f™(0) + e f "+ (0)

avec 0 €]0,1[ (0 dépend de ).

1)La fonction e” admet, quel que soit n, une dérivée d’ordre n toujours égale a . On a

z(n+1) 01:
(n+l)

Vz € R, 30 €0, 1], " =14+ T+ 5 —|— —|— 44+

2) La fonction définie par f(z) = ln(l + x) est derlvable et les dérivées s’écrivent

f(l‘) = %H,,f”({l}) = (w:—i)Q
(fO(2) = g fP @) = — gl

Vk € R* ,fo)(:c):%, E=1,2,...

D’ou, pour x = 0,

f(0) = 0,f®(0) = (1) 1(({“ = D! Ceci nous conduit au développement de Taylor-
Lagrange pour In(1 + )

3) Les dérivées de cosx s'écrivent :
¥p €N, f@(z) = (1) cosz, f®H)(2) = (—1)*" sin(a),
De sorte que
7O9(0) = (=17, 7D (0) = 0,

Comme nous pouvons développer & un ordre pair ou impair, nous allons obtenir deux

expressions de ce développement. Développons tout d’abord & un ordre pair n = 2p :

2 g 2P bzt
Vo e R, 30 €0, 1 =1+ 1 -1
T € 5 E] ) [7 COS( ) 2! + 4' Tt ( ) : + ( ) (2p + 1)'

sin(fz) (7)

14



1.2. Formule de Taylor

Développons maintenant cos z & un ordre impair n = 2p + 1. Comme la derniére contri-
bution non nulle & la partie réguliere du développement est obtenue pour I'ordre 2p,

nous obtenons cette fois-ci :

y ® 1'2 l’4 x2p pil x2p+2
1 1- =+ = 1 A ey
z € R, 30 €]0, 1], cos(z) = + ot (-1 ) (=1) (2p +2)l

20 4l
On notera que les parties régulieres des formules (7) et (8) sont identiques.

cos(fzx) (8)

La fagon d’écrire le reste dépend de l'ordre. Les dérivées de sinx s’écrivent :
Vpe N, f®)(z) = (~1)Psinz,et fCPT)(z) = (—1)Pcos,
de sorte que
FE9(0) =0, FE(0) = (-1

Nous pouvons développer sinz, tout comme cosx précédemment, a un ordre pair ou
impair et obtenir ainsi deux expressions de ce développement.
Développons tout d’abord sin z jusqu’a un ordre impair n = 2p — 1 :

. 3 z° z2 2 .
sin(z) =2 — 5 + &+ ...+ (=1)P~ 1(2; o + (— l)p@—pp)! sin(0x)

Développons maintenant sin x jusqu’a un ordre pair n = 2p :

sin(z) =2 — I + 8 4 L+ (1P

@p—1)! +( 1) (mZp .008(91’)

2p+1)!
Soit la fonction f(x) = (1 + x)*.

Commencons par « = m € N,

f@0)=m(m —1)-(m—p+1),0<p<m,
f®0)=0,m+1<p.

Ceci nous conduit aux développements suivants pour (1 + x)™

Sio<p<m-—1

(14+2)™ =1+ mz+ ( D2y 4omim )p!(m AR PR m(mz;l'l')(;n_p)xp“(l + Ox)mP1
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1.2. Formule de Taylor

Si m < p, il vient (et on reconnait la formule du bindme de Newton)
(14 x)™ = 1+mx—|—m(7;—!_1)x2+...—|—mm.

Soit maintenant o € R, alors (1-+2)® est définie (pour x > —1) par : (141z)* = e n(1+2)

On voit ainsi (le calculer) que les dérivées s’écrivent :

f(@) = a(l+ )7 f7(2) = ala = 1)(1 + )72,
fP(z) = ala — 1) (a —p+1)(1 +z)*P.

D’otu, pour x = 0,
f®(0) = ala —1)-(a—p+1).

Ceci nous conduit au développement suivant pour (1 + z) :

aal a—1 a—p+1 a—1 a— a—
(14+z)* =1+ az + = )2+ 4 )15' 2t p (p)+1() 2 ppt1(1 4 Q)P

La formule de Taylor-Young

Corollaire 1.2.1 (Formule de Taylor-Young )

Soit I un intervalle ouvert contenant g, et soit f une fonction n fois d “erivable dans I
telle quef™ soit continue en z

(cette hypothése est vérifice si ") (xy) existe). Alors il existe une fonction e, définie
au voisinage de 0, telle que

Fwo+h) = flao) + & fr(ao) + 5 F(x0) + ... + 20 (2) + ke (h) avec lim e(h) = 0

h—0

Preuve. Appliquons la formule de Taylor-Lagrange & f a 'ordre n, nous avons f(zq +

h) = f(wo) + LoH=t0) f1 () 4 LOHR0l f102) () - (OB ItOS ) () - 8 100 () 4

0h) avec 0}, €]0, 1[ (nous utilisons la notation @), pour bien indiquer que 6, dépend de h).
Posons e(h) = L(f™ (zo + 0,) — f™ (20)) limp—o(xo + 01) = 0 et limy_ge(h) =0 car f™

est continue en xq le orollaire est donc démontré m
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Chapitre 2

Développements limités(D.L.)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =|a, b[contenant 0.
Nous dirons qu’un polynémeP de degré inférieur ou égal & n est un développement limité

d’ordre n € N en 0 (en abrégé « DL. d’ordre n en 0 » ) de la fonction f si

[@)=pa) _

n

lim

T—T0

De maniére équivalente, un polynome P de degré inférieur ou égal & n est un (d.l.)
d’ordre n € N en 0 de f s’il existe une fonction £ définie surl telle que lllir%s(h) =0

et
f(z) = P(x) + a"<(x).

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant 0 et n € N Alors f a au
plus un d.l. d’ordre n en 0.
Si P est un polynome de degrén € N* et si k € {0,1,...,n}, avec

P(x) = > a;x', la troncature de P au degré k est le polynome T}, (P) défini par
i=0

Te(P)(z) = é}aixi.

Si P est le d.I. d’ordre n € N* en zéro d’une fonction f, alors, pour 0 < k£ < n, le
polynome Tj(P) (la troncature de P au degré k) est le d “eveloppement

limité d’ordre k en zéro def.

17



2.1. Unicité du développement limité

Définition 2.0.3 Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I C R, et soitzg € I.
Un polynome P est un développement limité d’ordre n en xo (en abrégé un (d.l). d’ordre n

en xg) de f s’il existe une fonction € telle que

f(z) = P(x — x) + (z — zo)"e(x) avec lime(z) =0

r—x0
Pour qu’une fonction f admette un d.l. d’ordre 0 en 0 il faut et il suffit que f soit

continue en 0. On a alors
flz) = £(0) + e(x), avecliéne =0

Pour qu’une fonction f admette un d.l. d’ordre 1 en 0 il faut et il suffit que f soit

dérivable en 0. On a alors

f(z) = f(0) 4+ xf1(0) + ze(x) avec ligns =0

2.1 Unicité du développement limité

Proposition 2.1.1 Le développement limité a un ordre n donné, s’il existe, est unique.

Preuve. Supposons que f admette un autre développement f(a+h) = Bo+ 0, h+-+5,h"+
h"g(h), alors par différence nous aurions 0 = ag— o+ (a1 — ;) h+-+ (v, — B, )R +h™(e(h)—
g(h)). En prenant la limite quand h — 0, nous trouvons 0 = ag — 3, et donc peut se récrire,
en divisant par h(#£ 0), 0 = a3 — 8, + (@ — B)h + ... + (v, — B,)h" L + A" L (e(h) —E(h)).
Mais en prenant & nouveau la limite quand h — 0 nous trouvons «; = 3;. Ainsi de proche
en proche nos aboutissons & 0 = o, — 3,, + €(h) — (h), Ce qui, en prenant la limite quand
h — 0, donne «a,, = 3,,, d’ou finalement 0 = (h) —&(h), ce qui montre bien que £(h) = £(h)

Proposition 2.1.2 La partie réguliére du développement limité, au voisinage de 0, d’une
fonction paire (resp.impaire) ne contient que des termes pairs (resp. impairs). Mais at-
tention, ceci me prouve pas que pour une fonction paire un développement limité a [’ordre
2n s’étend toujours a lordre (2n + 1) avec un dernier coefficient nul. La fonction f(z) =
x? \/m ,par exemple est paire, admet un développement limité a l'ordre 2 en 0 (avec partie

réguliére nulle) mais n’admet pas en 0 de développement limité o 'ordre 3.
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2.2. Développements limités usuels

2.2 Développements limités usuels

Rappelons que la formule de Taylor-Young permet de déterminer le développement
limité d’une fonction
Si f est une fonction n fois dérivable dans un intervalle ouvert I C R contenant z( et si

f(n) est continue en xg alors
f(wo+h) = f(z0) + £ (w0) + B f@(wo) + .. + 15 f ™) () + h"e(h)

ou’e est une fonction définie sur un voisinage de 0 et telle que }llli% £(h)=0

Nous allons maintenant donner les développements limités des fonctions usuelles en0
1 Fonction exponentielle

La fonction exp est indéfiniment dérivable dans R, et, pour tout entier n,exp™ = ex
Nous avons donc

2 =N

l + .....— + 2"e(x),avec, ligng =0

exp(z) =1+ + 5 o

2 Sinus et cosinus

Les fonctions ’sinus’ et 'cosinus’ sont indéfiniment dérivables danskR,

sin™ (z) = sin(z + 2)et cos™ (z) = cos(z + L)

pour tout entier n. Nous avons donc

ZL‘2 5(74 l.?n _—
cos(z) = 1-— it Tt (—1)”(2n)! + 2*"He(x), avec lime =0
() = o= T (1 (0) avec e = 0
sin(z) = x4t T 7*"e(x), avee lime =

La fonction cosinus est paire. Nous remarquons que les d.I. de cette fonction ne contient
que des monomes d’exposant pair. De meéme, la fonction ’sinus’ est impaire et ses (d.l) ne
contiennent que des monoémes d’exposant impair.

Si f est une fonction paire d “efinie dans un intervalle ouvert

contenant0, dérivable jusqu’‘a 'ordren dans I, alors f*1(0) =0 si 2k +1 < n, et

f@)=f0)+ % f@0)+ ...+ %f@K)(O) + x?**1e(h) avec li(I]ng =0et2k+1<n.
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2.2. Développements limités usuels

Si f est une fonction impaire définie dans un intervalle ouvert I contenant 0,

dérivable jusqua Lordren dans I, alors f*)(0) = 0 si2k < n, et

z z3 22k—1 _ .
fl@)=2f00)+ L fO0) + ...+ mf(ﬂ( D(0) + 2%*¢(h) avec lime = 0et2k < n
3. cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique

Les fonctions ch et sh sont indéfiniment dérivables dans R, ch est paire, sh est

impaire, ch®®) = ch et sh(*+1) = ch. Nous avons

@’ " 2n+1 -
ch(z) = 1+ op T T @)l + ¥ e (), avechéna =0
333 :L.2n+1 ont2
sh(x) = x+ a3 + . 2n i) + ¥ e (), avechgns =0

4. La fonction (1 + x)“

La fonctionz —— (14 )%, ow’a € R, est indéfiniment dérivable dans | — 1, +o0], et pour
tout entier n € N* nous avons «

(1+2))™ =a(a—1)..(a —n+ 1)(1 +2)*™.

Nous en déduisons

—1)a? —1)..... — 1)x"
(1+2)* = 1+%+M+ ..... + alazbe.lazntz + 2", aveclime = 0
1! 2! n! 0
Pour a = —1, nous obtenons

1
= l—z+2*+. ...+ (=1)"2" + 2"() avec,lime = 0
1+ 0
1
: = l+z+22+... +2"+2"%(2) avecme]—1,+oo[,lign5:0
-

Pour a = 1/2, nous avons

2 1.3.....(2n =3
Vi+tr=1+ g — 23; 3T T (=)t 2.4“3?271) )mn + 2"e(x) avec,li(r)ng =0

5. La fonction logarithme népérien
La fonction x — In(1 + x)est indéfiniment dérivable dans] — 1, +o0], et la fonctionz —

In(1 — z) est indéfiniment dérivable dans] — oo, 1[. Nous avons les d.l. en 0 suivants
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2.3. Opérations sur les développements limités

2 n
In(l+z) = z— % + ...+ (—1)”_1$— + 2"e(x) avec, li(l)rns =0
n
1'2 n
In(l—z) = —z— 5 T T + 2"e(x) avec,ligna =0

Exemples de D.L. au voisinage de a # 0

(i) A’ 'aide de

sin(a + x) = sin(a) cos(x) + cos(a) sin(z),

on obtient

2 4

. . - . n 22" 23 o5 n 2+l "
sin(a +2) = sin(a)(1 — 5 + G- + (=1)" Goyp) +cos(a)(z — 5 + 57 + (= 1)" Grpy)2* e(2)

avec, sliéns =0

ii) Avec (a+z)* = a®(142)* lorsque a # 0 nous avons (a+x)* = 1+%£+a(afl)%+
a 1la 2! a

..... | a1} (amnth) g

n! a”

)+ a"e(z) avec, &?li(I)Ilé? =0

2.3 Opérations sur les développements limités

Dans ce paragraphe, f et g sont deux fonctions admettant chacune un (d.l). d’ordre

nen 0

f(x) = P(z) + 2" ),9(z) = Q(x) + 2"eg(x), avec li(r)ngf —0, hgngg 0,
P(z) = ap + @17 + ... + a,a”, et Q(x) = by + bz + ... + ba".

Développement limité d’une combinaison linéaire de f et g

Proposition 2.3.1

Pour tout & € Ret 5 € R, aP + SQ est le (d.1). d’ordre n en 0 de
af + 8g.
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2.3. Opérations sur les développements limités

Développement limité du produit de fet g

Proposition 2.3.2 Le polynome T,,(P x Q) (la troncature du polynéome P x @ au degré n)
est le (d.l). d’ordre n en 0 de f X g.

Exemple 2.3.1 .

1. Déterminons le développement limité d’ordre 2 en 0 de la fonction cos(z)/(1 — x).
Nous avons

cos(x) =1— % + 2%e1(z) et= = 1+ x4 2? + 2%e5(x), avec li(r)ngl = li(I)Il€2 = 0.

Nous obtenons

% =142+ 2 4 22,(z) avec lime =0

2 . Déterminons le développement limité d’ordre 4 en 0 de la fonction cos(x) sin(z). En

utilisant les d.l. des fonctions sinus et cosinus, nous obtenons

cos(x)sin(z) = x — % + xte(x) avec liéns = 0.

Développement limité de la composée de f et g
La composition des développements limités est délicate.

Proposition 2.3.3 Nous supposons que f est une fonction d’un intervalle ouvert I con-
tenant 0, et que f est a valeurs dans un intervalle ouvert J contenant 0. Nous supposons
que la fonction g est définie sur Uintervalle J. (Comme précédemment). Nous supposons
que P est le d.l. d’ordre n en 0 de f et que Q est le d.l. d’ordre n en 0 de g.) Si f(0) =0
alors le polynome T,,(Q o P) (la troncature du polynome Qo P au degré n) est le d.l. d’ordre
nen(0 dego f.

1. Déterminons le développement limité d’ordre 2 en 0 de la fonction exp(sin(z)).
Nous avons f(x) = sin(x), g(z) = exp(z), et f(0) = 0. Avec les notations de la
proposition, P(z) = 2,Q(z) = 1+2+ % , Qo P(z) = Q(z) = 1 + x + 2% = Ty(Q o P).
2. Déterminons le développement limité d’ordre 4 en 0 de la fonction cos(sin(z)).

Iei f(x) = sin(z), g(x) = cos(x), f(0) =0, P(z) =z — & , Q(a) =1 — & + &,

@—Z)2  (o-zo)

QoP(x)=1- 2?!)! +

et Ty(Qo P)(z) =1— 2 4 3X%
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2.4. Développement limité au voisinage de I'infini

Développement limité du quotient de f par g

Le (D.L) de fg, s'il existe, est défini via le quotient de la division d’un polynome par un
autre suivant les puissances croissantes. Cette notion est introduite & la section suivante.
Si g(0) # 0, le quotient, de la division suivant les puissances croissantes d’ordre n, de P

par @ est le (d.1) d’ordre n en 0 de fg.

Division d’un polynome par un autre suivant les puissances croissantes

Soient A et B deux polynomes, et soit n un entier naturel. Si B(0) # 0 alors il existe un
couple unique (Q,, R,) de deux polynomes tel que

(i) @, est de degré inférieur ou égal a n,

(i) A(z) = B(2)Qn(x) + 2" R"(x).

Le polynéme @), est appelé quotient de la division, suivant les puissances croissantes

d’ordre n, de A p.ar B

2.4 Développement limité au voisinage de I’infini
Si f est une fonction définie sur ]a, +oo[, il est parfois possible d’écrire
f(x) = P(2) + e(z) avec, elime = 0

et P est un polyndme de degré n. Un tel développement est appelé développement limité
de f au voisinage de +00. Un exemple est donné en section 5.4. Mais, suivant

les fonctions considérées, il existe d’autres développements possibles, par exemple en
fonction de x—la, a > 0, a la place de i C’est la raison pour laquelle nous n’aborderons pas

cette notion de fa con g’en erale.
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Chapitre 3

Applications des dévelopements

limités (D.L.)

3.1 Calcul de limites par développements limités:

Si on a les formes indéterminées co — oo, 0 X oo, %. Une autre forme indéterminée est 1°°
(prenant son logarithme, on retrouve la forme 0 x 00).
Pour lever I'indétermination de la forme oo — 0o, on met en facteur I'un des deux termes,
A A n n N o) s ) 0
généralement "le plus grand", et on rameéne au cas =, qui n’est autre queg
[e%s) 0
écrit d’une autre facon, puis éventuellement au cas 0 x co, qui se raméne encore au C&S%.
Pour lever I'indétermination de cette derniére forme, un moyen efficace consiste & mettre en
évidence les parties principales des infiniment petits au numérateur et dénominateur.
Ceci s’obtient bien souvent en utilisant les développements limités, comme on e verra

dans ’exempe suivant.

Soit & déterminer

: r—arctan x
lim £=grctant
r—0 T“sinz

qui est une forme indéterminée de la forme g. Calculant le développement limité de la

fonction arctan a I’ordre 3, nous obtenons pour le numérateur

a— arctanz = Z (1 +¢,(x)),
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3.2. Etude locale d’une courbe

tandis que le dénominateur s’écrit, a partir du développement de sin z :

r?sinz = 23(1 + eo(x)).

D’oil le résultat, en simplifiant par 23 :

r—arctanz __

lim £=85< =
r—0 r<smoxT

1
3

3.2 Etude locale d’une courbe

L’équation de la tangente en zy a la courbe (C'), d’équation y = f(x), est donnée par

Y =yo + fl(wo) (7 — x0) = f(20) + f(0) (2 — 20).

Pour situer la courbe par rapport a cette tangente, nous devons donc estimer la différence

D = f(x) — (f(zo) + fr(xo) (2 — x0)),

pour les x proches de zy. Or, la formule de Taylor-Young donne :
r—X 2 b3 // X
D= %f (20) + (x — m0)%e(x — ) = (x — xO)Q(fT(O) + e(x — x9)).

Distinguons plusieurs cas:

a/ [ (x¢) > 0. Pour x suffisamment proche de xg, D est strictement positif : la courbe
est située au dessus de la tangente (elle est convexe dans un voisinage de

o).

b/ f”’(x¢) < 0. La courbe est au-dessous de sa tangente.

c/ f7(xo) = 0. Supposons f®)(xq) # 0, on écrit la formule de Taylor-Young & I'ordre 3,
et ’on voit sans difficulté que D change de signe quand = approche xy d’abord par valeurs
plus petites puis par valeurs plus grandes que xy. La courbe traverse sa tangente au point
Zp. On a un point d’inflexion.

Le développement de Taylor Young permet également d’étudier les extrema, on a vu
qu'une condition nécessaire est que f/(xo) = 0. On a alors D = f(z) — f(x0)

a/ Si f7(xg) > 0. Pour z suffisamment proche de zg, D est strictement positif, zo réalise
un minimum local.

b/ Si f7(z9) < 0, xy réalise un maximum local.

c/ Si f7(x0) =0 et f&(x0) # 0, on a un point d’inflexion, donc pas d’extremum.

25



3.3. Etude des branches infinies d’une courbe

3.3 Etude des branches infinies d’une courbe

Considérons comme exemple, le cas : f(x) tend vers l'infini quand = tend vers I'infini.

1. Si @tend vers l'infini quand = tend vers l'infini on a une branche parabolique de
direction asymptotique Oy.

2. Si lim {2 = 0, on a une branche parabolique de direction asymptotique Ox.

rT— 00

3. Sigﬁgg@ = «a # 0, la droite y = ax est la direction asymptotique de la courbe,

et on doit encore distinguer deux cas :

—Si f(x) — ax tend vers oo quand x — o0, on a encore une branche parabolique.

- Si zh_{lc}o (f(z) —ax) =, la courbe admet la droite d’équation y = ax + [ comme
asymptote. Sa position par rapport a cette asymptote dépend du signe de 'infiniment

petit D = f(z) — (ax + 8) quand x tend vers l'infini.

Pour faire I’étude dans le cas 3. il suffit d’avoir un développement limté au voisinage de

I’infini de la fonction £, En effet si on a

@:%4_%4_2—3-#%5(%) avec ag # 0
On trouve alors

a=apB=aet D= f(z)—apr—a =1 (az+e (1))

Pour x grand, as + 8(%) a le signe de as, on en déduit donc la position de la courbe par
rapport a 'asymptote d’équation y = apx + a;.
Si as = 0, il faut trouver le premier terme non nul aprés a, dans le développement de

@ et faire un raisonnement similaire.
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Chapitre 4

Conclusion

Les développements limités nous permettent de construire une approximation d’une fonction
réelle en un point donné ou 'infini.

Les développements limités sont utilisés dans le calcul des limites (formes indéterminées)
dans la construction de la courbe représentative d’une fonction, notamment pour préciser

la position relative de la courbe et d’'une asymptote.
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