Intégration numérique

Formules simples

Formule du trapeéze

L’erreur est donnée par

Formule de Simpson

/b e = CT pla +ar (25) + 50
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L’erreur globale est donnée par

(b—a)®
2830

f@m), nelab]

Formules composites

Si on note h = (b-a)/n et zr, = a+ k x h avec 0 < k < n. Les formules composites sont :
Méthode des trapezes

b n—1 n—1
/f(l’)dl‘ = % (f(a) + ) +2) flaw) + 4Zf($2k+1)>

k=1 k=0

Résolution d’équations a une variable

Méthode de Bissection

si f(z) est une fonction continue dans l'intervalle [a,b] et si f(a)f(b) < 0 alors il existe ¢ € [a, D]

b b
tel que f(c) = 0. Ainsi on decompose 'intervalle [a, b] en deux intervalle [a, a—2|— | et [a; ,b]

et on refait le test sur ces nouveaux intervalles on arrivera a une solution apres n itération et
b—a

2TL

I'erreur dans cas est € =



Méthode de point fixe

On transforme ’équation f(z) = 0 a une équation équivalente = = g(z)
f(2) =0 =2 = g(a)

. On obtient 'algorithme suivant
Tnt1 = g(Tn)

. Cette méthode converge si |¢'(z)| < 1

Méthode de Newton

c’est une méthode particuliere de la méthode de point fixe avec

f(xn)

Tn41 = Tpn — f/(SC )
n

Equation différentielle

I’équation différetielle du premier ordre

Méthode d’Euler

Etant donné y(z¢) = yo et un pas h on aura
Ti = x0 + 1.h Yir1 = Yi + h.F(xi, y;)

Méthode de Taylor d’ordre 2

Etant donné y(z¢) = yo et un pas h on aura

. h? (OF OF
x; = xo + i.h Vi1 = Yi + hF (s, y:) + > (&rxy + F($i7yi)‘9?Ja:i,yi>

Méthode de Runge-Kutta d’ordre 2

h
— [F(xi,yi) + F (i + h,yi + h.F (i, ;)]

zi=aotih Y =yt

Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

) h
x; =0 +i.h Yirl = Yi + 5 (k1 (s, yi) + 2ko (i, v3) + 2k3(xi, i) + ka(zi, i)

avec

ki(xi,yi) = hF (zi,vy:)  ko(zi,ys) = hF(x + h/2,y; + k1/2)
k3(xi,yi) = hF (x4 h/2,y; + k2/2)  ka(xi,yi) = hF(x + h,y; + k3)



PROGRAM TRAPEZE_SIMPSON

IMPILICIT NONE
! Programme pour calculer la valeur de pi en evaluant 1 intégrale
! I=\int_0M1{(1-x*x)"(1/2)dx} par la méthode de trapéze et de Simpson
1

REAL*8 a,b,s,x,h,f,s2,pi

INTEGER i, n

f(x)=4.0d0*dsqrt(1.0d0-x*x) ! la fonction a intégrer
pi=DACOS(-1.0d0) ! la valeur exacte de 1 intégrale
WRITE(*,*)'donnez les bornes d integrale'

READ(*,*)a,b

WRITE(*,*)'donnez n'

READ(*, *)n

c methode de trapeze

s=(f(a)+f(b))/2

h=(b-a)/n

DO i=1,n-1
x=a+i*h
s=s+f(X)

ENDDO

s=h*s

c methode de simpson 1/3

s2=f(a)+f(b)
DO i=2,N-1,2 ! les nombres paires
x=a+i*h
§2=52+2*f(x)
ENDDO
DO i=1,n-1,2 ! les nombres impaires
x=a+i*h
$2=52+4*f(x)
ENDDO
s2=s2*h/3
WRITE(*,*)'integrale de la fct f est ',s,s2
WRITE(*,*)'Les erreurs sont ',DABS(s-pi),DABS(s2-pi)
END



PROGRAM bisection_newton
! I
! Programme pour calculer les racines de equation f(x)=0 |
! en utilisant la méthode de bissection et la méthode de Newton |
! N. Baadji |
! |

IMPLICIT NONE

REAL*8 a,b,f,x,er,er0,fp,x1,x2,c

INTEGER n,i,nmax

f(x)=x*x-2.0d0 ! ici on définit la fonction f(x)

fp(x)=2*x et sa dérivé

nmax=10000 ! Maximum nombre d iteration

!

! la méthode de bosection
|

WRITE((*,*)'Donner les borne de intervale [a,b]'
READ(*,*) a,b
WRITE(*,*)'Donner erreur voulue er0'
READ(*,*) er0
x1=a
x2=b
er=dabs(b-a)
n=0
DO WHILE (er>=er0)
c=(x1+x2)/2.0d0
IF(f(x1)*f(c)<=0.0d0)THEN
x2=c
ELSE
x1=c
ENDIF
er=abs(x1-x2)
n=n+1
WRITE((*,*) n,dabs(c-dsqrt(2.0d0)),c
IF(n>=nmax)EXIT
ENDDO
!

! La méthode de Newton
|

WRITE(*,*)'Donner la valeur initiale pour la meth. Newton'
READ(*,*) c
er=1.0d0
n=0
DO WHILE (er>=er0)
x=c-f(c)/fp(c)
er=abs(c-x)
=X
n=n+1
WRITE((*,*) n, ¢, dabs(c-dsqrt(2.0d0))
IF(n>=nmax) EXIT
ENDDO
END



Examen de Méthodes numériques
2¢me année physique  (1h30m)
Choisir 3 exercices.

M’Sila le : 28/01/2020

Intégration numérique

Exercice 1:
1. Calculer par la méthode de trapéze la valeur approchée de l'intégrale

0/ Vrdr

e a. En divisant 'intervalle en 5 sous-intervalles.
e b. En utilisant un pas h = 0.025.

2. Calculer la valeur exacte et l'erreur commise dans chaque cas (a. et b.). Commenter ces
erreurs.

Exercice 2:
Pour dériver la Méthode de Simpson % pour le calcul des intégrales, on met

b

2
s [ F@n =Y wnf(e)

n=0

a

b+a

avec rgp = a I = et o9 = b.

Calculer les coefficients wy w; et wa?

’Résolution d’équations a une variable ‘

Exercice 3:

1. Montrer que si g(z) est fonction continue sur 'intervalle [a, ] et si g : [a,b] — [¢,d] C [a, b],
2 alors 3z € [a,b] tel que x = g(x)

2. Vérifier que I’équation x = e~ admette un solution dans l'intervalle [0, 1]

Exercice 4:

1. Montrer que Iéquation 4z cos(x) — sin(z) = 0 est équivalente & ’équation x = arctan(4x)
(équation rencontrée dans les transitions de phase).

2. Montrer que I’équation x = arctan(4z) admet une solution dans l'intervalle [1, 2]

3. Faire 6 iterations de la méthode du point fixe en partant de x¢g =1

ICette approximation est exacte si f(x) est un polynéme d’ordre inférieur ou égal & 2
2g(x) est dite k-lipschitzienne contractante si V(x,y) € [a,b]?, |f(z) — f(y)| < k |z — y|. avec k €]0,1]



Equation différentielle ‘

Exercice 5:

Montrer que la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 est équivalente a la méthode de Taylor
d’ordre 2 pour la résolution de I’équation différentielle y'(z) = F(x,y) (développer la fonction
F(z+ h,y+ h.F)).

Exercice 6:

On considere le circuit suivante constitue d’une résistance R un condensateur d’une capacité C'
et un générateur du tension alternative V' (t) = Vj cos(wt).

1. Donner ’expression du courant qui circule dans ce circuit sachant que le condensateur était
initialement vide.

2. Ecrire un programme en fortran qui résout I’équation différentielle obtenue.

R

1
| S |

V() © -C

Figure 1: Circuit RC

Bonne Chance



Solution d’examen de Méthodes numériques
2¢me année physique  (1h30m)
Choisir 3 exercices.

Intégration numérique

Exercice 1: (7 pts)
1. On Calcule par la méthode de trapeéze la valeur approchée de I'intégrale

/\fd;v

b n—1
/f(:v)d:n ~h (f(a)—Ql—f(b) + Zf(m@)

en utilisant

comme a =0b=.0.25
¢@_ 0.05 avec

zo =02, = k:hn<:> x1 = 0.05 29 = 0.1 x3 = 0.15 x4 = 0.2 x5 = b = 0.25 on remplace par
ces valeurs on obtient

a.n=5onh=

0.25

/\/de:h<\f+\[+z\ﬁ>
0

0.25

V0.2
/ Vadz ~ 0.05 (‘/6+205 +0.05 + V0.1 + v0.15 + \/0.2> = 0.0812
0

b _
b. h:O.025:>n:Ta:10deméme
20 = 0 21 = 0.025 29 = 0.05 23 = 0.075 24 = 0.1 25 = 0.125 x5 = 0.15 27 = 0.175 zg —
0.2 29 = 0.225 2,0 = b = 0.25

et
0.25

/\Fdx_ (fJ“[ Z«@) = 0.0826
k=1
2. La valeur exacte est

/fdx_ V39?0 = E:0.0833

et I'erreur commise dans chaque cas
A, =0.0021 Ay = 0.0007

L’erreur en b. est plus petite que celle en a. car h est plus petit.




Exercice 2:(7 pts)
Pour dériver la Méthode de Simpson % pour le calcul des intégrales, on met

b 2
bia!fwwx:g%mﬁmm

b+a

avec rp = a T, = et 9 = b. et comme cette approximation est exacte si f(x) est un
polynéme d’ordre inférieur ou égal & 2 on prend les trois cas f(z) =1, f(z) = z et f(z) = 22

on obtient

b
1
f@) =1 = 2 [ fa)de =1 = wo+ w -+ 1)
1 / b b
+a a+
f@) =2 = o [ o =25 —woa +un(“7) + wab (2)
1 ; b? + a? b b
+a”+a a+

f(ﬂf) = 1172 — b_a/f(x)da: = # = w0a2 + 'U)]_( 9 )2 + w2b2 (3)

. . . 4

A partir de ces équations on trouve que wy = wy = =, Wy = 6

’Résolution d’équations a une variable ‘

Exercice 3:(7 pts)

1. Comme
g: [CL, b} — [Cv d] C [CL, b]
on a alors
g(a) € [e,d] C [a,b] = a < g(a)
de méme

9(b) € e,d) C [a,b] = g(b) < b

Si on définit f(x) = g(x) — = et comme g(z) est continue f(z) 'est en plus

fla)=gla) —a<0  f(b)=9g(b)=b>0
donc
f(a)f(b) <0 = 3z € [a,b]tel quef(x) =0

et donc

f(a)f(b) <0 = 3Jx € [a,b]tel que g(x) ==z

2. La fonction g(z) = e™* est une fonction continue et strictement décroissante sur I'intervalle
[0,1] et en plus g(0) =10 < g(1) = 1/e < 1 et donc g : [0,1] — [1/e,1] C [0,1] et par
0,1

conséquence x € [0, 1]tel que e™® =z




Exercice 4:(7 pts)
1.
4x cos(x) — sin(z) = 0 <= 4z = tan(zr) <= x = arctan(4z)

2. Soit f(z) = x — arctan(4z) f(1) = —0.3258 < 0 < f(2) =0.5536 > 0

f(a)f(b) <0 = 3Tz € [a,b]tel que f(z) =0 <= x = arctan(4z)

e 1 1.32581
e 2 1.38442
e 3 1.39214
e 4 1.39311
e 5 1.39323

e 6 1.39325

Equation différentielle

Exercice 5: (7 pts) Dans la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2, on a

h
— [F(zi, i) + F (2 + h,yi + hF(xi,:))]

zi=aotih  yi =yt

en développant F'(x; + h,y; + h.F(x;,y;)) au voisinage de (x;,y;) on obtient

oOF
+ F(xi, yi) —

oF
F(zi+h,yi + h.F(z;,y:) = F (xi,y:) + o By

ox

et on obtient la méthode de Taylor d’ordre 2 Etant donné y(xp) = yo et un pas h on aura

r; = x9 +i.h Yir1 = yi + hF(i, yi) + 2 <8$Cxi,yi * F(xhyi)aacuyi)

Exercice 6:(7 pts)
On applique la loi des mailles pour obtenir
Q Q Q@ W

V(t)=R.I+ c = T re " Ecos(wt)

d
car I = d—cf On obtient donc un équation différentielle d’ordre 1 avec la condition initiale
Q(t=0)=0.



PROGRAM RC

IMPLICIT NONE

REAL*8 v0,r,c,w,t,h,k1,k2 k3 k4,q,f

INTEGER in

f(r,c,v0,w,t,q)=(v0/r)*DCOS(w*t)-q/(r*c)

WRITE(*,*) ’donner v0,r,c,w,h,n’

READ(*,*) v0,r,c,w,h,n

OPEN(2,FILE="charge’)

t=0

q=0

DO i=1,n

k1=h*f(r,c,v0,w,t,q)

k2=h*f(r,c,v0,w,t+h/2,q+k1/2)
3=h*f(r,c,v0,w,t+h/2,q+k2/2)

k2=h*{(r,c,v0,w,t+h,q+k3)

q=q+(k1+2*k2+2*K3+K4)/6

t=t+h

WRITE(2,)t,q

ENDDO

END PROGRAM




