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Feuille d’exercices 10
Deéveloppements limités-Calculs de limites

Exercice 1.
Etablir pour chacune des fonctions f proposées ci-dessous un développement limité de f en 0 a I’ordre
n.
a)fx)=e* n=5 b)f(x)=In(1+x%) n=6 ¢)f(x)=sin(2x) + cos(x?) n=7
In(1
d) f(x) =e3*sin(2x) n=4 e)f(x)= % n=3 f)f(x)=tan(x) n=75
B In(1 + x) B B In(1 + x) _
g)f(x)—m =3 h)f(x)—(1+x)x n=3 l)f() Wn_3
1
NDfx)=v1l+x n=4 k)f(x)zm n=23
Correction exercice 1.
a) fix)=1 +x+£+£+x_4+x_5+0(x5)
b) f(x)=x?— @) ) (xz) + 0(x®) = x? ——+x3+0(x6)
¢) flx)=2x— (Zx) (2;)5—(2:!) +o(x")+1- N ) +o(x7) —Zx——x —1x4+Ex5—Ex +
o(x7)
d) Premiere méthode

fx) = (1 +3x + (32)° (3x)3 + (30" + 0(x4)> <2x - (22)°

2 31 a4l 3 0(x4)>

9 9 27 4
= <1 + 3x +Ex2 +§x3 + Ex“ + o(x“)) <2x - §x3 + o(x“))

9 4 4 9
= 2 — —_ = 3 X[ —— — X ) 4 4
2x + 6x +<2><2 3>x +<3 ( 3>+2 2)x*+ o(x*)

23
= 2x + 6x° + ?x3 +5x* + o(x*)

€ )

Remarque le terme —=— ne sert a rien puisque le développement limité de sin(2x) commence par 2x.

Deuxieme methode

£ = (1 paer &8 O, o(,f)) <2" - x4))

2! 3! 3!
9 9 4
= x<1 + 3x + Exz + §x3 + 0(x3)> <2 —§x2 + 0(x3)>

(1 +3x + %xz + §x3 + 0(x3)) (2 - %xz + o(x3)) donnera un développement limité a I’ordre 3, puis

multiplié par x, on aura bien un développement limité a I’ordre 4

f(x)=x<2+6x+<§x2—§>x"2+(3x(—g)+;x2>x3+o(x3)>

23 23
=x (2 + 6x +?x2 + 5x3 + 0(x3)> =2x + 6x% + ?x?’ + 5x* + o(x*)

e) Premiere méthode



fx) =———=In(1+x) x

In(1 + x) 1
1+x 1+x \7 2

+?+o(x3)>(1—x+x —x3 + o(x?))

1 1 3 11
— _1_= 3) — 2 - 3
x+( 1 2) ( 2 )x +o(x°)=x 2x + 6x + o(x?)

Deuxiéme méthode
In(1 + x) 1 ( x? x3

f(x)=ﬁ=ln(1+X)X1+x— x—7+?+o(x3)>(1—x+x2+0(x2))=

=x<1——+§*ﬁwﬁ>0—x+xz+“ﬂ”

1 1 1 3 11
— -1—_= Z 1) 2 2y | — _2 .2 2
x<1+( 1 2)x+<1+2+3>x + o(x )> x<1 2x+6x + o(x ))

3
e _ 2.2 3 3
X 2x+6x+o(x)

N[ R

f) Premiére méthode
sm(x)

0s(x)

et de cos(x) a l'ordre 5 en 0. la division suivant les puissances croissantes de x —— + Fo par 1 —— +

Z a l'ordre 5 donne le polyndme de Taylor du développement limité de tan(x) a l'ordre 5 en 0.

tan(x) = avec cos(0) = 1 # 0 donc il suffit de déterminer les developpements limités de sm(x)

x3 5 x? xt 5
X 6+120+0(x) 1 2+24+o(x)
RS e
Xt o) R
3 ' 15

x3 x5 5
. 30+o(x )
x3 x5 5
s + o(x>)

2x5 5
T + o(x”)

2x5 5
T + o(x”)

o(x®)
3 5
On trouve tan(x) = x + =+ 2115 +0(x%)
Deuxieme méthode :
3 x5
sin(x) = x — <t o(x®)
1 1 1 2 3 4 5 5
- — = =1-X+X2—-X34+X*— X5+ 0(X)
cos(x) 12424 o) 1+X
2 T24 T O
Avec
X = i + al +o(x®
7t T o)
x%  x* x% x* x4
X2=XxX=|-F+=— S -+ 5)) == 5
< 2+24+0(x)>( 2+24+o(x)> 4+o(x)
X3=X2xX=o0(x>
Donc

X* =X =0(X>) = o(x°)



1 1

=1-X+X?-X3+X*-X>+0(X>

cos(x) T1+x

=1- (—x?z+§+ 0(x5)> + <xz4+ o(x5)> +o(x®) =1 +x72+%x4 +o(x>)
tan(x) = (x — xg + %50 + o(xs)) <1 + %2 + 25—4x4 + 0(x5)>

=x +%x3 +25—4x5 —%x3 —%xS +El()x5 +o(x%) =x+ %x3 +%x5 +0(x)

9)
In(1 +x In(1+ x
e* sin(x) sin(x)
Le probléme ici, c’est que les développements limités de In(1 + x) et de sin(x) commencent tous les

deux par « x » donc le quotient % va se simplifier par x, il faut faire des developpements limités de
In(1 + x) et de sin(x) a un ordre supérieur de 1 (donc 4 pour obtenir un développement limité a I’ordre

3).

2 3
2,3 L4 _x XX 3 2 x3
naen e H o (1R 00) G org g
. = %3 - 2 - x?
sin(x) x—F+o(x") x<1—%+0(x3)> 1=F 06

Premiere méthode : division suivant les puissances croissantes

_x X2 2 3 _x 3
1 2+32 4+0(x) 1 6+g(x2
1 -= +o(x®) |[1-Z+T-%

6 2 2 3

Xy _ X 3

>+ 43+o(x)

_x X 3

. 2+1§+0(x)

Xt _x 3

. 3+0(x)

x2

~ +0(x?)
x3

—=+o(x)

X3 3

-5 o)

o(x?)

Deuxiéme méthode
x  x%* x3
2tz -~ o) x 2 !
=({1--+5——+0(x>)]X 5
1-X

2
1-% 4 0(x3) 2 3 4 =+ o(x?)

On va donc chercher le développement limité a I’ordre 3 de

1—

1
x2 3
1—?+o(x )
1 _ 1
14X

v =1-X+X*-X3+o0(X3)

_ 3
1 6+0(x)

Avec
x2
X = _Z-l- 0(X3)

X? = (—%2+ 0(x3)> (—%2+ 0(x3)> =o0(x?)

X3=0(x2) et o(X3® =o0(x3)
3



1 x2 . . 3 3 P 3
x2 (3):1_ — tol) J+o(x?) —o(x?) +o(x?) =1+~ +o(x?)
1-—+o(x
6

Remarque :

Il était inutile de faire un développement limité de ﬁ al’ordre 3, a I’ordre 1 cela aurait été insuffisant

car alors

1 1 x?
= =1—X+0(X)=1+E+0(x2)

> =
1—%+0(x3) 1+X

Et non pas o(x?), il s’agit donc d’un développement limité a I’ordre 2 et pas 3.

. e s a1 1 ..
Par contre un développement limité a I’ordre 2 de T suffisait.

x  x* x3

1-5+=% +o(x?) x x? x3 1
2 iz 4 =(1—§+?—Z+o(x3) X "
1—F+o(x%) 1-"F+o0(x%)
x x% x3 x?
124 2 _ 2 3 r 3
—<1 2+3 4+o(x )>X(1+6+o(x)>
x 1 1 1 1 x 1 1
1 ()2 (o) ,3 3Y = 1 — 24 T2 _ .3 3
1 2+(6+3)x +( w 4>x +o(x°) =1 > t5x 37X + o(x?)

f(x) :e—xM: (1—x+x—2—x—3+0(x3)><1—£+1x2—1x3+o(x3)>

sin(x) 2 6 2 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1
e (e Gl (b Do
+ > X+ 2+2+2x+ 372712 6x+o(x)
3 3
—1_2 2.2_2.3 3
1 2x+2x 2% + o(x?)

h) On ne peut pas appliquer la formule (1 + x)“ avec a = i car pour appliquer cette formule il faut que a

soit une constante.
1 1 In(1+x)
FOX) =1+ x)x = ex M) = o7 %
Il faut faire un développement limité de @ a I’ordre 3, mais comme dans 1’exercice précédent il va
y avoir une simplification par « x » donc on va faire un développement limité de In(1 + x) a I’ordre 4.

x? x3 «x X 1_£+x_2_x_3+0(x3)
In(1+x) *—F5+5 -7 +o(x") 23 4 x x* x3
= = =1—=4+———+0(x3
x X x 2 3 4

2 3
On ne peut pas poser X = 1 — g + x? — x: + o(x3) et appliquer la formule de eX carce X = 1 # 0
lorsque x = 0

2 .3 2 .3 3
Fx) = ele 7t 57000 = oot T 0%  geX — (1 +X+ %( + X? + o(X3)>

Avec

x  x2 3
— .t 3
X 2+3 4+0(x)



X?=XX= (—£+x—2—x—3+0(x3)>(—£+x—2—x—3+0(x3))=x—2+(—1—1)x3+0(x3)

2 3 4 2 3 4 4 6 6
x?  x3
_X X 3
2 E;+0(x)
X2 53 x  x%  x3 x3
X3=X2X=(Z—?+o(x3)><—§+?—1+0(x3)>=—§+0(x3)

o(X3) =o0(x3)
3
flx) = e<1+X+£+X—+o(X3)

N———

2 6
2 3 2 3 3
=e 1+<—§+%—xz+o(x3)>+%(%—%+o(x3)>+%(—%+o(x3))+o(x3)
=e<1—§+(§+%>x2+(—%—%—%)x3+0(x3)>=e—§x+%x2—%x3+o(x3)
i)
f(x)=%=ln(1+x) (1 + x)2
X2 53
ln(1+x)=x—7+?+o(x3)
Et avec la formule (1 + x)® avec a = —2
2 3
(1+x)2=1+(-2x+ (—2)(—3)% + (—2)(—3)(—4)% +o(x?)
=1-—2x+3x?—4x3 + o(x?)
x? x3
flx) = (x - +?+ o(x3)> (1—2x+3x2 - 4x% 4+ o(x?))
=x+(—2—%)x2+<3+1+%)x3+0(x3)=x—;x2+13—3x3+0(x3)
)
f)=Vv1+x=(1+x)2
1 1 1\ x? 1 1 3\ x3 1 1 3 5\ x*
=1+ (3)x+(3)(-3) 7+ @) (-2) (-2) 3+ @) (-2) (-2) (-2)%
4 1 1 1 5 4 4
+o(x*) = 1+Ex—§x2+Ex3—mx + o(x*)
k)
() = ——— = (1+ (- ))_%
fx) = —= X
1 1 3\ (—x)? 1 3 5\ (—x)3
=1+ (=3) 0+ (=5)(-3) 5+ (-3) (-3) (-3) =+ o
—1+1x+§x2+ix3+o(x3)
2778 16
Exercice 2.

Soit f la fonction définie par f(x) = x3 sin G) pour x = 0 et f(0) = 0.
1. Montrer que f admet un développement limité a I’ordre 2 en 0.
2. La fonction est-elle deux fois dérivable en 0 ?



Correction exercice 2.
. 1 . 1 ;- . 1
1. f(x) = x? (x sin (;)) comme x sin (;) — 0 lorsque x — 0, on peut écrire que x sin (;) =o(x)
Donc f(x) = o(x?) elle admet un développement limité en 0 dont le polyndme de Taylor est le
polynéme nul.
2. f est manifestement continue en 0

f'(x) = 3x? sm(1>+x x( 1>cos<l>=3xzsin<1>—xcos<l)—>0

x2 X X X/ x>0
f'(x) admet une limite en 0 et f est continue en 0, donc f est dérivableen 0 et f'(0) = 0

. (1 1
F - 3sin(y)—xeos(z) oy
= = 3x sin (—) — COS (—)
x—0 X X X
Cette expression n’admet pas de limite en 0 donc f’ n’est pas dérivable en 0, autrement dit f n’est pas
deux fois dérivable en 0.
Remarque :

Ce n’est pas parce que f admet un développement a 1’ordre 2 en 0 que f est 2 fois dérivable en 0.

Exercice 3.

Pour a réel fixé on définit la fonction f, par f,(x) = arctan (fai)

1. Soit n un entier. Déterminer un développement limité en 0 a I’ordre 2n — 1 de la fonction dérivée f,.
2. En déduire un développement limité a I’ordre 2n de f,.
3. Soit k un entier. En utilisant le théoréme de Taylor-Young, déduire de la question précédente la valeur

de £5(0).

Correction exercice 3.

1.
fa(x) = arctan(u(x))
Avec u(x) = x+aax
o u(x)
fa (%) 14 (u(x))z
oy Ix(A-ax)-(x+a)x(-a) 1+a?
W) = (1 — ax)? (1 — ax)?
n 2 _ x+a\® (1—ax)®?+x+a)® 1-2ax+a’x®+x*+ 2ax + a?
@) =1+ (1 — ax) B (1 —ax)? B (1 - ax)?
_1+a*x®+x*+a®> 1+a®+x*@@®+1)  (1+a?)(1+x?)
(1 — ax)? h (1 — ax)? - (1 - ax)?
1+ a?
ey (d—ax)? 1
e = GG 20 ~ 1122
(1 - ax)?
fl() =1—x2+x* — x4+ -+ (=1)"x2™D 4 o (x2" 1)
2.
3 .5 .7 2n-1
fal®) = fu0) + X = b o= b o (— D 07
~ 3 45 47 _xn .
= arctan(a) +x—?+?—7+~--+ (-1 ] + o(x“™)
Ky 2k—1

= arctan(a) + Z L + o(x*™)



3. Lafonction f, est de classe C* donc elle admet un développement limité a n’importe quel ordre

0 0
fa(x) = Zfa L )x +o(x®™) = fa(0)+zfa (© )x L+ o(x®™)

AR O) J2ket zf“")()
(2k 1)' (2k)!

On a coupé la somme entre la somme des l =2k — 1 (les |mpa|rs) et des | = 2k (les pairs)
Par conséquent

= fa(0) + o(x*")

fa(o)(O) = arctan(a) et Vk € [1,n] fa(Zk)(O) =0
f(Zk 1)(0) (_1)k (_1)k

vk € [1,n] 2k =D 2k_1=>‘v’ke [1,nlf, (0) =2k 1)'2k—1 (=1)*(2k — 2)!
Exercice 4.
Calculer les limites suivantes (sans présupposer leur existence!).
sh(x) ) sin(3x) — cos(x) + In(cos(x))
a) lim b) lim c) llm
x~0 sin(x) x50 3 sin(2x) X0 4
2

2 tan(x) — sin(2x) _ L ~ In(cos(2x))

) h -0 x(1 — cos(3x)) e) }Cl_r%(cos(x))x f) }cl—r% In(cos(3x))

| ( 1 1) 01 11<"—1> A 1l (ex—l)
)xl_I}(l) x(e"—l)_x2 )xl—%xn X £) x—1>r-Pooxn X

Correction exercice 4.
On vérifiera a chaque fois qu’il s’agit de forme indéterminée. La technique est plus ou moins toujours
pareil, on calcul un développement du dénominateur a un ordre tel que le coefficient devant le premier
terme du développement limité est non nul, puis on fait un développement limité au méme ordre du
numérateur (il se peut qu’un ordre inférieur suffise)
a) sin(x) = x + o(x), donc un développement limité a ’ordre 1 (a I’ordre O cela aurait été insuffisant)
sh(x) = x + o(x)
Alors
sh(x) _x+ o(x) B x(l + 0(1)) 1+ o(1)
sin(x) x+o(x) x(1+0(1)) T 14000 =0
b) 1l faut faire un développement limité a I’ordre 3 de sin(2x).

3 3 2x)3

3x — Esin(Zx) = 3x — E(Zx - ( 6) + 0(x3)> =3x —3x + 2x3 + 0(x3) = 2x3 + 0(x3)

3x)3 9
sin(3x) = 3x — ( 6) +o0(x3) =3x — §x3 +o(x?)
Alors
_ 9.2 2
sin(3x) 3x — %x3 +o(x®) * <3 zX° o(x )> 3 - %xz + o(x?)
= = = (00]
3x — %sin(Zx) 2x% + 0(x%) x3(2+0(1)) x2(2 + o(1))

Ici un développement limité de sin(3x) a I’ordre 1 aurait suffi.
c) x*estun développement limité dont le premier terme non nul est x*, il suffit de faire un
développement limité de 1 — cos(x) + In(cos(x)) a I’ordre 4



x? x* x? x*
— = —_ —_— J— 4 _ 4
1 — cos(x) + In(cos(x)) =1 1 5 + 24 +o(x*)|+In|1 5 + 24 + o(x*)

2 4 2 4 2

X< X x
= - _ 2
> 24+1n(1+X) 5 24+X 2+o(X)
Avec
xZ 4

__r 4
X = 2+24+0(x)

x? x* x? x* x*

2 _ > .~ 4 o VAN e 4
X —XX—( 2+24+0(x)>( 2+24+o(x)> 4+o(x)
0(X?) =o(xY)

4 2 4 X o(x*)

1 — cos(a) + In(cos(a)) = = % + 5+ o(x?)
COoS(Xx Nn{cos\x —2 24 2 24 o\Xx 2
1 1 1
), 4y — _ .4 4
—( 4 8)x + o(x*) 6x + o(x*)

1 — cos(x) + In(cos(x)) _ _%x4 +oGh) i <_E ' 0(1)) =—zto = _%

x4 x4 x4
Ici, il fallait faire un développement limité de 1 — cos(x) + In(cos(x)) a I’ordre 4, a un ordre inférieur,

on ne pouvait pas conclure.

d)
3x)? 9
x(1—cos(Bx))=x|1-— (1 - (3x) + 0(x2)> = §x3 +o0(x?)
On fait un développement limité a I’ordre 3 de 2 tan(x) — sin(2x)
x3 2x)3 2 4
2 tan(x) — sin(2x) = 2 <x + Y + o(x3)> - <2x - ( 6) + o(x3)> = (§ + §> x3 4+ o(x3)
=2x3+ 0(x?)
2tan(x) —sin(2x) 2x34+0(x3) x3(24+0(1)) 2+0(1) 4
= = = N
— 9 9 -
x(1 — cos(3x)) 2x3 +0(x3)  y3 <% N 0(1)> 2+ o)) 09
e)
Il faut trouver la limite de "% g o,
In 1—x—2+0(x2) x* 2y x*[—=5+0(1)
In(cos(x)) 2 In(1+X) X+o0X) —7 7+ o(x?) B 2
x? - x? T X2 -T2 - x? - x?
_ 1 1 1
=zt
Avec X = _xz_z + 0(x?), donc o(X) = o(x?)
. 11
}CILY(I)(COS(X))X =e 2= ﬁ
f) Enreprenant le calcul du e) en changeant x en 3x, puis en 2x
(3x)* 2 2 2
In(cos(3x)) = — 5 + o(x?) = —5X + o(x?)

In(cos(2x)) = — (2:)2 +0(x?) = —2x2% + 0(x?)
8




In(cos(2x))  —2x*+o0(x?) x%(=2+0(1)) _ —2+0(1) _)f
In(cos(3x)) _%xz + 0(x2) 2 <_% + 0(1)> _%_l_ o(1) x-09

9)
1 1 x—("—1) 1+x—¢”
x(e*—1) x2  x2(e*—1) x2(e*—1)
x?(e*—1)=x?(1+x+o0(x)—1) =x3+ o(x3)
On fait donc un développement limité de 1 + x — e* al’ordre 3
x? x3 x? x3
—eX = —_ N — 3 —_ 3
l1+x—e 1+x <1+x+2+6+o(x)> > 6+o(x)
x?> x3 2 _1_x 1 x
1 1 —7—?+0(X3) x ( 2 6+O(x) _—§—8+o(x)
x(ex—1) x2 x3 + o(x3) B x3(1+0(1)) B x(1+0(1))
1
y ( 1 ) - —7—%+0(x)
s x(e* —1) x2)  x-0 x(1+4o(1))
1
y < 1 1) y —7—%+0(x)
it x(e*—1) «x2 =l x(1+0(1)) B
h)

1 /(e*—1
—In ( )
X X
La on ne sait pas trop a quel ordre faire le développement limité de e—_l et a postériori celui de
ln( xx ) alors il faut se lancer, a I’ordre 0 cela parait un peu juste e* = 1 + 0(1), cela n’ira pas, a
lordre 1, e* = 1 + x + o(x) entraine que —_ = 1+ 0(1) (en allant vite), alors ¢’est mal parti pour un
développement limité de ln( ) alors on tente un développement limité de e* a I’ordre 2.
5 +0(x2)—1 x+5 5 +0(x2) (1 +7+0(x)>

X X X X

ex_l 1+x+

x
=1+§+o(x)

Donc

In (exx— 1) =In <1 +§+ o(x)> =In(1+X)=X4+0(X) =;+o(x)

Avec X = g + 0(x) et en allant un peu plus vite que d’habitude. Alors
1 re*—1\ 1(x 1 (1 1 o(M—1
Z1 ( ) N N 1| == —2x20
X 1 X x<2+0(x)> xx<2+0( )> 2 2

: , . : L 1
i) Ce n’est pas le méme exercice que le précédent car x — 400, On pose t = ol 0% lorsque x —» +oo

1
Donc x = 7

1 et —1 1 1
Tln 1 =tln<(et—1>t>=tln<et—1)+tln(t)
t t

1
Mais t In (e? — 1) est toujours une forme indéterminée lorsque t tend vers 0.



1 1 1 1 1 1
tln(e?— 1) = tln(e?(l —e_?)) = tln(e?> +tln(1 —e_?) =1 +t1n<1—e_?>

et—0
t-ot
Donc
1
tln (1 —e t) 0
t—-0
Finalement
1 e*—1 , 1
lim —ln( )= lim (tln(et—1)+tln(t)) =
x—>+00 X X t—0*t
Exercice 5.

Calculer un développement limité de la fonction f pour chacun des cas suivants :
a) f(x) = x?In(x) ol x tend vers 1 et a I’ordre 5.

b) f(x) =+/x+ 2 oux tend vers 0 et a I’ordre 3.
c) f(x) =In(x+ 2) oux tend vers 0 et a I’ordre 2.

d) f(x) = sin(x) ol x tend vers 7 et & I’ordre 3.
e) f(x)=x3+4x?+x—1 al’ordre 5, d’abord pour x tendant vers 0 puis pour x tendant vers 1.
f) f(x) = In(sin(x)) au voisinage de % et a lordre 3.

Correction exercice 5.
a) Onposet=x—1x—;0,doncx=t+1

fX)=x*In(x)=(C+1)?In(t+1) =0 +2t+t>)In(1 +1¢)
Le développement limité de 1 + 2t + t? a ’ordre 5 est 1 + 2t + t2

2 3 4 5
Le développement limité de In(1 + t) a ’ordre 5 est t — % + % — % + % +o(t®)

2 3 4 5

1 1 1 2 1 1 1
— _ = 2 - 3 __ - _ 4 _ = - 5 5
t+< 2+2)t +(3 1+1)t +( 4+3 1)t (5 2+3)t + o(t>)

3 1 7 1
=t+—t24+-t3 ——t*+—t° t>
Fott gt m At o)

=x—1+;(x—1)2+§(x—1)3—E(x—1)4+%(x—1)5+0((x—1)5)

2 3 4 5
f(x)—(1+2t+t2)<t—t—+t__t_+t +0(t5))

Et surtout on ne développe pas, cette formule n’a d’intérét que pour x — 1.
b) Ne pas faire ’erreur classique suivante f(x) =+v1+ X avecX =x+ 1carce X — 1 lorsque x =» 0

donc on ne peut pas appliquer la formule v1 + X = (1 + X)é
1
fG)=vx+2= 2(1+;) =V2V1+X =201+ X)2

=21+ 35 Q)35+ 6) (3) (D5 +o00)
BT IFEREING Y[ NI

=2 1+f—x—z+i+o(x3) \/_+\/_——\/_—+x/_—+0(x3)
B 4 32 128 128
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c)

d)

Ne pas faire I’erreur classique suivante f(x) = In(1 + X) avec X = x + 1 carce X — 1 lorsque x — 0
donc on ne peut pas appliquer la formule In(1 + X)

FOO) =In(x+2) =In (2 (1+ ;)) =In(2) +In(1+ ;) = n(2) + In(1 + X)

Avec X =2—0, donc
2 x-0

FOO) =In(2) + X —X7+ 0(x) = In(2) +;—%+ 0(x?)
Premiére méthode
On poset—x—% -, 0, donc x = t+—
f(x) = sin(x) = sin (t + 4) = sin(t) cos (4) + cos(t) sin (Z) = ?sin(t) + gcos(t)
V2 t3 V2 t2 V2 V2 \/i V2
= 7(1: —et 0(t3)> > (1 —— (t3)) Sttt —Et3 + o(t?)

VZ V2 VZ 2 2 3 3
=55 (=)= T (-9~ (=) +o((x-3))
Et on ne développe surtout pas.

Deuxieme méthode avec la formule de Taylor

i o - o (x—%)z o (T (x—%)B T3
re=r )+ () (=2 Qa1 Q 5ol
V2
F@)=7%
f'G) = cos(x) = f* (%) = g
@) = =sin() = £ () = -
4 2
f"'(G) = —cos(x) = " (%) = _g
_my? _zy’ 3
f(x):§+§ (x_%)_g@f 2|4) _g(xTLL)JFO((x_E) )
VZ V2, m? V2o myp 3
=7 =D 69 563 +o(-9)

fxX)=x3+4x?+x—1=—1+x+4x? +x3, c’est le développement limité de f en 0 a ’ordre 5,
ici o(x®) = 0.

Remarque : c’est le développement limité a I’ordre n, pour tout n > 4. Le développement limité a
l’ordre 2 en 0 serait f(x) = —1 + x + 4x2 + o(x?) car x> = x2 x x = 0(x?)

Au voisinage de 1, on utilise la formule de Taylor

—1)2 4
FG) = 1)+ G- 1+ I o EEDTL g G
PTY:
om0 -1
f)=5

fl(x)=3x2+8x+1=f'(1) =12
f"x)=6x+8=f"(1) = 14
fP@=6=f21) =6
fP@)=0=f®@D)=0

11



O =0=f®1) =0
_ 2 _ 3
fx) =5+12(x—1)+14(x 21) +6(x 61) +o((x —1)5
=54+12x—D+7(x =1+ (x - 13+ o((x — 1))

f) Onposet=-—x—0,doncx ==—t
2 K 2

2

f(x) = In(sin(x)) = In (sin (g — x)) = In(cos(x)) =In (1 — % + 0(x3)> =In(1+X)

XZ
= X'—'75'+'0(X2)
xZ
Avec X = ——+ o(x3)
X2 =0(x3) et o(X?) =o0(x3)
2
Par conséquent f(x) = _% +o0(x?)

Exercice 6.
1. Donner un équivalent simple de In(1 + x) en 0. En déduire
~ In(1+x)
lim ———

x—-0 X
2. Donner un équivalent simple de sin(x) en 0. En déduire
~sin(x)
lim
x—0 X
3. Donner un équivalent simple de sin(x) — x en 0. En déduire
~sin(x) — x
hnl————j;———
x—0 X
4. Donner un équivalent simple de sin(x) — x en 0. En déduire
_sin(x) —x
hnl————jy———
x—0 X
5. Donner un équivalent simple de 1 — cos(x) en 0. En déduire
1 — cos(x)
x—0 x2
6. Donner un équivalent simple de 1 — cos(x) en 0. En déduire
1 —cos(x)
lim——
x—0 X
Correction exercice 6.
1. In(1+x) X
Alors 229 _ X _ 1 donc
0x
~ In(1+x)
lim
x—0 X
2. sin(x) =X
Alors 29 _ X _ 1 donc
X 0Xx
~ sin(x)
lim =
x—0 X
. SIngx X=X P o\x X = A o\xX 5 o
x3
Alors 29=* "¢ _ _14one
x3 0 x3 6
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sin(x) —x 1

x—0 x3
4 sin(x)—x=x—£+o(x3)—x = —£+0(X3)~ -z
) 6 6 0 6
. _x
Alors 229X~ — _ X gonc
X 0 X 6
sin(x) — x
lim%= 0
x—0 X
xz 2 x2 2 xZ
5. 1—cos(x) =1-— 1—7+o(x ) —1:7+o(x )B’ Y
x2
Alors 2520 _ 2. — L onc
x 0 x 2
| 1—cos(x) 1
xl—r>r(1) x2 2
xz 2 x2 2 x2
6. 1—cos(x)=1—-(1—-—=+0(x*))—-1==+o0(x")~ =
2 2 0o 2
xZ
Alors =050 _ = _ X 4qn0
0 x 2
1 —cos(x)
lim 3 =
x—-0 X
7. e"—1=1+x+o(x)—1f(~)«x
X _
Alors <=2 ~% =1 donc
0x
.oe*—1
lim =1
x—-0 X

Exercice 7.
On désigne par f et g les applications de ]—1,1[ vers R respectivement définies pour —1 < x < 1 par :
f(x) =sin(In(1 +x)) et g)=In(1+ sin(x))
Etablir les développements limités en 0 et a I’ordre 4 des fonctions f et g ; en déduire I’existence d’une
constante réelle k (que 1’on explicitera) telle que :

) = g(x) ~ kx*
Quand x — 0.

Correction exercice 7.

2 3 4 3
f(x) = sin(In(1 + x)) = sin (x X +x__x_+ o(x4)> =sin(X) =X —%+ o(X%h

2 3 4
2 3 4
Avec X = x =T+ -2+ o(x")
x?> x3 x* x?> x3 x*
XZ=XX=(x—7+?—z+o(x4))(x—7+?—z+o(x4)>

1 1 1 1 1 11
_ .2 2 M\.3 N P} 4Y _ 22 _ 3 4 .4 4
X +< > z)x +(3+4+3>x +o(x*) =x*—x +12x + o(x*)

11 x? x3 x* 1
X3 =X2%2X = <x2 —x3 +Ex4+o(x4)><x—7+?—z+o(x4)> =x3+<—§— 1)x4+0(x4)

3
=x3 — Ex“ + o(x*)

X*=x*+o0(x*) et o(X*) = o(x*)
Alors
13



2 3 4

flx) = x—%+?—xz+o(x4) —%(Jﬁ —;x“ +0(x4)> +o(x*)

2 1 1 1 3 x? 1 7
— 4 —_Z1,3 _Z_=).,4 4 — 2 =3 1. 4 4
x +( )x +( 2 Z)x +o(x*)=x 5 +6x 2 X + o(x*)

g(x) = In(1 + sin(x)) = ln<1+x—%3+o(x4)> =In(1+X) =X—X72+?3—XT4+0(X4)

Avec X = x—x6—3+0(x4)
6 3

X3=X2X=x34o(x*%
X*=x*+o(x% et o(X*) =o(xY)

X?=XX= (x—%3+0(x4)> <x—x—3+0(x4)) = x? —x—4+0(x4)

Alors
X2 3 4

—y - .- _ = 4y —
gx) =X > +3 4+o(x) X

=x— %3 +o(x*) —%(xz - %4 + o(x“)) +%(x3 +o(x*)) —%(x“‘ +o(x?) + o(x")

1 1 1 1 1 1 1 1
=x—5x2+(—g+§>x3+(E—Z>x4+o(x4) =x—§x2+8x3—6x4+0(x4)

Par conséquent

x> 1 7 1 1 1
fx)—gkx)=x —7+gx3 —Zx‘* + o(x*) — <x —Exz +gx3 _Ex4 + 0(x4)>

7 1 19 19
Y ) P 4y _ 7 4 N 274
—( 4+6)x + o(x*) 12x + o(x*) 12x

Exercice 8.
Pour chacune des fonctions suivantes proposées ci-dessous un équivalent simple
a) f(x) =x®+5x°%— 6x3 quand x tend vers 0
b) f(x) = x® + 5x° — 6x3 quand x tend vers +oo
c) f(x)=x®+ 5x%— 6x3 quand x tend vers 2
d) f(x) =x®+ 5x°%— 6x3 quand x tend vers 1
e) f(x) =x7 ++x+ (n(x))? + e?* + 4x5 — x° + 10*** quand x — +oo

Correction exercice 8.
a) f)~— 6x3
b) () ~ x°
c) f(2)=28+5x%x2>-6x33 =256+5><32—6><8:256+160—48=268d0ncf(x)f;268
d) f(1)=1+5—-6=0donc f(1) n’est pas équivalent a 0.
D’ aprés la formule de Taylor pour une fonction suffisamment derivable
fG)=fM+f(Dx-1+o(x—-1)
f'(x) =8x7 +30x°—18x%2 = f'(1) =8+30—-18 = 20
Alors
f(x) =20(x —1) +o(x — 1):20(x -1)
e) Il faut factoriser par le terme qui tend le plus vite vers ’infini
f(x) =x7 +vVx + (n(x))? + e?* + 4x> — x° + 10*¥+1
=x7 +Vx + (In(x))?% + e?* + 4x° — x° + 10e*n(10)
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Ce sont les exponentielles qui I’emportent
Comme e < 3 alors e? < 9 < 10, par conséquent 2 = In(e?) < In(10)

C’est eX1n(10) |e plus « fort »

f(X) — exln(lO) <x7e—xln(10) + x%e—x In(10) + (ln(x))ze—xln(lo) + e(2—ln(10)x + 4x5€—x1n(10)
_ x9e-xIn(10) | 10)

fl(fl)o) — x7e—xln(10) + x%e—xln(lo) + (ln(x))ze—xln(lo) + e(z—ln(lo)x + 4x5e"x In(10) _ x9€—xln(10) +10
exIn

x7e—xln(10) + x%e—xln(lo) + (ln(x))ze—xln(lo) + 4xse—xln(10) " 50
X—>+00

Par croissance comparée
Et e(2-In(10)x _, 0 car 2 — In(10) < 0
Ce qui montre que
f () f(x)
exln(lo) +_0)o 10= 1oex1n(10) +_>oo
Autrement dit

f(x) ~ 1Oexln(10) = 10%+1
400

Exercice 9.
1. Soit f la fonction définie pour tout x € R par
f(x) = arctan(x)
En calculant le développement limité a ’ordre 4, au voisinage de 0 de la fonction dérivée f', en déduire le
développement limité de f a I’ordre 5.
2. Calculer le développement limité a I’ordre 2, au voisinage de 0 de la fonction g définie par
__arctan (x) —x

g(x) =

sin(x) — x
Correction exercice 9.
1.
f'(x) = ! _ 1—x2+x*+ o(x*)
1+ x?
En intégrant
3 x5 3 5
f(x) = £(0) +x—?+?+o(x5) =x—?+?+o(x5)
Car f(0) = arctan(0) =0
2.
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x3 x5 X3 x5
arctan(x)—x_ —?+?+0(x5)— ~ _?4_?_'_0(965)

x) = = =
96 sin(x) — x X — x63 + 120+o(x ) — x63 + 12O+o(x )
B x3<—%+?+o(x2)> B —%+?+o(x2) —% +0(x2)
—x3<_%+%+0(x2)>_—%+m+o(x) _%< o(x2)>
=—6<—%+;+0(x2)>1 21
55 +o(x?)
:—6(—%+%2+0(x2)><1+£+0(x2)> (—%+<—%+;>x +0(x2))
=2—6x%x +0(x2)—2—%x + 0(x?)
Exercice 10.

Déterminer le développement limité a 1’ordre 4, au voisinage de g, de la fonction :

f(x) = cos(x)

Correction exercice 10.
Premiére méthode :

f est C** donc f admet un développement limité 4 n’importe quel ordre, on peut appliquer la formule
de Taylor-Young

£(0) = cos (3) =%
£'(x) = —sin(x) = £'(0) = —sin (%) = RE
£ = —cos(x) = f" (%) — _cos (g) __ 1
FOC) = sin(@) = £O (3) = sin(3) = V3
F@(x) = cos(x) = f@ (Z) = cos (%) =
cost) =2 =2 (e LI B I L (Y o (x- D))

3 4 3 12 3 3
Deuxiéme méthode
Onposet=x--&x=t+-

f(x) = cos (t + E) = cos(t) cos (%) — sin(t) sin (%)

3
tz  t* 1 t3 \/§
1__ 4 _ _ 4
( 2'+4'+0(t)>><2 (t 3'+0(t)> >
1
2
1
2

V3 1. 43

1
—=t? + —=t3+—t*+o(t?)

2t73 12 48
\/§ 1 2 \/§ 3 1 4 4
~ (=333 T3 +a5(-3) +o((x-3))

Exercice 11.
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Déterminer le développement limité a I’ordre 2, au voisinage de 1 de la fonction

f(x)=\/1+x

x2

Correction exercice 11.
Onposet=x—1,x=1+t

1
V2 +t t\2

— — _ -2
f@Q_(1+02-v§@+j)(1+o
t 2
1ty 1 1(§ 5 t? ,
-v2| 1 +E(E) +§<—E>T+o(t )) 1-20-2(-3) 5+ 0(t)
t t?
=42 1+Z—§+0(t2) (1 -2t +3t% + o(t?))
1 1 1 7 79
_ _ = I R 2y | — _r 72 2
—\/§<1+( 2+4)t+(3 > 32>t +o(t )) \/§<1 2t + o(t?)
7V2 792
=V2-—(@x-1+ (x—1)%+o0((x —1)?)
4 32
Exercice 12.
Déterminer le développement limité a I’ordre 2, au voisinage de 0, de :
In(ch(x))
fe) = xIn(1 + x)

Correction exercice 12.

2 4 2
In(ch(x)) = In (1 +%+)2C—4+ o(x“)) =In(1+X)=X —X7+ 0(X?)

2 4 4
Avec X = x; + 2—4 +o(x*), X? = x:+ o(x*) eto(X?) = o(xh)
Donc

2 4 4 2 4
In(ch(x)) = % + ’2‘—4 +o(xh) —%("Z + 0(x4)> +o(xh) = % - ’1“—2 +o(xh)

x? x3 x3 x*
xIn(1 + x) =x<x——+—+o(x3)> =x2——+—+o0(x*

2 3 2 3
x%  x* 1 x?
In(ch(x)) S -1t o(x*) >3t o(x?)
f(x):xln(1+x): x3  x* - x  x2
x2 -5 +5+o(x?) 1-5+%+o(x?)
2 3 2 3
1 x2 2 x  x?
> —1—22+0(x) 1—5+?
1_x,.x 2
> 4+62+o(x) 2
x_x 2 1,.x_x
4 42+0(x) AL
x_x 2
.~ 5 tox)
2
—>+o(x?)
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2
—% + o(x?)

o(x?)
Donc f(x) = %—z— %Z+ o(x?)
Exercice 13.
Déterminer le développement limité a I’ordre 3, au voisinage de O de la fonction
Fl) = cos(x) —1

In(1 + x) sh(x)
Correction exercice 13.
In(1 + x) sh(x) Bvxz
Et

2

cos(x) — 1; -

Donc on pourra mettre x2 en facteur au numérateur et au dénominateur, puis simplifier par x?2, il faut

donc faire des développements limités a I’ordre 2 + 3 = 5 pour finalement obtenir un développement
limité a I’ordre 3.

x? x* x? x* 1 x?
1 =1 _Z 5 _ 1 — _~ .2 5Y _a4r 3
cos(x)—1=1 2+24+0(x) 1 2+24+0(x) x( 2+24+0(x)>

2 3 4 6

2 3 2
Y I 3 _x 3
=x <1 2+3 4+o(x) 1 2+o(x)

Je me suis contenter de faire des développements a 1’ordre 4 parce que les deux factorisations par x
(donc par x?) permettent d’obtenir le produit de x? par un produit de développements limités a 1’ordre 3
(qui donne un développement limité a I’ordre 3) ¢’est-a-dire un développement limité a I’ordre 5.

Si on avait fait des développements limités de In(1 + x) et de sh(x) a I’ordre 5, on aurait juste constaté
que les deux termes de degré 5 n’auraient servi a rien (donc rien de bien grave).

In(1 + x) sh(x) = x2 (1 _z + x_2 — x_3 + 0(x3)) <1 + %2 + 0(x3)>

In(1 + x) sh(x) = <x — x—z + x_3 - x_4 + o(x“)) <x - x_3 + o(x“))

2 3 4

X

(1—E+[2+3]x +[—%—% x +0(x3)>

1 1
1——x+ x —=x +o(x3)>

2 3
Donc
1 x?
21 _ = z 3 2
x ( 3tz tolx )> —%+’2“—4+o(x3)
)= 1 1 1 B 1 1, 13 3
x2<1—§x+7x2—§x3+0(x3)> 1-5x+5x% —3x%+0(x?)
Il reste a faire une division suivant les puissances croissantes
—= L x2 3 14l 1.3 3
> +,x + o(x?) 1 X+ Xt — X +o(x?)
— Tt x—x? +2x3 +0(x®) | —r—ix a2+ a3 +0(xd)
2 4 4 6 2 4 6 24

—Zx+Lx?—2x3 4 0(x?)
T
—=x+-x* —=x34+o0(x?)
4+~ g 8
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%xz —2—149(3 + o(x?)
gxz _f_ZX3 + o(x?)
2—14x3 + o(x?)
Zx3 + o(x3)

+o(x?)

Et finalement
1 1 1 1
— A2 3 3
f(x) 5 4x+6x +—24x + o(x3)

Exercice 14.
1. Déterminer le développement limité a I’ordre 3, au voisinage de 0, de :
f(x) =In(1 + sh(x))
2. Déterminer le développement limité a 1’ordre 2, au voisinage de 0, de :
In(1 + sh(x))
sin(x)
3. Montrer que g est prolongeable par continuité en x = 0.

gx) =

Correction exercice 14.

1.
x3 Xz x3
In(1 + sh(x)) =1In 1+x+z+0(x3) =ln(1+X)=X—7+?+0(X3)
Avec X = x +§+ o(x?), X? = <x +§+ 0(x3)> (x +§+ 0(x3)> =x2 4+ 0(x3), X3 = x3 + o(x3)
eto(X3) =o(x?)
X Xx3 x3 x> +o0(x3) x3+o0(x3
In(1+sh(x))=X-——=—+—=+o0X?)=x+—+o0(x%) — &) G) o(x?)
2 3 6 2 3
2 .3
R 3
=x— + 5 + o(x?)
2.
53
sin(x) = x — =t o(x?)
Donc
x?  x3 3 x |, x? )
In(1+sh(x)) x—7+5+o(x*) 1-7+7+o0(x?)
g(x) = sin(x) x3 N x2 5
x—F+o(x) 1—F+o(x)
x x? 1
=(1—E+7+0(X2))X 2
1 =" +o0(x?)
! L 1o X+4ow
= = —_ 0
2
1—%+0(x2) L+X
2
Avec X = —% + o0(x?) et o(X) = o(x?)
1 x?
2 =1+€+o(x2)
1—"F7+o(x?)

On aurait aussi pu faire une division suivant les puissances croissantes
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2

gx) = (1—{+x—2+0(x2)>(1 +x—+o(x2)> =1-

1 1
2o 2).2 2
513 ¢ +< + )x + o(x%)

x
2 2 6

x 2
=1--+=x*4+0(x?%

2 3
3.
I cim(1-24222 4 0x?) ) =1
xlir(l)g(x) ) 2 3X o B
. fgx) si x#0
donc g est prolongeable par continuité par la fonction définie par : {1 s x=0
Exercice 15.
1. Déterminer le développement limité a I’ordre 4, au voisinage de 0 de la fonction définie par :
sin(x) sh(x)
h(x) = sin(x?2)

2. En déduire un équivalent de h(x) — 1 au voisinage de 0.

Correction exercice 15.
1.

x3 x5 x3  x°
i o = 5 5
sin(x) sh(x) (x 6 +120+0(x ))<x+ 6 +120+0(x ))

x?  x* x?  x*
— 42 _ - 4 - 4
=X <1 6+120+0(x)><1+6+120+0(x)>
1 1 1 1 1 1
— A2 _ _ 2 _ _ 4 4
= <1+( 6+6>x +(120 6X6+120>x tolx )>

1 1
= 2 44 4 — 2 _ 6 6
x <1 90~ + o(x )) X" —55% + 0(x°)
Donc

Il faut faire un développement limité au méme ordre du dénominateur

1 1

x? —aax®+0(x®) 1-—gax*+o(x*) 1 x*

h(x) = 926 - 924 = (1 —5gX* 0(x4)> (1 +=+ o(x4)>
x? ===+ 0(x°) 1—"7+o0(x*)

1 1 7
— Z__—),4 4y — .4 4
—1+<6 9O>x + o(x*) 1+45x + o(x%)

7 7
— = — x4 4y o — x4
h(x)—1 45x + o(x*) 45x

Exercice 16.

Déterminer la limite suivante, sans préjugée qu’elle existe :
ecos(x) _ ech(x)

I
50 cos(x) — ch(x)
Correction exercice 16.

cos(x) —ch(x) =1— x; + o(x?) — (1 + %2 + o(x2)> = —x% + 0(x?) = x*(—1 + 0(1))

X2 2 x2 2 xz 2 xz 2
cos(x) _ pch(x) — 81—7+o(x ) el+7+o(x ) _ ee—7+o(x ) “+o(x?)

e —ee?2

x? x?
—e (1 - + o(x2)> —e (1 + > + o(x2)> =e(—x%+ 0(x?)) = x?(—e + 0(1))
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0™ — eh®  x2(—e +0(1)) —e+o0(1)

cos(x) — ch(x) - x2(—=1+0(1))  —1+0(1)
Par conséquent
ecos() _ pch(x)
I =
A cos(x) — ch(x) €
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