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« On doit s’ obliger sans cesse
a tout regarder sous un angle
différent »,...« d&s qu’on croit
savoir quelque chose, il faut
Avant_propos prendre un autre point de vue
méme si cela parait inutile, ou
béte. Essayez ».

Propos de John Keating dans le
film de Peter Weir « Le cercle
des poétes disparus ».

Expliquer les propriétés macroscopiques (mécaniques, électriques, optiques, thermiques) des so-
lides & partir du comportement microscopique des atomes et des €lectrons, sans oublier I’¢étude de la
structure des cristaux et les méthodes qui permettent de la révéler, tel est I’objet de la Physique du
Solide. Mais I’explication fournie n’entraine pas nécessairement la compréhension de celui qui la
regoit aussi pour s’ assurer que I’on a compris et que les petites cellules grises fonctionnent correcte-
ment, rien de tel que d’essayer de résoudre des exercices pour s’apercevoir qu’il peut étre utile de se
tromper d’abord pour mieux comprendre ensuite. C’est le petit défi que cet ouvrage lance au lecteur.
La physique du solide se préte particuli¢rement au jeu des exercices car elle repose en fait sur la mise
en ceuvre de modeles simples (Drude, Debye, ...) dont I’ambition est d’expliquer, 2 peu pres, les pro-
priétés immédiates (couleur, conductivités, etc.) des matériaux qui nous entourent a partir du com-
portement de milliards de milliards de particules microscopiques. De plus, ici, les pré-requis
culturels ne sont autres que ceux de la physique générale et ’emploi de I’outil mathématique y est
simplifié par la mise a disposition des formules de conversion les plus utiles.

Comme dans les précédentes éditions, le programme retenu correspond au contenu de la plupart
des livres d’initiation 2 la physique du solide et plus particuliérement 2 celui de Ch. Kittel
« Introduction 2 la physique de I’état solide » dont le découpage limité aux dix premiers chapitres,
ici groupés deux a deux, est le suivant :

1. Edifice cristallin et diffraction des rayonnements ;

2. Liaison cristalline et constantes élastiques ;

3. Vibrations et chaleur spécifique du réseau ;

4. Electrons libres (métaux simples) ;

5. Théorie des bandes (autres métaux, semi-conducteurs et isolants).

Sur le fond, les themes de cette troisiéme édition incluent ceux de la premiére, a savoir les grands
classiques dont 1’étude était rénovée par le changement de perspective qu’offre le passage successif
dans des espaces 2 une, deux et trois dimensions. Comme dans la deuxiéme édition, ces themes s’ins-
pirent aussi de travaux ayant conduit a I"attribution de prix Nobel de physique dés lors qu’il s’agit
de la physique du solide.
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Ils s’ enrichissent, ici, d’une étude plus approfondie des surfaces et des systémes ayant une ou plu-
sieurs dimensions réduites (agrégats, lames 4 faces paralléles) ainsi que des matériaux supraconduc-
teurs & haute température.

La forme a été aussi améliorée de facon significative par le découpage systématique de chaque
chapitre en quatre sections distinctes : résumé de cours, exercices, problemes, questions. Ceci per-
met au lecteur de pouvoir fixer, a I’avance, le niveau de difficulté qu’il compte affronter (exercice
ou probléme) puis de vérifier qu’il a compris I’essentiel en tentant de répondre aux questions de bon
sens situées a la fin de chaque chapitre.

Le recours fréquent a des énoncés courts dont les solutions ne reposent pas exclusivement sur des
mises en équation mais font aussi appel & des constructions graphiques contribueront, espérons-le, a
développer le bon sens et la compréhension physique des phénomenes alors que les applications nu-
mériques, quasi systématiques, doivent conduire 4 la maitrise des ordres de grandeur. Enfin les com-
mentaires qui émaillent la fin de nombreuses solutions constituent des réponses anticipées aux
questions du lecteur curieux : mais encore, a quoi ¢a sert, comment on le voit, ....

Je tiens a remercier tous les collégues qui, par leurs remarques, suggestions et encouragements,
ont contribué & I’amélioration de cette édition et des éditions antérieures : M. Cailler, C. Colliex,
M. Gerl, B. Gruzza, F. Hennequin, R. Jullien, G. Nihoul, C. Noguera, J.-P Perez, S. Rousset,
M. Sauvage, J.M. Vigoureux et parmi eux, ceux qui m’ont permis de bénéficier de I'effet de
proximité : N. Bonnet, A. Metrot, D. Mouze, G. Salace, P. Trebbia, enseignants & 1’Université de
Reims.

Je n’oublie pas ce que m’a apporté la fréquentation de A. Friederich, J. Chazelas, P. Etienne,
J. Massies, J. Olivier, F. Van Dau et bien d’autres lors d’un séjour de recherches et reconversion thé-
matique effectué a la Thomson Csf de Corbeville.

Enfin comment ne pas adresser un témoignage de sympathie aux centaines d’étudiants de la li-
cence de physique de Reims sur qui, au cours des années, j’ai testé la plupart des exercices proposés
et qui ont servi ainsi de cobayes bien involontaires.

Comme pour les précédentes éditions, il me reste & souhaiter au lecteur autant de jubilation mais
aussi d’ obstination que celles que j’ai eue et due déployer pour arriver au présent résultat. 5’1l en est

ainsi, ce lecteur me pardonnera les erreurs et imperfections qui n’auront pas manqué d’échapper a
ma vigilance.
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X1V Initiation a la physique du solide

NOTE AU LECTEUR
(Mode d’emploi)

Le systéme d’unités international est le systéme utilisé dans le présent ouvrage : seules certaines
longueurs sont exprimées en Angstroms et les énergies en eV,

En principe les énoncés ne rappellent pas la valeur des constantes physiques intervenant dans les
applications numériques. Toutefois, & la fin d’énoncés on trouvera, entre parenthéses, les indications
du type (e, m, h, kg etc.) qui précisent que la charge et la masse de I’électron, les constantes de
Planck et de Boltzmann interviennent dans ces applications et leur valeur numérique est indiquée une
fois pour toutes au début du manuel. Dans les chapitres Il et IV on peut aussi trouver, en fin d’énon-
cés, des indications du type (F1), (F2) : il s’agit de signaler que 1’emploi de certaines formules faci-
lite la résolution mathématique de I’exercice concerné et ces formules utiles sont développées a la
fin des résumés de cours correspondants.

Les références internes qui renvoient d’un exercice 2 un autre comportent, outre le numéro de
I’exercice un numeéro en chiffre romain qui désigne le chapitre concerné et qui est omis s’il s’agit du
méme chapitre.

Enfin certains exercices ont des prolongements naturels développés dans des exercices ultérieurs.
11 s’agit par exemple d’un méme objet (un cristal de graphite, un réseau plan, etc.) étudié sous diffé-
rents aspects (cristallographique, vibrations atomiques, propriétés électroniques etc.). Une mention
du type (... Ex. X n®y) située 4 la fin de la solution d’un exercice donné précise la référence de I’exer-
cice qui s’insere dans ce prolongement.



XV

TABLEAU I : CONSTANTES PHYSIQUES GENERALES

« Charge de I’électron e 1,6010"° C.

« Masse de I’électron m 9,1 i kg
* Constante de Planck h 6,62 e 9
h 1,05 10 Is.
« Constante de Boltzmann kB 1,38 102J./°K
» Nombre d’ Avogadro N 6,02 10” mol
« Constante diélectrique du vide & 8,85 10" F/m
« Perméabilité magnétique du vide Ko 1,257 105 N/A® (/m)
« Energie d’ionisation de I’hydrogéne Ry 13,6 e.V.
« Rayon de Bohr Wane me’=r,  053A
= Magnéton de Bohr Uy 0,93 102A.m*
Ho Hg 1,165 10% (MKSA)
» Constante des gaz parfaits R= Nk 8,314 1./ °K.mole

TABLEAU II : QUELQUES VALEURS NUMERIQUES UTILES
+ (4mey)” =9.10° N.m”/C” (F/m)

*1e.V: Température : = 12 000 °K ; Fréquence : ~ 2,4 x10'* Hz :
Energie molaire : = 23 Kcal/mole ; Nombre d’onde : = 8 000 em’;
Longueur d’onde : = 12 400 A;

-11
*h/ky =4.8.10 sec.°K ; eelh=3874.10"Q"; che?=25812Q

“hefeh = 12400 e.V. pour A= 1A ; h/(2meV)"?=12,26 & pour V = 1 Volt

*k T=1/40eV = 25me.V. pour T (ambiante) = 290 °K
72/2m =38 e V. A2; * h3(2nmkg) 32 = 4,2.10-2m? (deg)*?;

e e/4ng r, = 14,4 volts pour g = 1A.
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CHAPITRE 1

Edifice cristallin
et diffraction des rayonnements

RESUME DE COURS

I. LEDIFICE CRISTALLIN

1. Définitions

Cristal : un cristal idéal est constitué par la répétition réguliére, dans tout 1’espace, d’atomes ou
de groupements d’atomes.

Réseau : c’est I’ensemble des points (ou nceuds) & partir desquels I’environnement atomigue ob-
servé est le méme qu’a ['origine. Cette identité d’observation concerne 4 la fois la nature chimique
des atomes et leur orientation.

Motif (ou base) : c’est I’atome ou le groupement d’atomes constituant 1’unité structurale affectée
a chaque nceud du réseau (Ex. 1 et 3).

Vecteurs de base du réseau : pour passer d’un point du cristal 2 un point équivalent (méme pay-
n : : : : : 2 > > >
sage vu avec la méme orientation), il suffit d’effectuer une translation T = ma + nb + p¢ dans la-

>
quelle 3, b, 3, seront les vecteurs de base du réseau et m, n, p des entiers.
EDIFICE CRISTALLIN = RESEAU + MOTIFE.

2. Maille simple, maille multiple

> >
i > 2 - > > .
Le choix des vecteurs a, b, ¢, n’est pas unique ; les vecteurs a, b, ¢, seront fondamentaux si les

; A : : : e S
translations permettent de décrire tous les nceuds du réseau cristallin : le parallélépipéde a (b A ¢)
correspondant constituera la maille simple (ou primitive ou élémentaire).

T : : Sy A o : ¥ v »
Par opposition une maille multiple sera constituée a partir de vecteurs a', b, ¢' non fondamentaux

si le parallélépipéde contient n points équivalents (n>1) : le motif sera donc constitué par n motifs
élémentaires et ’ordre de la maille seran, avecn=2oun =4.
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3. Indices de Miller

Pour décrire 1’édifice cristallin il suffit de préciser le choix des vecteurs 31, b, 3, la nature et la

£

position des atomes qui en constituent le motif ; cette position est exprimée a 1’aide du repere
formé par les vecteurs a B ¢ considérés comme des vecteurs unitaires : %j = ujﬁ + vjl?) + wjé :
« La droite qui relie 'origine au nceud du réseau m, n, p représente la rangée [m, n, p]:
p = mh+nb+pd
» Les neeuds du réseau peuvent étre regroupés en plans réticulaires. Une famille de plans paralle-

| =
| les entre eux sera représentée par les indices de Miller (h, k, I).si, rapportée au repére 3 b, ¢ I"équa-
tion du plan le plus proche de I'origine a la forme hx + ky + lz = 1 (voir Ex. 8).

4. Opérations de symétrie

Dans la quasi-totalité des cristaux une ou plusieurs directions sont équivalentes a une direction
donnée : la symétrie d’ orientarion d’un cristal sera représentée par la symétrie de la figure formée
par I’ensemble des demi-droites qui, issues d’un méme point 0, sont paralléles aux directions sui-
vant lesquelles toutes les propriétés du milieu cristallin envisagé sont identiques. Les opérations de
! symétrie ponctuelles que 1’on rencontre sont les rotations d’ordre n autour d’un axe (I’angle de rota-
tion sera de 2m/m avec n = 1, 2, 3, 4, 6) et les rotations-inversion notées n

e s S i

i (1 = inversion par rapport 2 0, 2 = miroir, 3,4, 6). Plusieurs éléments de symétrie peuvent étre
: associés autour d’un point mais le nombre de combinaisons distinctes et possibles est limit€ a 32 : il
existe 32 groupes ponctuels de symétrie qui permettent de ranger les cristaux en 32 classes.

Si a ’échelle microscopique on cherche a étudier la nature et les groupements possibles des opé-
rations de symétrie qui, outre les translations du réseau, laissent invariant [’ensemble des atomes
d’un cristal on retrouve les rotations d’ordre n et les rotations-inversion n auxquelles s’ajoutent les

> >
rotations suivies d’une translation t parallele & I’axe de rotation (axes hélicoidaux tels que t est de

B la forme 4/n) et les miroirs avec glissement. Le nombre de possibilités qui sont offertes par les
: symétries de position s’élévent a 230; il y a 230 combinaisons possibles appelées groupes spatiaux.

| 5. Les 7 systéemes cristallographiques et les 14 réseaux de Bravais

i Si on se limite & la symétrie du réseau (et non a celle du cristal = réseau + motif) il n’existe que
i 7 possibilités correspondant aux 7 systémes cristallographiques énumérés dans le tableau ci-dessous.

TABLEAU 1. — Les quatorze résecaux de Bravais et leurs mailles conventionnelles

Systéme Nombre Nature de la maille | Longueurs et angles Symétrie
de réseaux (axes et angles) a définir du systeme
Triclinique 1 azb#c a,b,c i
P. azPf=y oy
Monoclinique 2 azb#c a,b,c 2/m
| pe a=y=90"#p B
' Orthorhombique 4 azb#c ab,c mmm
PCIE a=B=7=90°

.............. T T T T R E TR T R R R LT T T LR T T T T T L T T T I I T L 0 18 S T T T T e
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RESUME DE COURS 3

TABLEAU 1. — Les quatorze réseaux de Bravais et leurs mailles conventionnelles (suite)

Quadratique ou 2 a=b#c a.c 4/mmm
tétragonal Pl a=B=y=90"
Cubique 3 a=b=c a m3m
BLF, o=p=y=90
Trigonal ou 1 a=b=c¢ a T
Rhomboédrique R. a=B=y=120°,
#90°
Hexagonal 1 a=b#c a,c 6/mmm
P. a=p=90
v=120"
P @ .
3
al B
L
\ p a % ___"./

cubi que - q“?atg;'l‘)l ue

IR

orthorhombique
(a#bgc)
c r p (7‘120‘3
monoclinique triclinique trigonal hexagonal
(a=b=c)

Si dans ce classement on inclut certains réseaux multiples parce qu’ils font apparaftre plus nette-
ment la symétrie du réseau, on obtient les 14 réseaux de Bravais & 3d (et 5 pour les réseaux 4 2d : cf.
Ex. 17 : tableau).

II. DIFFRACTION DES RAYONNEMENTS
ET RESEAU RECIPROQUE

1. Approche élémentaire. Loi de Bragg

Pour mettre en évidence la stratification du réseau cristallin, il suffit de faire interférer des rayon-
nements diffusés par ce réseau. Pour que la loi de Bragg, 2d,,.5inB,,, = A, puisse étre satisfaite, il
faut que la longueur d’onde de ces rayonnements soit inférieure & la distance interatomique. I peut
s’agir :
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o) De photons (ou ondes électromagnétiques) de courte longueur d’onde (5 A>X>0,1A)cest-
a-dire des rayons X ; A = he/E soit pratiquement A(A) = 12,4/E(keV) (Ex. 15 ;Pb 1, 5, 6)
B) D’électrons (lents ou rapides) (Pb 3, 4) :

A =h/(mv) = h/ I:QmoeVD(I + il J} - soit pratiquement dans le cas non
2me?
relativiste : A(A) = 12,26/ ./V (volts).
Y) De neutrons (Pb 7, 11)
A =hiMy s0it pratiquement A(A) = 0,286/ JE(eV).

2. Les rayons X

A des fins radiocristallographiques, on les produit le plus souvent en bombardant une antica-
thode métallique 4 I'aide d’un faisceau d’électrons d’énergie eV, (quelques dizaines de keV). Le
rayonnement obtenu est composé d’un spectre continu di au freinage des électrons dans I’antica-
thode sur lequel s’inscrivent des raies trés intenses. Ces raies correspondent a 1’émission de photons
X créés lors des transitions électroniques comblant dans les atomes les lacunes électroniques pro-
duites par le bombardement initial. Trés schématiquement, ’ordre de grandeur de I’énergie des photons X

peut s’évaluer a partir du modele de Bohr appliqué & un atome Z soit hv, . = Rsz[ iz = —llzj s
- n n

qui conduit & la loi de Moseley /v = ¢Ry(Z—-0)— en faisant n=1, n" =<0 et en tenant
compte de I'effet d’écran 6 — avec Ry = 13,6 ¢V. L’appellation de ces raies (cf : Mo Ko,) résume
la nature chimique de I’anticathode (Mo), la couche dans laquelle existait la lacune électronique ini-
tiale (K:n=1,L:n=2, M: n=3), la couche dont est issu I'électron qui comble cette lacune en
émettant le photon (n”—n=1:0a,n" —n=2: f, etc.) ainsi que la sous-couche concernée (0, c,).
On doit aussi prendre en compte les régles de sélection : '=1% 1.

3. Réseau réciproque (Ex. 12, 13, 19)

Ly 2 s 5 . ; . b <
Soit 4, b, ¢ les vecteurs fondamentaux d’un réseau cristallin, le réseau réciproque de ce réseau

. : > 3 =
sera construit a partir des vecteurs A, B, C tels que :

2> > > P
- > 2 b
A:clab_);c},]g:o-z;&,czgﬂa;\%
a(bac) b(é/\é) c{aab)
- O I T
d’on:A:b=Asc=B:=B-¢c =32 =06:-b=20
- > >
A-43=B-b=C2= g2

Les valeurs les plus souvent retenues pour la constante de définition du réseau réciprogue 62 sont
0> =1ouc? =2x ; dans le présent ouvrage nous adopterons ce dernier choix qui permet d’utiliser
la méme métrique pour représenter ’espace réciproque et I'espace des vecteurs d’onde (2m/)), ce
qui s’avere commode pour la construction d’Ewald.

Propriété (Ex. 10 et 10 bis)
-y = y
Le vecteur G (h,k, 1) = hA + kB +1C de I’espace réciproque est perpendiculaire aux plans de

9
mémes indices (h, k, 1) du réseau direct et est tel que |G {(hk 1) ‘ cdyy = 2w
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EXERCICES

+ Exercice 1 : Description de quelques édifices cristallins

Décrire les édifices cristallins représentés sur la figure 1 en précisant, dans chaque cas, le réseau
de Bravais et la position des atomes qui constituent le motif (les cristaux a a f appartiennent au sys-
téme cubique). Dans le cas de mailles multiples, on aura intérét a faire le bilan des atomes et frac-
tions d’atomes contenus & I’intérieur de ces mailles pour en déduire la formule chimique 2 affecter
au motif. Toujours dans le cas de mailles multiples, représenter la maille fondamentale (ordre 1).

Fig. 1



L s L A Sk

ALRRRAARNANERR023333343

VA U A AL AR LU A R

EXERCICES -

o Solution :

On doit d’abord caractériser le réseau cristallin en recherchant le lieu des points d’oli I'on voit
(1°) le méme environnement chimique qu’a I’origine avec (2°) la méme orientation (définition des
nceuds du réseau : voir résumé de cours).

Si un atome de I'espéce A est pris pour origine, la condition 1 exclut tous les atomes d’especes
BzA.

Parmi les atomes de I’espéce A, la condition 2 peut en exclure certains autres : sur la figure d, il
s’agira des atomes homologues des atomes blancs de la figure ¢ ; sur la figure g, il s’agira de
1’atome central ; sur la figure h, il s’agira des atomes situés dans le plan intermédiaire.

Les neeuds du réseau étant ainsi déterminés, on cherche ensuite 2 les relier entre eux par des

. e > 2 S > 7 3 :
translations du type T = ma + nb + pc. Les vecteurs 4, b, ¢ constitueront les vecteurs de base de
la maille élémentaire (ou primitive) si par de telles translations on arrive a décrire tous les neeuds du
réseau (m, n, p, entiers).

Dans le cas des cristaux représentés sur les figures a et b il s’agira de 3 vecteurs de longueur a et
orthogonaux entre eux qui sont matérialisés par les arétes du cube.

Dans le cas g, la maille est quadratique.

Dans le cas h, I’édifice représenté contient en fait 3 mailles d’ordre 1 juxtaposées. Les vecteurs
du réseau contenus dans le plan de base sont représentés en traits renforcés sur la figure 2 (avec la
projection sur ce plan des atomes situés dans le plan intermédiaire).

Les mailles relatives aux cristaux c, d, e, f, sont multiples d’ordre 4 (cubiques 2 faces centrées).
Les vecteurs de la maille fondamentale (ordre 1) sont représentés sur la figure 3. I est clair que le
choix de cette maille (et de ces vecteurs) masque les symétries évidentes du réseau et il est préféra-
ble d’opter pour des mailles multiples mieux 2 méme de représenter ces symétries (réseaux de Bra-
vais).

Pour caractériser le motif, il faut au préalable (surtout dans les cas complexes) déterminer le
nombre et la nature des atomes qui le constituent. Il suffit pour cela d’évaluer le nombre total d’ato-
mes (et de fractions d’atomes) de chaque espéce situés a 'intérieur de la maille d’ordre n et de divi-
ser ce nombre par n. On repérera ensuite la position des atomes du motif en se servant des vecteurs
de base de la maille d’ordre n et de leur métrique.

Ces principes appliqués aux édifices représentés conduisent donc a :
a)R.deB.:cs. a=4,11A Motif:1Csen0,0,0;1Clen1/2, 1/2, 1/2.

b)R.de B.:cs.. a=3,99 A. Motif: 1 Baen0,0,0; 1Tien 1/2, 1/2, 1/2 ; 3« O »en 1/2, 1/2,
0: 1/2,0,.1/2eten; 1/2, 1/2.

La structure de BaTiO; est appelée perovskite.

¢)R.deB.:cfc.. a=541A Motif:1Sen0,0,0;1Znen /4, 1/4, 1/4.
1l s’agit du prototype de structure dite « blende » ou sphalerite.

dyR.de B, rcfc.. a=3,56 A. Motif: 1Cen0,0,0; 1Cen 1/4, 1/4, 1/4. 1l s’agit du prototype
de structure dite diamant.

e)R.deB.:cfc.. a=35,63 A. Motif: 1 Naen0,0,0;1Clen 1/2, 0, 0. Cest la structure de
type NaCl.

HR.deB.:cfc.. a=546 A. Motif: 1 Caen0,0,0;2Fen 1/4, 1/4, 1/4 et en 3/4, 1/4, 1/4 (ou
en —1/4, 1/4, 1/4). Tl s’agit de la structure dite fluorine, Ca F,.
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Fig. 2 et3

g) R. de B.: quadratique a=4,5 A; c=289 A. 2 Tien 0, 0, 0 et 1/2, 1/2, 1/2; 4 O
en=1/3,1/3,0;2/3,2/3,0;2/3, 1/3, 1/2 et 1/3, 2/3, 1/2. 1l s’agit de la structure dite rutile.

h) R. de B. : hexagonal. a =32 Aic=52 A. Motif: 2 Mgen 0, 0, 0 et 2/3, 1/3, 1/2. On notera
que la structure hexagonale compacte n’est pas un réseau de Bravais.

On peut vérifier ensuite que les descriptions ci-dessus sont suffisantes pour reconstituer intégra-
lement les différents édifices. L' exercice 3 procéde de cette démarche, 4 savoir obtenir la restitution

de I’édifice a partir de sa description.

- Exercice 2 : Masse volumique des cristaux

A T’aide du tableau III (classification périodique), donner la valeur de la masse volumique de
quelques-uns des cristaux représentés sur la figure 1.

- Solution :
On établit aisément : M.V. = Z p,A; / N'V dans laquelle V est volume de la maille qui contient
1

I’équivalent de p atomes de 1’espéce de masse atomique A et Nest le nombre d’ Avogadro.
M.V. (CsCl) = (132,9+35,45)/ Na*=4¢g cm™
M.V. (diamant) = 8,12/ N'a’=3,53 g. cm™
M.V, (CaF,) = 4(40 +2:19)/ Na*=3,18 g.cm




HHHHEH B HER BB E R HER

© MASSON. La photocople non autorisee est un delit.

HHHHHHHBHHH U B
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« Exercice 3 : Construction de quelques édifices cristallins

A partir des réseaux de Bravais et des motifs définis ci-dessous, représenter les édifices cristallins
correspondants.

1°) Une dimension. Réseau de Bravais : segment de longueur « a ». Motif : 2 atomes de I’espéce
A respectivement en 0 et 1/4.

2°) Deux dimensions. a) Réseau de Bravais : rectangle simple, a=4 A, b =3 A. Motif : 1 atome
de I’espéce Aen 0, 0 ; 1 atome de I’espéce B en 1/2, 1/2.

b) Mémes paramétres qu’en a) mais les atomes A et B sont chimiquement identiques : A= B.
Outre 1’édifice cristallin, représenter les vecteurs de base de la maille primitive et préciser la nature
du nouveau réseau de Bravais.

¢) Réseau de Bravais : hexagonal (a=b, 7y = 120°). Motif : 2 atomes de carbone, l'unen 0, 0,
I"autre en 1/3, 2/3.

3") Trois dimensions. Le réseau de Bravais du o) silicium; P ) de I’arséniure de gallium et
v ) de Mg, Si est cubique a faces centrées.

Leur motif respectif est : _

o : 2 atomes de Sil’'unen 0, 0; 0 et I'autre en 1/4, 1/4, 1/4.

B :1atomed’Asen(,0,0; 1 atome de Gaen 1/4, 1/4, 1/4.

vy : 1 atome de Sien 0, 0, 0; 2 atomes de Mg en 1/4, 1/4, 1/4 et 3/4, 1/4, 1/4.

Pour des raisons de simplicité, on pourra limiter la représentation a la projection des atomes sur
le plan de base (en précisant leur cote).

= Solution :

11 s’agit de I’exercice complémentaire de I’exercice L. 1.
1°yVoirFig. 11, Ex.I. 15,
2% a) Voir Fig. 4a.
b) Voir Fig. 4b. Les nceuds du réseau sont désormais localisés sur chaque atome. Les vecteurs
de base de la maille primitive sont caractérisés par: a'=b'=2,5 A; y =73°6. Par des translations

de type ma' + ng' , 1ls permettent bien de restituer le cristal mais la maille représente mal la symé-
trie rectangulaire du réseau. Le réseau de Bravais, plus adapté a la représentation de cette syméirie,
est rectangle centré. C’est le seul des 5 réseaux bidimensionnels qui ne soit pas d’ordre 1 (voir Ex.
L. 17). ¢) Il s’agit du graphite ; voir Fig. 14, Ex. L. 17.

3°) Apres substitution des atomes de C par des atomes de Si, 1’édifice cristallin du silicium est
représenté sur la Fig. 1d. Aprés substitution des atomes de S par des atomes de As et des atomes de
Zn par des atomes Ga, I’édifice cristallin de GaAs est représenté sur la Fig. 1c (Ex. L. 1).

L’édifice cristallin de Mg, Si est I'homologue de celui de la fluorine par substitution de F par
Mg et de Ca par Si (Fig. 1f).
Pour éluder la difficulté d’une représentation tridimensionelle, on peut se limiter & la projection

des atomes sur le plan de base en précisant leur cote. La figure 5 illustre cette représentation dans le
cas du silicium (ou du diamant).
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. Exercice 4 : Rangées réticulaires

Déterminer les indices [m, n, p] de la rangée qui passe par les 2 neeuds du réseau my, ng, p; et my,
g, Pa-

Application : a) 321 et 240;b)321 et 331 ;¢) 121 et 111;4d) T2 lcelil2

- Solution :

11 suffit de faire subir une translation 2 la rangée considérée pour la faire passer par I’origine et
retenir les indices m, n, p qui sont premiers entre eux (voir définition R. de C.). On peut aussi

remarquer que la rangée [m, n, p] est confondue avec la rangée [, 11, P].

o
D’olt [m, —my, n;=n;, P~ Py

Applications :
a)[121];b)[0,1,2];¢)[210];d)[1 1 1]

. Exercice 5 : Rangées et plans réticulaires

A I'aide d’une propriété du réseau réciproque, établir la condition qui permet a une rangée
[m, n, p] d’étre contenue dans un plan (h,k,1)?

Application : La rangée [2,1,0] est-elle contenue dans le plan (1, 2, 3)?

o e e e TITITIATT IR I Rttt LaLITATET |m|H(IlhIiHIIHIEHIETH!HIEHIHHHHHTHHiIHHHHﬂ|f“IE\||m”H”ﬂ”“'””””m”"”!m””””
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= Solution :

»
G (h, k, 1) est perpendiculaire au plan (h, k, 1). Pour que 1a rangée [m, n, p] soit contenue dans le

plan (h, k, 1) il faut et il suffit que le produit scalaire : 8 (h.k,D). (m3 + nl; + p?: ) soit nul.
D’ot1 la condition : hm + kn + lp=0

La rangée [2,1,0] est effectivement contenue dans le plan (1, 2, 3).

+ Exercice 5 bis : Rangées et plans réticulaires (suite)

ATaide d’une propriété du réseau réciproque, déterminer les indices du plan (h, k, 1) qui contient
les rangées [m, n,, p,] et [m,, n,, p,].

Application : [1, 1, 1] et [3, 2, 1].

- Solution :

Le produit vectoriel de 2 vecteurs du plan est un vecteur perpendiculaire au plan ; il sera donc
parallgle et proportionnel & G(h, k, 1).

h =o(np,-pny); k=o(pm,-mp,); 1=a(mn,—m,n))

On choisit le coefficient o pour que h, k et 1 soient premiers entre eux en observant ensuite que les

plans (h, k, ) et (h, k, 1) sont identiques.
Application : (1,2, 1)ou(l, 2, 1).

+ Exercice 6 : Intersection de 2 plans réticulaires

AT’aide d’une propriété du réseau réciproque, déterminer les indices [m, n, p] de la rangée défi-
nie par 'intersection des plans (h;, k;, 1;) et (hy, ky, 1).

Application : (3,2, 1) et (1, 2, 3).
- Solution :

= -

Le produit vectoriel de G (h, ky, ;) par G (hy, ky, I,) définit un vecteur qui est simultanément
paralléle aux plans (h k,1,) et (h,k;1,) et est donc paralléle a leur intersection [m, n, p].

La démarche a suivre est analogue a celle suivie dans les exercices qui précédent.

m = a(kl,-kl);n = a(lh,-1,h) ;p = a(hk,-hk)

Application : [1, 2, 1]

« Exercice 7 : Neeuds, rangées et plans du réseau

Déterminer I'indice [m, n, p] de la rangée qui résulte de I’intersection de 2 plans I’un passant par

les nceuds 321,24 0 et 331 Iautre par les nceuds 1 21, 111, 2 12,
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- Solution :

11 s’agit de la synthése des exercices 4, 5 bis et 6 avec les applications numériques correspondan-
tes. La solution est [12 1].

On observera que la démarche suivie dans les exercices 4 a 7 est applicable a tous les systémes y
compris au systéme triclinique.

- Exercice 8 : Plans atomiques et indices de Miller : application au lithium

Le réseau de Bravais du lithium est cubique centré, de maille « a » = 3,48 A,

a) En supposant que les atomes (assimilés a des sphéres) sont en contact le long des rangées
[111], représenter la distribution de ces atomes suivant respectivement les faces (100), (110), (111)
et (201).

b) Pour chacun des édifices 4 2 dimensions ainsi représentés, préciser la direction et le module
> > el G AL .
des vecteurs de base a et b de la maille élémentaire ainsi que la valeur de I’angle .

: ¢) Donner la valeur numérique de la concentration atomique et de la densité massique du lithium
(A(Li) =7).

- Solution :

>
a) Par définition, les intersections P, Q et R du plan (hkl) avec les vecteurs de base ?1, b ¢ du
: =0 e B = i NI
réseau direct sont telles que : OP = 5 00 = r ;OR = i (voir aussi Fig. 9 ex. 10). Quand un

indice est nul, I’intersection avec I’axe correspondant est rejetée a ’infini. Les plans concernés par
cet exercice sont représentés en haut de la Fig. 6.

a./3

Les atomes étant en contact le long de la rangée [111], leur rayon est r = e On en déduit

aisément la distribution (représentée en bas de la Fig. 6) des atomes selon les différentes faces.

(100} (110) (201)

el

L)
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b) Les vecteurs de base de la maille élémentaire relative aux différentes {acas sont,
respectivement : N

"

a; § = 90°. (110 : 3] = Bl = as3/2: §=70°;

(100) : 3l = |8l

erriyoet Bl blie B g asomon 1205
Lo o S e e

On observera que la densité atomique superficielle décroft quand les indices h, k, 1 croissent (voir
aussi Ex. IV 15).
Le taux de remplissage (t = 0,68) est évalué dans I’exercice suivant (Ex. n"9b).

¢) Il y a 2 atomes (c.c) de lithium par cube (a%).
N (Li) =4,7 107 Avm’.
NA

G d’oll p = 546 kg/m’.

La densité massique obéita p =

» Exercice 9 : Taux de remplissage

En assimilant les atomes d’un élément & des sphéres dures de rayon r, calculer le taux maximal
de remplissage « t » atteint quand cet élément cristallise dans une structure :

a) cubique simple; b) cubique centré; c) cubique a faces centrées; d) diamant; e) hexagonale
compacte (on calculera au préalable le rapport c/a optimal).

Application numérique :

Les distances « d » entre proches voisins dans le magnésium (hexagonal compact), I’aluminium
(cubique a faces centrées) et le silicium (structure diamant) sont respectivement égales a 3,2 A,
286 A et2,35 A. En déduire la (les) dimension(s) du (des) paramétre(s) cristallin(s) a (et c).

- Solution :

Soit r le rayon des sphéres dures et « a » I’aréte des cubes :

a) Le cube est occupé par 8 X é = 1 sphereeta=2rd’ol

t=n/6 = 0,524 t=0,524.

b) Les sphéres sont au contact le long des diagonales principales du cube donc aJ3 = 4r ,en
e le cube contient 2 spheres d’ol

t = x/3/8 = 0,68 t=0,68.

c) Les sphéres sont au contact le long des diagonales des faces du cube donc a2 = 4r etle

contient 6 X % +8x é spheres soit 4 sphéres d’oll

t=7.2/6 = 0,74 t=0,74.
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d) La distance des 2 atomes constituant le motif (en 000 et 1/4 1/4 1/4) est donc a.f3/4 = 2r et
8 atomes sont contenus dans le volume a® (ordre 4 avec 2 atomes par motif) d’olt

t = mf3/16 = 0,34 t=0,34.

¢) Dans la maille élémentaire (fig. 7) les atomes en 000(0), 100(A), 110(B) et 213 113 112 (C)
sont distribués aux sommets d'un tétragdre, de cdté « a » qui est régulier quand le rapport c/a est
optimal.

b)

Fig. 7

Dans ce cas AH = %AK = % a sin 60° =

et la hauteur CH = Tl

a3 2,2
3
Or h = % , d’oli la valeur optimale du rapport g dans I’empilement hexagonal compact :

gzﬁ: 1,63 .ca=103%
a 3

La maille de la Fig. 1h contient % +3+ % = 6 atomes et a = 2r, le taux de remplissage est donc :

t = n/3.42 = 0,74 t=0,74.

On vérifie ainsi qu’il y a deux maniéres de minimiser le volume occupé par des spheres dures : la
structure cubique 2 faces centrées et la structure hexagonale compacte; elle conduisent toutes les
deux au méme taux de remplissage optimal (t = 0,74) car elles ne different en réalité (voir figure 8)
que par la facon de disposer les sphéres de la 3¢éme couche.

W r» v >
O P m o » @

Fig. 8 — Empilement hexagonal compact (4 gauche) et cubique & faces centrées (a droite).
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Application numérique :

Mg:d=2r=a=324, c = 3,2,/8/3 =523A
Al:d = 2r = a/2/2 dona=4,04 A

Si:d = 2r = aJ3/4 doua=543 A

. Exercice 10 : Propriétés du réseau réciproque

: = - > 2 1 I}
a) Montrer que tout vecteur du réseau réciproque Gnki = hA + kB +1C est perpendiculaire aux
plans de mémes indices (h, k, 1) de I'espace direct.

b) Montrer que la distance d,, entre 2 plans (h, k, 1) consécutifs est inversement proportionnelle

2 |G
a |Gnkl-
¢) En déduire I’expression de d,,; :

- pour un réseau cubique simple,
- pour un réseau orthorhombique (azb#c, @ =p=y=71/2).

- Solution :
a) Par définition, les intersections du plan (h, k, 1) avec les vecteurs de base du réseau direct sont

(voir fig. 9) : P(%, 0, 0), Q(O, E ,0), R(0, 0, % ).

=T
ol R

> —>
Le vecteur PQ contenu dans le plan (hkl) obéit a la relation PQ = et le produit

- —> - — “ E ] T =
Guki - PQ = (hA+kB +1C) e est nul car (définitions de G ) :

5 = > —"_) = > *}9 =¥ oy
A=B-b=C-¢=2netA-b=A-c=B-a=0.

o=\

Coa —y -
Gnii est donc perpendiculaire & PQ et on démontrerait de méme que Gnxl est perpendicu-
—
laire & PR : il est perpendiculaire au plan (h, k, I).
b) La distance interéticulaire d,,, estreprésentée par la longueur OH sur la figure 9.
OH est perpendiculaire au plan (h, k, 1) et est donc parallele 8 Gni ; en considérant OH
_)
comme la projection de OP sur ahk], on obtient
- - e - > > s
‘thli +dyyy = G- OP = (hA+kB+1C) (a/h) = 2x
d’ou d;, = 2n/|th1|.
¢) A partir de la définition du réseau réciproque
- bAE 3
(A=2m—5—, B=
(a,b,¢) (&,

27 (2AR)

%) 5,2

| O
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_)
a Fig. 9
§ on obtient, dans un systéme de coordonnées rectangulaires, les relations suivantes :
. > 2 >
2 2ma o =i 9mhe 2 Pme
A B 000 flo ot
2 2 2
a b C
oy 5 L 2 k2 l2
| d’olt Gl = (hA+kB+10) = 4nz[llz+~2+_2
a b
i : c : 2n 1
‘ Si le réseau est orthorhombique — dyy = | G | = 2
3 hkl ;
| [rﬁ i T J
‘ a2 b2 02
; i 5 : o B! o a
e Si le réseau est cubique (a*=b*=¢%) D dpy= —— .

2
oy el

4 + Exercice 10 bis : Distances entre plans réticulaires

! 1°) A partir
! a) de la définition puis
- b) d’une propriété du réseau réciproque, donner 1’expression de la distance d(h, k, 1) entre les
i plans réticulaires (hkl) d’un réseau cubique d’aréte a, puis d’un réseau orthorhombique (a=b=#c).
| 2°) Classer dans chacun des deux cas les 8 premiéres distances par ordre décroissant en ne consi-
dérant pour le réseau cubique que les plans non équivalents.

Onprendraa=3 A,b=4A;c=35 A pour le réseau orthorhombique.

| = Solution :
‘ 1°) a) Dans un repére orthonormé, la distance entre 2 plans paralleles d’équation
Ax+By+Cz+ D, =0ctAx+By+Cz+ D, =0est 8 = |D,;-D,|/JA?+B2+C2.

'1 L’équation du plan (hkl) le plus proche de I'origine dans le réseau orthorhombique est (voir
résumé de cours I n"3) :

(h/a)x + (k/b)y+ (1/c)z—1 = 0 d’on

T T T T L TR A TV L LTI TR R eI ves e i
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d(h, k1) = 1/[(h%/a? +k2/b2+12/c2) 1“2 soit
d(h,k,1) = a/(h2+k2+12) 12 pour le réseau cubique.
b) On retrouve aisément  les résultats ci-dessus en utilisant la  relation
= S s o
d(h,k, 1)  G(h k1) =2rn avec G(hk1) =hA+kB+IC
- Voir Ex. I. 10 pour les détails.

2") Pour le réseau cubique, il suffit de classer la quantité Wk +1 par ordre croissant.
D’ol (100); (110); (111); (200); (210); (211); (220); (300} et (221).
Pour le réseau orthorhombique : (001); (010); (011); (100); (101); (002); (110); (111);

: o 2 .
séquence qui se déduit des valeurs de |Gl croissantes.

- Exercice 11 : Angles entre plans réticulaires

Dans un réseau cubique, donner 1'expression de I’angle @ entre les plans (h,, k1, ) et

( h,, k,, 1, ). Vérifier le résultat pour les plans (100) et (110).

- Solution :

L’angle entre les plans (hy, k;,1,) et (hy, k,,1,) n’est autre que, dans I’espace réciproque,

Iangle @ entre G(h,, k,, 1,) et G(h,, k,, 1,) (voir R de C Il n"3).

; o e ;
11 suffit donc d’évaluer le produit scalaire Gi - G2 = G, - G,cos®. En explicitant

= - > > = > > >
Gi = hA+kB+1,C et G2 = h,A+k,B+1,C,

on obtient :
(h,h, + K ks +1,15)
1 I

3 3
(B2 1 415 (ke =15

cos @

Appliqué aux plans (100) et (110), on trouve effectivement cos® = J2/2 soit P = 45° .

Exercice 12 : Volumes dans I’espace réciproque

On considére successivement les réseaux directs (cubigues) suivants : c.s; c.c.; c.f.c. (tous
d'aréte « a ») et les réseaux réciproques associés. Dans cet espace réciproque, évaluer le volume des
illes élémentaires (ordre 1) correspondantes.

Solution :

a ) c.s. Réseau réciproque V = (2m/a) .
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B ) c.c. Dans I’espace direct, la maille cubique est d’ordre 2. Son volume est donc (résumé de
cours) v = a’/2
Le réseau réciproque d’un c.c est c.f.c (ordre 4) avec une maille d’aréte 2 - (2m/a) d’ou
V = (1/4) (4n/a)° = 2- (2m/a)’
v) c.fc. Dans I’espace direct, la maille cubique est d’ordre 4: v = a’/4 . Dans I’espace réci-

progue la maille d’ordre 2 (c.c) a pour aréte 2 (2n/a) d’ot V = 4(2n/a) 45

Note : Sur ces cas particuliers, on vérifie larelation générale v-V = (2m)

« Exercice 13 : Réseau réciproque d’un réseau cubique a faces centrées

Construire le réseau réciproque du réseau cubique a faces centrées
a) a partir des définitions,
b) en utilisant le facteur de structure

F(hk1) = Y fexp [-i2m (hu;+ kv +1w)) ]
i

- Solution :

a) A partir des définitions, il faut considérer la maille fondamentale rhomboédrique dont les vec-
teurs de base a', b', et ¢' obéissent aux relations suivantes (voir figure 3 - exercice n’l - 1) :

>
A= R+ (a/2) ;b = (§+2) (a/2); & = (Z+X) (a/2).
Le volume de cette maille élémentaire est tel que V = a’/4 (puisque la maille c.f.c. est d’ordre

= >
4) et les vecteurs de translation du réseau réciproque sont donnés par (A = 2mb AL/ ¥

- > =
i %mm_%), £ %(_gﬂam, = %(§_§+z).

Ce sont les vecteurs fondamentaux d'un réseau cubique centré.

—
b) Les conditions de diffraction par le réseau direct imposent au vecteur de diffusion Ak d’étre

égal & un vecteur du réseau réciproque 8 (h, k, 1) et la présence d’atomes identiques a I'intérieur de
la maille (par I’intermédiaire du facteur de structure) « efface » certaines de ces réflexions.

Pour construire le réseau réciproque d’un réseau de Bravais donné, on pourra donc considérer le
réseau réciproque de la maille multiple choisie en effacant dans 1’espace réciproque les nceuds cor-
respondant aux réflexions interdites (liées a la présence de nceuds supplémentaires dans I’espace
direct). Ainsi dans le cas du réseau c.f.c., F (hkl) est tel que :

F(h k1) = {1 +exp-in(k+1) +exp-in(k+h) +exp-in(h+1) } ,
il est nul quand h, k et 1 n’ont pas la méme parité ; les réflexions du type 100 et 110 sont interdites et
en effacant dans 1’espace réciproque les points correspondants il ne subsiste qu’un réseau cubique
centré de coté 4m/a.
Remarque :

Il s’agit d’effacer les réflexions liées & I’existence de nceuds du réseau primitif contenus dans la
maille multiple considérée et non d’effacer toutes les réflexions interdites. Par exemple le réseau
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réciproque du diamant reste cubique centré (réseau direct cfc) bien que la position d’un atome en
position 1/4, 1/4, 1/4 chimiquement identique mais non équivalent a celui qui se trouve en 0, 0, 0,
interdise les réflexions pour lesquelles h + k + 1 =4n + 2 (telles que la réflexion 200 : voir Pb 1).

- Exercice 14 : Zones de Brillouin des réseaux c.c. et c.f.c.

Construire les zones de Brillouin de ces deux réseaux.

- Solution :

- Le réseau réciproque d’un réseau c.c. est un réseau c.f.c. qui aura pour maille 2 - 2w/a avec
des neeuds au centre des faces, ce qui revient a considérer les seules réflexions du c.s. telles que
h+ k +1 pair : 110, 200, etc. Les plans médiateurs entre le centre I' (000) et les noeuds du type
110 (nceuds représentés par un point noir sur la Fig. 10 a) suffisent a définir la premigre zone de

Brillouin et ces plans passent par les points de type N de coordonnées g, g, 0. Ces mémes plans

passent par les points de type H et P. En H, passent aussi les plans médiateurs entre I" et les nceuds
du type 200, plans qui délimitent le cube représenté Fig. 10 a. Les points P, eux, sont & mi-distance
entre I et les nceuds 111 qui n’appartiennent pas au réseau réciproque. La premiére zone de
Brillouin ainsi construite est un dodécagdre régulier.

- Le réseau réciproque du réseau c.f.c. est c.c. de maille 2 -2m/a (les seules réflexions autori-
sées sont telles que h, k, | de mé&me parités 111, 200, etc.). Les nceuds de type 111 permettent de
construire le cube (en tirets la Fig. 10b) qui, avec le point I" au centre, constituent un réseau cubi-
que centré de maille 2 - 2rm/a. Les intersections des huit plans médiateurs entre 1’origine et les
nceuds de type 111 conduisent & la constitution de huit hexagones réguliers centrés sur des points de
type L car ces plans médiateurs sont tronqués par les six plans médiateurs entre T et les nceuds de
type 200, d’ou I’apparition de carrés centrés en X. La premiére zone de Brillouin est un cuboctagdre
régulier.

[AR

Fpe G g

Fig. 10
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. Exercice 15 : Diffraction des rayons X par une rangée atomique

On considere la chaine linéaire d’atomes de carbone représentée sur la figure 11 et dont la struc-
ture pourrait étre celle d’une chaine d’hydrocarbures possédant des liaisons simples et doubles
alternées -C=C-C=C-C=C-C=.

jmatey Bl e
@ ad (3

4 A4 o

(0 b) 2 @ @ (5
Fig. 11 et Fig. 12

a) Quel est le vecteur de base du réseau?
Quelle est la composition du motif?

o : ! o ; a
Préciser avec les notations habituelles la position des atomes du motif quand b = T

b) On éclaire cette chaine & incidence normale avec une radiation X monochromatique A .

o ) - Aprés avoir évalué la différence de marche entre les rayonnements diffusés dans I’angle 6
par I’atome situé a I’origine (O) et I'atome placé en position (2), indiquer pour quelles valeurs par-
ticulitres de 6 (ou d’une de ses fonctions trigonométriques) on observerait des taches de diffrac-
tion dans I’hypothése oil 1a chaine ne comporterait que des atomes pairs (diffraction par le réseau).

- Montrer que I’addition des atomes impairs accentue I'intensité diffractée dans certaines direc-
tions tandis qu'elle la fait disparaitre dans d’autres directions (toujours dans I"hypothése ol

a
b= =
i )
Retrouver ce résultat a ’aide du facteur de structure.

B)-AN.: A =05 A, a=5 A dresser le tableau des valeurs croissantes de 9(0 <0 Sg )

pour lesquelles les conditions de diffraction du réseau sont satisfaites. Préciser les valeurs corres-
pondantes du rapport des intensités L./I, dans lequel Iy est I'intensité diffractée par 1’ensemble

des atomes de la chaine alors que I_ serait I'intensité diffractée par les seuls atomes situés aux

nceuds du réseau.
- Solution :

, 3 . S "
a) Le vecteur de base du réseau est & et le motif est constitué de 2 atomes de carbone 1’un en O,

el
1’aut o
autre en

b) Diffraction par le réseau :
La différence de marche «§_ » entre les rayonnements diffusés par 2 nceuds du réseau consécu-

tifs est telle que: & =a sin®; la condition de diffraction par le éseau correspond a la relation
6, =asinb = nA (on se méfiera des automatismes qui consisteraient a écrire, sans réfléchir, la

relation de Bragg sous la forme habituelle 2 d sin 8 = ni).
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Les raies de diffraction par le réseau sont donc données par 8 = Arcsin (nA/a).
= Diffraction par le motif :
La différence de marche « & _ » entre les rayonnements diffusés par les 2 atomes du motif dans

une méme maille est telle que & = bsin® = %sin@.

o ) Le second systéme d’interférences se combine avec le premier de telle maniére que, quand

: 4n'A 1 . y , . g
8, = n'A(sin® = el les taches de diffraction du réseau sont renforcées (leur intensité qua-

druple) par la diffraction du motif alors que le systéme d’interférences résultant est détruit quand les

2n'+1
2

sera doublée car le déphasage entre les systemes interférentiels est de ig .

valeurs de 6 sont telles que & = [ )7\.. Dans les autres cas (n impair) I’intensité résultante

On peut obtenir ce résultat & partir de I’expression générale du facteur de structure

F(hkl) = Y fiexp [-i27 (hx; +ky; +12) ],
J

expression qui se réduit ici (une dimension et avec x; = 0, 1/4)a:

T

2h) avec f, = f,,, (atomes identiques).

F(h) = f0+f1/46xp~i[

Pour h(n)

Il

4k : F(h) = 2f,, I, = 41,.

Pour h(n) (2k+1) -2 : F(h) =0, I; = 0.

Pour h(n) = impair: F(h) = f;(1£i), I; = 2L.

B ) Application numérique : A = 0, 5A, A/a=0,1.

n (h) 1 2 3 4 ) 6 74 8 9 10
_ i o1 [ o2 [ o3 | oas | 85 1 0s |07 1 Tes | toe 1
sin® = —
a
0 52,74 | 11°.,53 | 17°.45 | 25°,50 30° 36°,86 | 44°.42 | 53°,13 | 64°,16 90°
IT/I wx% 2 0 2 4 2 0 2 4 2 0
T

** En réalité les valeurs absolues des intensités I et I varient avec 6 car elles dépendent des

facteurs de polarisation et de Lorentz ainsi que du facteur de forme (Ex. 22) mais 1’évaluation de
leur rapport se référant au méme angle de diffusion, est correct.

(.Ex.IIL 1)
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- Exercice 16 : Largeur des taches de diffraction d’une rangée atomique
de longueur finie

On reprend I’exercice précédent en considérant désormais que la chaine linéaire d’atomes a une
longueur finie comportant N motifs.

a) Quelle est I’expression de I'intensité diffusée par le réseau seul en fonction de @ ?

b) Méme guestion mais en prenant en compte 1'ensemble de I’édifice cristallin (réseau + motif)
et dans I’hypothése ol b = a/4.

AN A =058 a=5A N=ID
Quelle est la largeur angulaire de la premiére réflexion (n=1)?
= Solution :

a) Si on néglige, comme précédemment, la variation en fonction de 6 des facteurs de polarisation,
de diffusion de Lorentz (voir [15a] p. 134 et 242) et du facteur de diffusion atomique (cf. Ex. 22), on
se trouve confronté au probléme, classique en optique, de la composition de N ondes de méme ampli-
tude. En prenant I’origine des phases sur I’atome initial, on obtient donc pour I’amplitude résultante :

e 21mnd
A= Zfexp—i - 2 avec 8. = a sin@
0
: . . : : _ 2md,
Ceci conduit & I'évaluation de la somme d’une série géométrique de progression exp—1 X
: ; 1
soit exp—1@Q avec @ = 2nasmi
sinll\%p sinZ(TENa sin%)
Lo = -
sin?2 sin?(ﬂ:—a Sme)
2 A

Les maxima principaux correspondent aux valeurs de 8 qui annulent simultanément le numéra-
teur et le dénominateur soit

niNa sinf _ aire B sin@ _ il
A A ;

Cette derniére condition, qui est la plus restrictive, n’est autre que la condition de diffraction

: . o . 2
(nA = a sin@ ) et les intensités correspondantes seront données par [ = f f*N” (et donc propor-
tionnelles au carré du nombre de motifs diffusants).

. il e B : . mALIA:
Par contre les intensités diffusées sont strictement nulles lorsque sin® = Na # ) I’allure de
a

la variation de I’intensité diffusée par le réseau en fonction de sin 8 est indiquée sur la figure 13a.

On constate qu’une réflexion d’ordre « n » s’inscrit principalement dans un intervalle angulaire

nN-1\A . nN +1

tel que : ( j—«: sin© <(

4 N Ja " N

correspondante est inversement proportionnelle au nombre N de motifs éclairés.

)% et que la largeur angulaire de la tache de diffraction
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b) Si on considére les ondes diffusées par tous les atomes du cristal (réseau + motif), on obtient
pour I’amplitude résultante (en prenant toujours 1’origine des phases sur I’atome initial) :

e _[2 08’) ( Sm) . ( ﬁr) _[2n(8r+8m)
A = fexp-i| 2n- I +fexp-1i 21&7 +fexp-i ZR-II + fexp-i T}
J2r(N-1)8, 2r(N-1) (8,+8,)
+ ... exp—l[T] + fexp—1|: 5 }

) 2nd,, 2mnd,
D’olt I’expression A = f |:1 + exp| —1 }Zexp - , dans laquelle le terme
A A
0

! Y =1 2 T
entre crochets n’est autre que celui qui conduit au facteur de structure [F(h) = f+f exp—lih ]

st 2 . P a . .
guand on se trouve en position sélective de Bragg pour le réseau: & = i sin® et a sin® = hiA.

L’intensité résultante I sera donc donnée par :

sin?-(nNa sine)
A

sinz( ma sinﬂ}
A

L’intensité diffusée par le réseau se trouve modulée par la composition du motif'; I'évolution du
ma sin®

an

[ =AA" = ffx-4cosz(na smﬁ)

an

terme modulateur 4cosz( } est représentée sur la figure 13b et le résultat final est indiqué

sur la figure 13c.

¢) Pour la réflexion n = 1 et en négligeant les variations lentes introduites par la modulation du

: o SR X fhs:
motif, on constate que la largeur & mi-hauteur de la réflexion correspondante est de l’ordlje Na soit

A(sin®) =AB = 107 radian.

La largeur angulaire des taches de diffraction est inversement proportionnelle au nombre de
motifs composant le cristal linéaire.

Fig. 13a — Intensité diffusée par le réseau.
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14 A
3
2} ®
1 £
[] ¢ ___.---—-"i
0 N 2x sin@
T a a
LEPNT
©
0 A % 2% . 56 6
a a

‘n:asinf))2
4n

Fig:13b : Modulation introduite par le motif : 4805(

Fig. 13c : Intensité résultante (réseau + motif)

- Exercice 17 : Réseaux de Bravais a deux dimensions: application au graphite

a) A partir de considérations géométriques élémentaires, dresser la liste des 5 réseaux de Bravais
a 2 dimensions.

b) Le graphite est un cristal lamellaire dans lequel les atomes de carbone sont, pour une couche
donnée, distribués aux sommets d’hexagones réguliers (de cdté d) s’emboitant les uns dans les
autres pour former une structure en nid d’abeille. Caractériser cet édifice par son réseau de Bravais
et son motif (voir aussi la définition donnée Ex. n°3 Q. n° 2c).

¢) Représenter graphiquement le réseau réciproque correspondant et tracer la premiére zone de
Brillouin.

d) Donner I’expression littérale du facteur de structure F(h, k) et préciser les différentes valeurs
prises par celui-ci.

- Solution :

; ; 5 ) el e > k4
a) A deux dimensions les réseaux de Bravais primitifs sont caractérisés par deux vecteurs a et b
et 'angle ¥ que font ces deux vecteurs, les différentes situations possibles sont donc :

azb v #90° systéme oblique.
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azb ¥ = 90° systéme rectangulaire.
a=b Y= 120 systéme hexagonal.
a=b Y= 90 systéme carré

Les réseaux de Bravais multiples des précédents ne peuvent étre que centrés et donc d’ordre 2;
or un réseau hexagonal centré peut étre décrit par un réseau hexagonal simple et un réseau carré
centré peut étre décrit sans réduction de symétrie par, un réseau « carré simple ». A deux dimen-
sions, le seul réseau multiple est donc le réseau rectangle centré (voir note finale).

b) La distribution des atomes de carbone dans le plan d’une couche est représentée sur la

el

Fig. 14

Aprés avoir choisi arbitrairement |'origine sur un atome (O), on constate que les autres neeuds du
réseau (lieu des points d’ol1 I’on voit le méme environnement chimique qu’a l'origine avec la méme
orientation) ne sont pas confondus avec la position géométrique de tous les atomes mais seulement
avec la position d’un atome sur deux pris en alternance (repérés par + sur la figure). La maille élé-

mentaire & la forme d’un losange (a=b=d J3, 0y = 1209) qui appartient au systéme hexagonal et
le motif est constitué de 2 atomes de carbone [’un en 0, 0 et I"autre en 1/3, 2/3 (ou 2/3, 1/3).
¢) Le réseau réciproque est défini par les relations données au R. de C. § I1.3 soit :

S T 5 o 3
asA =b:B =2my 4B =bA=0
2 = 2T = ot o 2
s0it ‘A = lBl e cos 30° car A n’est pas parallelea a ; I' = 60 (ou 120°)

) ECh k)= fo[l + exp—iZn( f + %) ] ; il est complexe mais 'intensité FF* est réelle.

S
Sithi Tl =3 ; Fik) =2,
S Bek2k =30l F (h, k) :1+expii%“

(...Pb112, Ex. IV 14b)
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Fig. 15

Note finale : La maille d’ordre 1 du réseau rectangle centré (ordre 2) est une variante du systéme
oblique (a#b ; y#290") appeléelosange (a = b ; y#90° et 120°).
Elle est représentée Fig. 5b (Ex . L. 3) et Fig. 6, face (110) (Ex .1 8).

- Exercice 18 : Construction d’Ewald et facteur de structure d’une rangée
On considere une rangée infinie d’atomes équidistants, d, alternativement de I'espéce Z, et de
I’espéce Z, . On éclaire cette rangée a incidence normale & I’aide d’une radiation de longueur

d’onde A et 1’on détecte les rayons diffusés par réflexion a I’aide d’une plaque photo (percée d'un
trou) perpendiculaire au faisceau incident (voir Fig. ci-aprés).

/_ PLAQUE PHOTO /

1 Z2 1 i 71

1°) A partir de considérations géométriques simples, évaluer numériquement les angles
o, O, , 04 , .., qui correspondent & des interférences constructives (évaluation de o croissant et
limitée au plan d’incidence). Donner les expressions des amplitudes correspondantes A, A,, A;.

Onprendra A = 2d/3 .

2°) Retrouver les résultats ci-dessus a I’aide de la construction (graphique) d’Ewald. On raison-
nera done dans 1’espace réciproque et on signale que le réseau réciproque d’un réseau i une dimen-
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sion se réduit 2 un réseau de plans (et non de nceuds) d’abscisses n A (n entier ><0). 1l s’agit donc
de représenter la trace de ces plans et par leur intersection avec la sphére d’Ewald (A= 2d/3), on
déterminera la direction des rayons diffusés (et ainsi 0.}, ,...) dont 'amplitude sera évaluée a

I’aide du facteur de structure.

—_—
Sur la méme construction, on mettra en évidence les angles © de Bragg et les vecteurs Ak.

3°) Donner I’allure du diagramme observé sur la plaque photographique. ‘

4°) Reprendre I’ensemble des questions ci-dessus dans 1’hypothése ol tous les atomes sont iden-
tiques (et équidistants de d).

- Solution :

1°) Il s’agit d’un réseau linéaire de maille a = 2d, motif : Z, en O et Z, en 1/2.

Les interférences seront constructives quand IK =n} soit

2d sinor = nA (noter la coincidencce purement accidentelle

KJ avec la formule de Bragg). o, = Arcsin(A/2d) = 19°5.

A // Pour n=1 (et plus généralement n impair), la différence de

T N I marche entre les rayons diffusés par 2 atomes Z, et Z, consécu-

~ 7 N C?/ tifs est (2n+1)A/2 (déphasage (2n+ 1)m) et I'amplitude
Ry O & o
71 2 lil i

ETTER 2d ]

Les autres valeurs numériques sont : 0L, = 41°8 (A, < Z; +7Z,); 0y = 90° (A = Z,-7,).

2°) La sphere d’Ewald est définie par son rayon ky (k, = 21/ A = 31/d) et la position de son

- o 3, i i
centre C (que 1’on déduit de Iorigine de 1’espace réciproque en sachant que ko est// ala direction

des rayons incidents). Les nceuds de 1’espace réciproque (a 3d) se réduisent ici (1d) a des plans

S : = = 7 27> iz e :
caractérisés par des translations T = nA avec A = —u, (Pour démontrer ce résultat, il suffit
a

P AR 5 » - ; > 3 ot ’

de considérer les définitions données dans le résumé de cours et faire tendre b et ¢ vers I'infini
> > -

pour constater que B et C tendent vers z€ro; les nceuds du réseau réciproque se resserrant en

9
plans L a2 A).

. P 3 s 2 . . . . 55 e .
Aprés avoir noté qu’ici WAl = 21t/24d, il est aisé d’obtenir la construction représentée sur la Fig.
16a. On observera que, parce que le réseau réciproque est formé de plans, I’intersection de la sphere

d’Ewald avec ces plans est obligatoire (d&s lors que A < 2d) et les conditions de diffraction sont
toujours remplies alors que cette situation est improbable quand il s’agit d’un réseau réciproque
formé de points (3 3d pour une radiation monochromatique et une incidence quelconque). On

notera aussi I'existence de réflexions symétriques (1, 2, 3) et des diffractions observables par

o 2 oo i
transmission (quand k est dirigé vers le bas).
L’amplitude des interférences se déduit du facteur de structure qui se réduit ici a:

F(n) = f, + fzze*i’“‘
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Les plans « n » impair correspondent 2 des oppositions de phase et des intensités réduites.

(T D
o/| K
e
X

(2)

>

w|
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=
o
=
[a%)
W

Fig. 16

3°) Dans I’espace, les intersections de la sphére d’Ewald avec les plans du réseau réciproque sont

é .
des circonférences. Les vecteurs k (origine C) dont I’extrémité décrit ces circonférences satisfont
aux conditions de Bragg. Le diagramme observé sur la plaque photographique (voir Fig. 16b) maté-

>
rialise ’intersection des différents cdnes (décrits par k ) avec le plan de la plaque.

Le diagramme est donc constitué de coniques qui sont ici des paraboles, I’intensité des paraboles
paires (n = *2 ) étant supérieure 2 celle des paraboles impaires (n = *1 ). Noter aussi la droite
de réflexion spéculaire correspondant a n = 0 sur la fig. 16c.

4%) Si on imagine que les atomes d’espéce Z, deviennent progressivement identiques aux atomes
de I’espéce Z,, on doit s’ attendre 4 ce que les réflexions impaires ci-dessus s’éteignent pour ne lais-
ser la place qu’a la réflexion 2 des questions précédentes. Ce résultat intuitif est cohérent avec la
construction d’Ewald puisque le réseau direct a désormais pour maille d (et non 2d), et les seuls
plans du réseau réciproque qui subsistent sont équidistants de 2n/d (et non m/d).Voir les plans
d’indice pair sur la Fig. 16a.

Seules les paraboles n = 2 et n = -2 apparaitront sur le cliché de diffraction avec la droite n = 0.

« Exercice 18 bis : Facteur de structure d’une rangée au motif triatomique ;
construction d’Ewald a incidence oblique (variante de I’ex. n°® 18)

On consideére un cristal linéaire de maille « a » dont le motif est constitué d’un atome de I’espece
Aen 0 et de 2 atomes de I’espece B en 1/3 et 2/3. Expliciter le facteur de structure d'un tel cristal.

Ce cristal est éclairé a incidence oblique (i = 45 °) par une radiation de longueur d’onde A (=a/4). A
I’aide de la construction d’Ewald, représenter graphiquement et dans le plan d’incidence les direc-
tions de diffraction et indiquer le poids relatif des différentes intensités diffusées. Préciser la signifi-
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cation physique du vecteur diffusé k dont I'extrémité s’appuie sur le plan du réseau réciproque
passant par 1’origine 0.

= Solution :

L édifice est représenté sur la figure de I'ex. II 2bis.
B(h)= f, + fBe—iZT:h/B 3 fBeiZﬂ:h/3 cap o T3 _ i2nhs3
F ()= f, +2f, cos (2rh/3)

F (h) = f, + 2f; pour les réflexions telles que h =3n

F (h)= f, —f,; pour les autres.

Fig. 17

Dans I’espace réciproque, voir figure 17, les traces des plans correspondants sont représentées en
traits forts pour les réflexions fortes (h = 3n) et en tirets pour les réflexions faibles (h # 3n) sachant

que I (h) =F (h) x FX (h).

Les vecteurs li qui s’appuient sur le plan du réseau réciproque passant par I’origine (0) corres-
pondent dans I’espace direct & une différence de marche nulle entre les ondes diffusées par les diffé-
rents atomes de la rangée. Les interférences constructives existeraient méme si les atomes €taient
distribués de facon aléatoire (non périodique) le long de la rangée. Dans le plan incidence le fais-
ceau correspondant est symétrique du faisceau incident. Il s’agit de la réflexion dite « spéculaire ».
De plus les vecteurs k diffusés vers le haut correspondent a des expériences « par réflexion », ceux
dirigés vers le bas & des expériences « par transmission ».

(... Ex. I1 2 bis, II 2 bis)

+ Exercice 19 : Réseau réciproque, zone de Brillouin et construction d’Ewald
d’un cristal a 2 dimensions

On considére un édifice cristallin & 2 dimensions caractérisé par un réseau direct rectangulaire
simple (a=3 A, b=4 A) et un motif composé d’un atome Z, en (0, 0) et un atome Z, en 1/2 1/2
(¢f. Exercice n’ I, 3 q. 2).
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1") En partant d’un édifice cristallin orthorhombique simple(azb#c; o = B = vy = 90°),
montrer que le réseau réciproque du réseau direct 2 deux dimensions est un faisceau de droites

> 2 ;
paralleles dont on représentera la trace dans le plan A, B , (dans la suite du probléme, on raisonnera
uniquement dans ce plan). Indexer les différents neeuds de I’espace réciproque et construire la lére
zone de Brillouin.

2°) On éclaire cet édifice & I’aide d’un rayonnement de longueur d’onde A dirigé suivant la ran-

gée [ 1, 0] de I’espace direct. En utilisant la construction d’Ewald, préciser les indices des réflexions
susceptibles d’étre observées et indiquer la valeur numérique du ler angle de Bragg. On prendra
A=138A

3%) Dans le cas général d’un rayonnement de longueur d’onde et de direction quelconque, énu-
mérer les 6 premicres réflexions non équivalentes possibles (angles de Bragg croissants) en préci-
sant les amplitudes correspondantes. Sur la figure demandée au 2°, représenter la trace de
I'extrémité des vecteurs d’onde incidents, k, qui, ayant pour origine le nceud (0, 0) sont suscepti-

bles d’exciter la réflexion (1, 1).

4%) Les atomes d’espece Z; et Z, sont désormais identiques. Montrer que le réseau réciproque
d’un réseau rectangle centré est lui-méme rectangle centré. Représenter dans ce cas la premiere
zone de Brillouin et énumérer les 5 premiéres réflexions non équivalentes autorisées.

- Solution :

1°) En appliquant & un réseau orthorhombique simple la définition des vecteurs de base du réseau

i S . ey
réciproque (voir Résumé de Cours), on constate que ces vecteurs sont tels que A = ;ﬁa;
= DL, 21> ¥ : 5

B = B b C= — Ue- Quand dans I’espace direct, les plans du type (0, 0, n) s’écartent les uns

des autres pour s’éloigner vers I’infini et ne laisser subsister que le réseau bidimensionnel consi-
9
déré, c — oo, le module de C tend vers 0 et les nceuds de I’espace réciproque du type (0, 0, n) vont

i 2 £ o2 B
se resserrer. A la limite ces nceuds constitueront des droites normales au plan A , B . Dans ce plan,
la trace de ces droites seront des points que 1’on déduira de 1’ origine (0, 0) par des translations du

o 2 . ) . o -
type hA + kB, chaque point étant indexé a I'aide des valeurs particuliéres prises par h et k. Le
résultat d’une telle opération conduit a la représentation indiquée sur la Fig. 18.

La plus petite surface construite a 1’aide des plans médiateurs tracés entre I’origine et les diffé-
rents nceuds du réseau réciproque est aussi représentée (aire du rectangle aux bords hachurés). Cest
la premiére zone de Brillouin.

27) Les nceuds interceptés par la sphére d’Ewald sont les nceuds relatifs aux réflexions (1, 2);
5 - > 3
(1, 2); (3, 1) et (3, 1), en ne considérant ici que les rayons diffusés dans le plan (A, B). En fait, la

1 ; o 2 : i
sphére d’Ewald intercepte toutes les droites (normales 2 A , B ) et dont la trace est située A 1'inté-
rieur de la circonférence représentée sur la Fig. 18.

T
L’angle (ky, k) = 20 esttel que:

1/2
sin@, = S—? = %’(% iz) = 308y
0 a b

+
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3°) La séquence des angles 8 croissants correspond (loi de Bragg) a la séquence croissante de

. Elle peut &tre déduite soit du calcul :

1 : h_2 . liz 172
d(h, k) e ?
soit directement des mesures effectuées sur la figure 18 puisque |G (h, k)| = d—(zhn—k) —¢f Ex

110 bis—.

v
d(h, k)

L ] L ] ® 9, L J [ ]
03 23
e & A °
= 02 //1 =
7 K LS
S, (e R |
7 ZHNEL !
2 v £ e si]
5 2 1 20 30
> /
® ® ® ° j_
BE . AT a1 A1
5 %
. ® \.\ ® // ®
- 07 12— 2 2
1Bl =(21/b) 2
== A [ [ ] L] [ ]
IAl =(2n/a)
Fig. 18

AT’aide de 'une ou I’autre des 2 méthodes, on obtient la séquence : (0, 1); (1, 0); (1, 1); 0, 2);
(1,2);(2,0); (2, 1); (0, 3) ... L'amplitude des réflexions est donnée par le facteur de structure qui
iciest :

. —-im(h+k)
F(h k) = le + fzzc

Quand h + k est pair, F (h, k)

fz] + le ; Exa (30D
Quand h + k est impair, F(h,k) = fZl - fZz : Ex. (1 2)-

Enfin la droite A (Fig. 18), trace du plan médiateur entre I’ origine et le nceud 1 1, représente le

—>
lieu de I’extrémité de tous les vecteurs incidents k; qui sont susceptibles d’exciter la réflexion

- A
(1 1). En effet, un tel vecteur (d’origine 00) obéit a ﬁo-g(il) = ‘G—(il—” ou a

= > > >
k,—k = Ak = G(11).
4°) Quand Z, = Z, le réseau direct est rectangle centré (voir solution de 'Ex. 1. 3 quest. 2) et le

. >
réseau réciproque doit étre construit 2 I’aide de la définition et en employant les vecteurs 3 , b'de
la maille d’ordre 1 (de forme losange). Il est plus simple de décrire I'édifice rectangle centré comme
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| i étant rectangle simple avec 2 atomes identiques en 00 et 1/2 1/2. La présence de ce motif induit le
fait que les réflexions h + k = impair sont interdites. En effagant les points correspondants sur la
figure 18, on obtient la Fig. 19 (dans laquelle les réflexions interdites sont symbolisées par des X).

- = > >
i Le réseau réciproque obtenu est bien aussi rectangle centré (avec A' = 2A et B' = 2B).

1 Les 5 premiéres réflexions autorisées (et non équivalentes) sont : (1, 1); (0, 2); (2, 0); (1, 3);
2.2
Sur la Fig. 19, la partie hachurée limite le contour de la lére zone de Brillouin quand Z; = Z,.

e x o X ®

02 22
x x @
3T
o ® ®
20 20 40
x o
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Fig. 19

- Exercice 20 : Diagrammes de diffraction X et construction d’Ewald

Les principales méthodes expérimentales mises en ceuvre en diffraction des rayons X sont :
a) la méthode de Laiie,

b) la méthode du cristal tournant,

c) la méthode des poudres (ou de Debye-Scherrer).

Rappeler le principe des 3 montages correspondants et, a 1’aide de la construction d’Ewald dans
I’espace réciproque, en déduire I’allure des diagrammes de diffraction observés dans chaque cas.

o Solution :

La figure 20a représente schématiquement le montage expérimental.
Dans la méthode de Laiie, le cristal est fixe et la radiation X incidente est spectralement étendue
entre A et Ay .Aces 2 radiations extrémes correspondent respectivement des sphéres d'Ewald

derayon ky = 2m/A (de centre Cy)) et de rayon k. = 2n/A,; (de centre C).

Tous les nceuds de réseau réciproque inclus entre ces 2 sphéres extrémes pourront étre coupés

\
\
< ; g i vl =

par une sphere de rayon intermédiaire k (de centre C) et les conditions de Bragg, Ak = G, seront
| satisfaites pour chacun de ces nceuds.
i
i
t
|
|
|
|

Le diagramme de diffraction observé sur une plaque photographique sera formé de taches plus

— >
ou moins ponctuelles aussi bien par transmission (si I’angle 26 entre k, et k est tel que
|26] £ /2) que par réflexion (|20] > /2 ).

Dans la méthode du cristal tournant, la radiation incidente est monochromatique. La rotation du

cristal autour d’un axe entraine la rotation du réseau réciproque autour du méme axe. Chaque nceud
du réseau réciproque va donc décrire une circonférence qui coupera la sphére d’Ewald en 2 points
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