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S3, SP3, alternants Probabilités et StatiStiQUE S département Mesures Physiques - IUT1 - Grenoble

L'effectif total est de 1000, ce qui permet de calculer faTient les fréquences situées
sur la derniéere ligne du tableau.

Premiere partie
Statistique descriptive

On peut imaginer de multiples représentations graphiqoas pne série statistique :
diagramme en batons, camemberts...Une seule présenteetitee difficulté : I'histo-
gramme, utilisé pour représenter par une suite de rectalegerésultats regroupés en
classes.

1 statistiues a une variable

1.1 vocabulaire, représentation exemple 2 :un technicien mesurant des tiges métalliques obtient lesisgsuivantes :

La statistique est I'étude despulations, dont les éléments sont dieslividus ; le plus
souvent on n'étudie pas toute la population, mais seulemegchantillon de celle-ci.
L’ effectif d’'un échantillon est le nombre d’individus qui le composent

Plus précisément, on étudie certagaacteresdes individus, caractéres qui peuven
étrequalitatifs (par exemple le prénom, la nationalité, ...) quantitatifs (I'age, la taille,
les revenus mensuels...). Les caracteres quantitatifeepeétrediscrets (la pointure de
chaussures, le nombre de personnes au foyer, .cpotinus (la taille, la superficie d’'une
région, ...).

longueur (mm)|| [330;340[ | [340;343[ | [343;345[ | [345;350[ | [350;360]

effectifs 57 195 204 30 14

Pour faciliter I'étude, en particulier des caractéres ioms, on peut regrouper les va-
leurs enclasses c’est a dire en intervalles deux a deux disjoints. La longwun tel
intervalle est appelémplitude de la classe.

Par exemple, pour décrire la taille d'un adulte, on pourras@érer les intervalles
[0;100], [100, 110, ..., [190,200[, [200, +oc], la premiére classe est d’amplitude 100, Iq
derniére d’amplitude infinie alors que toutes les autres d@amplitude 10.

Une série statistiqueest un ensemble de couplés;, n;), ou lesx; sont les valeurs
prises du caractere et les le nombre de fois ou la valeus; apparait.

L'effectif total de I'échantillon est dong = ) . n;.

On appelldréquenced’appparition der; le nombref; = n;/n.

exemple 1 :sur un échantillon de mille piéces tirées de la productionjaliére d’'une
usine, on compte le nombre de défauts constatés :

nombre de défauts 0 1 2 3 4
effectifs 570 | 215 140 60 15
fréquences 0.57 | 0.215 | 0.140 | 0.06 | 0.015

Ici les valeurs sontdoney, = 0, 1 = 1, ...,x4 = 4 d’effectifs respectifsyy = 570,
ny = 215, Nog = 140, ns = 60, ng = 15.
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Pour tracer I'histogramme on place en abscisse les difféseriasses, idi330; 340],
[340; 343], [343; 345][, [345; 350[ et [350; 360].

Pour chaque classe on calcule alors la hauteur du rectaoigkspondant : c’est I'ef-
fectif divisé par I'amplitude de la classe. Ici, on trouvendaespectivement 5.7, 65, 102, 6
et14.

Alors I'aire de chaque rectangle est proportionnelle dd'@if de chaque classe. Atten-
tion, c’est bier’aire , et non la hauteur, qui est proportionnelle a I'effectif !

1.2 caractéristiques de position

le mode est la valeur la plus fréquente d’une série statistique r pae série répartie
en classe on parle ddasse modaleLe mode n’est pas forcément unique.

Dans I'exemple 1, le mode est 0; dans I'exemple 2, la classgafecest l'intervalle
[343; 345].

la médianeest la valeui e telle que la moitié des individus de la série ont un caractére
inférieur ou égal /¢ et I'autre moitié un caractere supérieur ou égal.



Quand les données sont regroupées en classes on parlestenizdale.
Dans I'exemple 1, la médiane est 0; dans I'exemple 2, laelaggliane e4840; 343].

la moyenned’une série statistiquer;, n;) est le nombre

n1xy +Noxo + ...+ Npxy
n

T =

= fiz1 + foxo + ...+ fpxp

Dans I'exemple 1, la moyenne est ddh215 x 14+ 0.14 x 24 0.06 x 3+0.015 x 4 =
0.735.

Dans le cas ou les valeurs sont regroupées en classes, odébewrhiner une valeur
approchée de la moyenne en remplacgant pour le calcul ch#apse@ar son milieu : dans
'exemple 2, la moyenne e8t114 x 335+ 0.39 x 341.5 4 0.408 x 344 + 0.06 x 347.5 +
0.028 x 355 = 342.517. Ce calcul n’est satisfaisant que si les classes sont « h@gies »,
i.e d’amplitudes et d’effectifs comparables.

1.3 caractéristiques de dispersion

On souhaite estimer si les valeurs d’'une série statistiqgneregroupées ou non autour
de la valeur moyenne.

La caractéristique de dispersion la plus élémentaire dtiafacile a calculer e$éten-
due, différence entre la plus grande et la plus petite des val€un peut aussi considérer Ia
moyenne des écarts a la moyenne de chaque valeur.

Mais on préfére utilisela variance etI'écart-type qui pour chaque valeur :

la variance de la série statistique est

ni(x1 — )% +no(ze — )% + ...+ ny(z, — 7)?

n

filer =2 + fa(wo —2)° + ...+ fi(zp, — 7).

L'écart-type de la série statistique, nete
est la racine carrée de sa variance.

Ainsi, la variance est simplement « la moyenne des carré8aets a la moyenne ».

Dans I'exemple 1, on trouve une étendue de 4, une variande &9&7 x (0.735)% +
0.215 x (1 —0.735)240.14 x (2 —0.735)240.06 x (3 —0.735)>4-0.015 x (4 —0.735)2 ~

1.015 et donco’ ~ 1.01.

remarque 1 : on peut développer I'expression donnant la variance enatdpres cal-
cul la formules? = 22 — 2.

remarque 2 : la formule donnant la variance fait bien intervenirmret pas um — 1,
cf 10.2 pour plus de précisions.

2 statistiques a deux variables

Une série statistique doubleest une série de mesures de deux quantitéset y :
T1,X2,. .., Ty €Y1, Y2, ...\ YUn.

On s'intéresse surtout a la question de savoir si les medesedeux valeurs sont indé-
pendantes ou non. Si elles ne sont pas indépendantes, cosonéeelles reliées ?

2.1 Droite de régression linéaire

exemple 1 :0n mesure simultanément le courant et I'intensité aux Isdane résis-
tance. On obtient les valeurs :

intensité en ampergs0.053 | 0.067 | 0.095 | 0.16 | 0.21

tension en volts 8.1 9.95 15 25 30

On peut représenter ces mesures paruage de pointsiM; (z;, y;) ; G(Z, §) est appelé
point moyen. Ici, on trouve pour point moye@(z = 0.117,5 = 17.61).

Guillaume Laget - http ://maths.tetras.org/

2/33

| - 2 statistiqgues a deux variables



graphe
30 .

des mesures U=f(l)

25 .

/é 0.117,17.6

20

1)

15 °

10

e

D et:D’, quasiment indiscernables

0 T
0 0.025 0.05 0.075

0.1 0.125 0.15 0.175 0.2

Sur cet exemple, que constate-t-on? Les mesures sembdiopién qu’il y a une re-
lation linéaire entre les valeunsdu courant ey de la tension, i.e que I'on peut écrire dg
maniére « presque » exagte= ax + b. Mais comment choisir les « meilleurspetb ?

On peut bien s{r tracer a la main une droite qui passe au peges points, puis déter-
miner par lecture graphique son coefficient directeet son ordonnée a I'origine Cette
méthode est tout a fait valable, en particulier pour deswalebtenues en TP et tracées a
la main!

Mais nous allons voir une méthode calculatoire plus systiéua (et plus utilisable lors

d’'un traitement informatique des données) méthode des moindres carrés

On commence par determiner les caractéristiques de chdesrsgries : les moyennes

Z?:l(xi —-z)?

z = 0.117 ety = 17.61 déja calculées, et les écarts-types =

n 2
0.0593 eto, = W = 8.53.
On définit alors lacovariancede la série deée;, y;) par la formule

n

On peut développer I'expression définissant la covariange= % S (wiyi— Ty —
gri + TY) = 3w — T X Y — P X i T TP = 2wy —

Ty — Ty + Ty, et obtenir ainsi une autre expression de la covariance @mayenne des
produits moins produit des moyennes :

n
1
Ox,y = ﬁ § TiY; - 2y.
1=1

En utilisant I'une ou l'autre de ces formules, on trouvesigi, = 0.503.

On appelle alorslroite de régression dey enz la droite D : y = ax + b passant par
G et de coefficient directeur

C’est la droiteD pour laguelle la somme déd; P? est minimale, les; étant les points de
D d’abscisser;.
Ici, D :y = 143.27xz — 0.847.

De méme laroite de régression der eny D’ : = o’y + V' passant pafF et de coef-
ficienta’ = UL;’ minimise la sommé&", M;Q? ol lesQ; sont les points d®’ d’ordonnée
. j
Yy

Ici D' : 2 = 6.927 x 103 y — 0.00498, soity = 144.36z + 0.719.

Yi-

On constate sur cet exemple que les deux droites sont quadimdéscernables, et la
loi théoriquell = RI (soiticiy = Rx) semble a peu pres vérifiée, avec une valeuRde
proche de 143 ou 144.

exemple 2 :dans un SAV, on note pour chaque appareil défectueux I'hdarevée et
le temps d’atelier nécessaire a la réparation. Dans celas, probable que le graphique
ressemble & un nuage de points d’apparence aléatoire,scdels caractéristiques n'ont
probablement aucun lien entre elles. Les drallest D’ ne coincideront pas du tout.

Un outil numérique permet d’estimer si deux variables siéetlou pas par une relation
linéaire :

Oz,y

le coefficient de corrélation r =

Ox0y
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r est toujours compris entrel et1. S'il vaut +1, les droitesD et D’ sont confondues,
et plus il est proche de:1, plus les point§x;, y;) semblent alignés : on dit qu’il y a une
bonne corrélation linéaire entre les quantitést y.

Ici, » = 0.994. En pratique, on commence a considérer une vdlgur 0.7 comme
significative d’'une corrélation linéaire.

-

remarque 1 : le fait quer soit proche de 0 n’indique pas qu'il n’y a aucune corrélatio
entre les variables, mais seulement qu'il n'y a pas de atiogilinéaire. En effet, on ren-
contre souvent des relations du type= 1/(ax + b), y = kc*, y = ka¢, ... et tout ce qui
précede est inadapté pour traiter ces corrélations noaites

Mais il suffit d’'un changement de variable pour se rameneraaulioéaire : voir les
exercices.

remarque 2 : une bonne corrélatiorjn| proche de 1) ne signifie pas gu'’il existe ung
relation de cause a effet entre deux phénomenes; une étysligpé plus approfondie sera
nécessaire pour le savoir n'est qu’un indice pour le technicien.

On peutillustrer cela par un troisieme exemple : si a Gremohlnote, chaque jour de
I'hiver, la hauteur de neige tombée et la température de Baiobservera une corrélation :
il neige tres peu les jours trés froids. Peut-on en déduieclgdiroid empéche la neige de
tomber? En fait, il n'y a pas de relation physique directe a#itude, ou dans d’autres
régions du globe, il peut neiger avec des températuresrtigles. Mais en France, ce sonf
les anticyclones sibériens qui aménent le froid vif.. &rlsec. Il y a bien corrélation entre
les phénomeénes, mais pas de lien de cause a effet.

Complément : démonstration de la formule des moindres carrg

On considére un nuage de poidts (x;, y;) et une droiteD : y = ax + b.

Une maniere d’exprimer le fait que la droife passe au plus pres des points est de demander
que le produit des carrés des écarts d'ordonpée (az; + b) soit le plus petit possible : on souhaite
trouvera etb tels que la quantit® """, ((ax; + b) — y;)* soit minimale.

Il s’agit d’'une application de deux variablés, b) positive et a valeurs réelles. De plus cette ap}
plication est dérivable : si elle admet un minimum, on saiéquelui-ci les dérivées partielles doivent
s’annuler. On peut calculer ces dérivées partielles :

O (azi +b—yi)*)

da
2370 (axi +b—yi).
Ainsi la condition nécessaire de minimum s’exprime par lesdéquationd """, z;(az; +b —
yi) = 0etd. " (awi +b—y;) = 0, soitencoren>_"" 7 +b> "z — > 1 wyi = 0 et
ay " xi+nb—3"  y; = 0. Endivisant pan les deux équations on obtient le systéme :

(awi +b—y:)?)
ob

0 iy

23" wilazs + b — yi) et

xi 4 bT

a

T

aZ +b

1 n s
n Zi:l TiYi

]

que 'on résoud en enlevamtfois la deuxieme ligne a la premiére :

a(%Z?zlm?*fg) = %

aZ +b

n -
D iy TiYi — TY
= Y

Mais on reconnait dans la premiére équations les expressiera variance:? — z> et de la

. ex 2 .z L Og Oy N P . .
covariance déja étudiées. Aingi,= ———22 —— = “2Y et la deuxiéme équation exprime
1 > L 2 — 32 o2
. . . n 1= ? .
bien le fait que la droitéd> passe par le point moyen du nuage de points.

Des considérations intuitives montrent (la démonstratigoureuse dépasse le niveau de ce
cours) qu'il doit bien exister une droite réalisant ce minim et on vient de prouver que ce n'est

possible que pour les valeurs detb définies plus haut.

2.2 Régression linéaire passant par I'origine

Dans le cas de la résistance, si I'on connait préalablemé&x@érience la loi d’'Ohm,
on sait que la relation a chercher est du type- RI, et 'on peut souhaiter simplement dé-
terminer le meilleur coefficien® correspondant aux mesures, avec une relation sans terme
constant.

Si I'on recherche une relation de la forme= ax, on prendra alors la valeur

Dans cet exemplé,, 27 = 0.086023 et>_, z;y; = 12.82095, d’olla ~ 149.04€2.

Le choix entre ces deux méthodes dépendra des circonstatarescette expérience, le
fait qu'une régression linéaire « classique » ne donné pa$ peut s’expliquer par le fait
gue la résistance n’est pas une résistance « pure » (le teayrant alors une signification
physique) ou bien par le fait qu'une ou plusieurs mesuresEamprecises.
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