4 Probabilités - définitions élémentaires

4.1 expériences aléatoires

un nombre inférieur ou égal & 4 », &tN B = {1,3} = «on obtient un nombre impair
inférieur ou égal a 4 ».

Deux événements soimcompatibless’ils ne peuvent se produire simultanément, i.e si

On appelleexpérience aléatoireune expérience dont les issues (les résultats) ne sont |eur intersectiond N B est vide.

pas déterminés a I'avance.
L'ensemble, souvent noté, de toutes les issues possibles est appeilers ouespace
d’échantillonnagede I'expérience.

exemples :

— On jette un dé a six faces, il y a six issues possibfes= {1,2,3,4,5,6}.

— Un fabricant contréle les produits sortis de ses chairlgsa deux issues possibles,
ou bien le produit est sans défaut et peut étre vendu, ou eiproduit présente des
défauts et va étre jet&2 = { conforme, non conforme.

— On choisit un nombre entier positif? = N. A la différence des exemples précé
dents,() est ici infini. On parle la d'infini discret (les valeurs pddsis sont toutes
isolées).

— On choisit un point dans le plan. LQ,= R?, et I'univers est aussi infini, mais cette
fois-ci on parle d’infini continu.

4.2 événements

Un sous-ensemble, ou partie, feest appelé uvénement L'ensemble des événe-
ments est donc I'ensemble nd®(2) des parties d€.

En particulier et) sont appeléévénement certairet événement impossible

Un ensemble qui ne contient qu’une seule issue egtvénement élémentaire

exemple :dans I'expérience du dé, « on obtient 1 » est un événemeneatéire, « on
obtient un nombre impair » ou « on obtient un nombre inférmweégal a 4 » sont deux
événements (non élémentaires).

4.3 opérations sur les événements

A et B sont deux événements. Alors : B
L'événement contraire dd est son complémentaire dafis noté A ou ) — A, et se
comprend «A n’est pas réalisé ».

La réunion ded et B estA U B et se comprend 4 ou B (ou les deux) sont réalisés ».

Lintersection deA et B estA N B et se comprend 4 et B sont réalisés simultané-
ment ».

exemple : Dans I'expérience du dé, sl = {1,3,5} = « on obtient un nombre
impair» etB = {1,2,3,4} = « on obtient un nombre inférieur ou égal a 4 », alor
A = {2,4,6} =« on obtient un nombre pair>B = {5,6} =«on obtient un nombre

v)

strictement supérieur a 4 ¥,U B = {1,2,3,4,5} = « on obtient un nombre impair ou

Bien sdr, un événement et son contraire sont toujours inatibips.

4.4 loi de probabilité

On peut associer a une expérience aléatoire et a son univepsababilité qui permet
de quantifier le fait qu'un événement est « probable » ou estiopobable ».

Une probabilité est une applicatiprde P(2) dans|0; 1] telle que p(Q2) =1 et telle
que siA et B sont deux événements incompatiblesd U B) = p(A) + p(B).

Comme conséquence de cette définition, on a donc les prépsgivantes :

0 < p(A) < 1 pour tout événement

p(A) =1 — p(A) pour tout événement

p(AUB) 4+ p(AN B) = p(A) + p(B) pour tous événements, B.

remarque : pour chaque univers, on peut bien sir imaginer plusieussdeiproba-
bilités différentes. Dans I'expérience de la fabricatidobjets, on peut imaginer qu’un
chaine de fabrication fonctionnant bien ait pour prob#bii{« conforme» = 0,95 et
p(« non conforme »= 0, 05, alors qu’une chaine moins efficace ait des probabilités-ass
ciéesp(« conforme » = 0,75 etp(« non conforme »= 0, 25.

On doit donc définir non seulement I'univeils mais aussi la loi de probabiliggdont
on le munit. Pour étre rigoureux on parle donc en toute rigdain espace probabilisé

(Q,p).

4.5

Pour étudier un phénomene a l'aide des probabilités, on@rbde connaitre la loi de
probabilitép, qui est une fonction dB(2) dans/0; 1], donc a priori on a besoin de connaitre
sa valeur sur chaque sous-ensembl@ ddais en fait, quan€l est fini, la connaissance ge
sur chaque événement élémentaire suffit4 si 2 est un événement quelconquigst fini
et on peut écrirel = {ay,as, ..., ax}, doncp(A) = p({ar}) + p({az}) + ... + p({ar}).

le cas particulier des univers finis
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Un cas encore plus particulier mais fondamental est le cié@igprobabilité : sur un
univers fini, on dit que la loi estquiprobable si tous les événements élémentaires ont
méme probabilité. Dans ce cas, la probabilité de chaquesévént élémentaire est simple-
mentl/card2), et la probabilité d’'un événemeHdtest :

a

~cardA) nombre d’éléments dé

p(A)

~ card)) nombre d’éléments d@"

exemples :dans des expérience de tirage au sort (pile ou face, dé, jeartks, ...),
sans precisions supplémentaires on supposera que le gya®truque, ce qui revient a
dire que la loi est équiprobable : tous les événements él@ines ont la méme probabilité
(une chance sur deux de faire pile, une chance sur deux éddag ; une chance sur six de|
tirer 1, une chance sur six de tirer 2, etc... ; une chancezde3irer chacune des cartes dy
paquet).

4.6

Q infini est ditdiscret si on peut énumérer ses éléments, i.e si on peut éQrire
{1, x2,...,}. Typiguement, cela correspond a des expériences dontikatésst un entier
naturel. Comme dans le cas précédent, on obtient la praiéabiin événement quelconque
comme somme (éventuellement infinie) des événements élémesqui le composent.

le cas particulier des probabilités infinies discretes

exemple :On considere la probabilité de désintégration des atomesa@mposé ra-
dioactif durant un intervalle de temps de longueftixé. Ici, @ = N, et on montrera en

Aﬂ, n

e~M . Quelle est la probabilité d’obtenir moins dedésintégra-

exercice que,, =
tions ?

remarque : on n'a jamais équiprobabilité sur un ensemble infini discEat effet,
supposons les probabilités élémentaipegi € N) toutes égales & un méme Alors

p(Q) = zj;ga ne peut valoir que 0 (sik = 0) ou +oo (Si @ > 0), mais en aucun
cas 1.
4.7 le cas particulier des probabilités continues

Pour étudier les probabilités sur des univers continusigfjpar exemple : choix d’un
nombre au hasard daifts 1]; durée de vie d’'une voiture daf& +oo|, ...) on va comme
dans le cas fini partir d’ « événements de base » qui permettenéconstituer tous les
événements, donc de calculer toutes les propriétés. Mdis probléme est un peu plus
délicat. En effet, en général, avec un univers continu ld&@bdité de chaque événement
élémentaire est nulle, et cette information ne permet patéterminer la valeur dg(A)
pour tout événement.

Pour ce qui suit on prend pofrun intervalle deR (par exemplel0; 1], ou [0; +oc], ou
R lui-méme...).

Ces événements de base vont ici étre les segnfieriis Dans la plupart des cas, les
événements qui nous intéressent pourront étre décrits eom@umion, intersection, com-
plémentaires, ... de segments et on pourra donc déduirdeumgprobabilité de celles de
ces segments grace aux regles de calcul sur les probabilités

Donc dans le cas des probabilités continues on associe aepaapabilité uneensité

de probabilité qui est une fonction intégrable et positigte que/ f = 1. Etla probabi-
Q

lité p est caractérisée par le fait que pour tout événement{ A) = / f. En particulier,
A

b
p([a; ]) :/ f pour tout segmeriti; b].

exemple :le cas le plus simple est celui de la probabilité uniforme@ui], qui corres-
pond a I'expérience « on choisit au hasard un nombre comptiie 8 et 1, sans privilégier
aucune valeur ».

Alors la densité correspondante ¢st 1, et la probabilité d’obtenir un nombre entre
b

etb (pour0 < a < b < 1) est égale &([a,b]) = 1=0b-a.

Ainsi, aveca = 0 etb = 1, la probabilité est 1': le choix d’'un nombre entre 0 et 1 donne
a coup srun nombreentre O et 1!

Au contraire, sia = b, on constate que la probabilité de choisir un nombd®nné a
I'avance est nulle.

Sia = 0,25 etb = 0,75 : on a une chance sur deux que le nombre choisi soit dans
lintervalle [a; b] de longueud /2.
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4.8 probabilités conditionnelles

Soit (2, p) un espace probabilisé, dtun événement de probabilité non nulle.
On appelle « probabilité quB soit réalisé sachant qué I'est », ou plus simplement
« probabilité deB sachantd », la quantité

Ainsi p(Q2|A) est toujours égal & 1.

exemple :on lance deux dés bien équilibrés. Quelle est la probahiliedla somme des
résultats soit strictement supérieure a 10 sachant queléanlés a donné 6.

"somme > 10" $(6,6); (6,5); (5,6)}, "'un des dés donne 6" est de cardinal 11, €
l'intersection est de cardinal 3, donc la probabilité3sit1.

Connaissanp(A|B), on aimerait parfois connaityg B| A). C’est souvent possible en
écrivant de deux maniéres différenigsi N B) a l'aide des définitions dg(A|B) et de
p(BJA):

p(AN B) = p(A)p(B|A) = p(B)p(A|B).

exemple :48 des 53 étudiants dBI ont eu la moyenne en automatique, et 14 des 2
étudiantsM C PC. Quelle est la probabilité qu’un étudiant ayant eu la mogesuit eril’ I ?

On ap(S|MCPC) 14/26 et p(S|T1) 48/53. De plusp(S) = 62/79 et
p(TINS) =48/79. Doncp(TI|S) = (48/79)/p(S) = (48/79) x (79/62) = 48/62 =
24/31.

La formule ci-dessus peut s’exprimer sous la forme plusctiiraent utilisable suivante :

Dans les cas un peu plus compliqués, on peut avoir besoinfdenialle de Bayes.
Considérons donc des événements incompatiflesis, ..., A,, et un événemend
qui ne peut se produire que si I'un dés se produit, lep(B|A;) étant connus. On cherche

la probabilité pour que3 s’étant produitA; en soit la cause.
Commencons par remarquer gpe3) = p(4; N B) + ... + p(A, N B); comme

p(Ar N B) = p(Ag)p(B|Ay), on obtient la formule degrobabilités totales :

6

p(B) = p(B|A1)p(A1) +p(B|A2)p(A2) + ... +p(B|An)p(An)-

Alors en écrivanp(Ax|B) = p(Ax, N B)/p(B) = p(B|Ak)p(Ar)/p(B), et en rempla-
cantp(B) par la formule précédente, on obtienféamule de Bayes :

p(Ar)p(B|Ag)

p(Ak|B) =

S p(A)p(BlA;)

exemple :Un test de dépistage d’'une maladie rare touchant une persanil0000
semble efficace : il détect®% des personnes infectées, avec seulerighit; de « faux
positifs ». Quelle est la probabilité qu’une personne detest est positif soit effectivement
malade ? p(M|P) = p(P|M)p(M)/(p(P|M)p(M) + p(P|M)p(M)) ~ 1,94%.

4.9 événements indépendants

On dit que deux événementset B sontindépendantsquand I'un des deux est de pro-
babilité nulle, ou bien, quand les deux sont de probabitiémulle, si le fait de savoir que
I'un est réalisé n'influe pas sur la probabilité que I'augesbit. Autrement dit deux événe-
ments de probabilité non nulle sont indépendants quéijA) = p(B) (ou de maniére
équivalente quangd(A|B) = p(A)).

p(ANB)

Commep(B|A) o)

proposition : deux événements sont indépendants si et seulemeritdsin B)

p(A)p(B).

remarque : ne pas confondre les deux notions d’événements indépeneliadievéne-
ments incompatibles! Deux événements incompatibles ngj@omais indépendants (sauf
si les deux sont de probabilités nulle). En effetdset B sont incompatibles et que I'on sait
queA est réalisé, justemenB ne peut pas se produire...il n’y a donc pas indépendance.

, cela équivaut a la
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