5 variables aléatoires
5.1 définition

Unevariable aléatoiresur un espace probabili§@, p) est une applicatioX :  — R.

exemples le résultat obtenu en jetant un dé, la mesure d’une tige liggia) le nombre
de pannes quotidiennes d’'une machine, ... sont des vasialdlatoires.

Chaque variable aléatoire définit une probabpitésurR de la maniére suivante :
=p(X~1(4) =p

px (A) est donc la probabilité pour que la variable aléatdirgrenne ses valeurs dans
un ensembled fixé. Et laloi d’une variable aléatoir&’ est la donnée des valeyss (A)
pour tous lesA C R.

pour toutd C R, px(A) (X € A) =p({r € Q| X() € A}).

La fonction de répartition Fx d’une variable aléatoir&’ est la fonction définie par
Fy(z) = p(X (] - 0osa]) = p(X < x).

Fx est une fonction croissante, a valeurs déng]. De plus, commey(()) =
p() = 1, la limite de Fx en —co est 0, sa limite enroo est 1, et dong(X > «
1-— FX (l‘)

0 et
):

Bien sdr, donner la loi d’'une variable aléatoire en donnhaticep x (A) est fastidieux,
et souvent impossible st (£2) est infini. Mais nous allons voir que I'on peut étre plus ef
ficace en décrivant la loi seulement pour certains événesnesimples » : les événementg
élémentaires (pour une variable discréte) ou les événandentype] — oo; x| (pour une
variable continue), ce qui revient a donner seulement latfon de répartition.

5.2 cas des univers finis ou infinis discrets
5.2.1 variables aléatoires

Si les valeurs prises p& forment un ensemble discrét(Q?) = {x1,z2,...,2n,...}
on peut décrire la loi de la variablé en donnant seulement les ({x;}), probabilité que
les éléments d@ « prennent » la valeur;. En effet pour tout événemedt px (A) serala
somme depx ({a}) poura € A.

remarque : la notationpx ({«;}) est lourde et abrége en; (z;) oup(X = x;).

Ainsila probabilité de chaque événement élémentgisst un nombre(X = z;) = p;
cardQ2
tel que Z p; = 1, et décrire la loi deX revient a donner I'ensemble des valepys

=1

exemple 1 :on joue a pile ou face, et on appeliela variable aléatoire qui vaut O en

cas de résultat pile et 1 en cas de résultat face. Alors{pile, face}, et X (Q2) = {0; 1}.

Si la piéce est bien équilibrée on a dang(0)
1/2.

exemple 2 :on étudie une expérience de désintégration nucléaire XSt variable
aléatoire representant le nombre d’atomes désintégrésecohde. Alors on a déja vu que

= p(pile) = 1/2, px (1) = p(face) =

AE
p(X =k) vautk—e—A ou \ est une constante qui dépend du composé radioactif.
On peut représenter graphiquemenglgt la fonction de répartition (avec igi= 3) :

valeurs degy, = p(X = k) fonction de répartition
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On peut déduire de ces probabilités élémentaires les pilidsbes autres événements.
Ainsi, p(le nombre d’atomes désintégrés est compris entre 2 etdp(X € [2;4]) =
p(X=2)4p(X =3)+p(X =4)=Fx(5)— Fx(2) (carFx(5) =p(X <5) =p(X <
4), Fx(2) = p(X < 2)). De méme,p(deux atomes au moins se sont désintégrés
p(X €2;400)) =1—-p(X <2)=1-Fx(2).

exemple 3 :on joue dix fois de suite a pile ou face, et on compte le nombrefadce ».

Q) est ici constitué des listes de 10 résultats successife « @il « face ».

Que vautX () ? C’est{0;1;2;...; 10} : on peut obtenir face 0, 1, 2, ..., 9 ou 10 fois.

nombre de listes avecfois « face »

nombre total de listes
mais le nombre total de listes de 10 résultats pile ou facg'@stilors que le nombre de

10
_p-l).

Et sik désigne un nombre entre 0 et 1Q,(k) =

listes avec exactemehtrésultats face egt,’). Ainsi, p(X
On obtient les représentations graphiques :

valeurs degy, = p(X = k) fonction de répartition
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On en déduit de méme ici la probabilité d'autres événemepts, exemple
p(le nombre de résultats pile estimpair p(X € {1,3,5,7,9} = p(X = 1) + p(X =
N+p(X =5)+p(X =7)+p(X =9),oubienp(X >3)=1-—p(X <3)=1-—Fx(4).

5.2.2 espérance, variance, écart-type

On définit pour une variable aléatoire discrét€ qui prend les valeurs
{x1,22,...,2n,...} avec les probabilitéép,, pa, ..., pn,...} (OUp; = p(X = x;)) les
trois quantités suivantes :

n
I espérancede X est E(X) =Y pizi =piz1 + para + ...,
=1

lavariancede X est

Var(X) = 3 pi(s — B(X))? = pr(an — BE(X))? + pa(wz — E(X))* + ...,
i=1

(a chaque fois les sommes ci-dessus peuvent étre finies nieg)fi

I'écart-typede X est o(X) = /Var(X).

Le terme espérance vient de la théorie des jeux, pour lagoetl été développées les
probabilités. Il s’agit en quelque sorte du « gain moyen » @ur du jeu : dans une lo-
terie, avec une chance sur 10 de gagne€ 28 neuf chances sur dix de perdre la mis
de 3, I'espérance de gain, ou gain moyen sur un grand nombre dieqasera bien de
i20 + g(—3)
10 10

La variance (et I'écart-type) mesurent, eux, la dispersies valeurs autour de cette
espérance : ils sont d'autant plus élevés que les prolibdits valeurs éloignées de l'es
pérance (valeur moyenne) sont importantes.

7 . . -
T : 'organisateur du jeu est favorisé !

a)

Citons quelques-unes des propriétés remarquables de aettés :

Lespérance est linéaireZ(X +Y) = E(X) + E(Y) etE(aX) = aE(X)
E(X+b)=E(X)+b
Var(X) = E[(X — E(X))?] = B(X?) - E(X)?

Var(aX) = a*Var(X) eto(aX) = |a|o(X)

Var(X 4+ b) = Var(X) eto(X +b) = o(X)

Une variable aléatoir&’ est ditecentréesi E(X ) = 0, etréduite si Var(X) = 1.
Des propriétés précédentes on déduit que

si X est une variable aléatoire quelconque,

X)

est une variable aléatoire centrée réduit

5.3 variables aléatoires continues

On dit qu’une variable aléatoir® admet une densitéy si pour toutr € R Fx(z) =

x
p(X <z)= / fx(t) dt : la densité est la dérivée de la fonction de répartition.
— 00

Fx(b) — Fx(a), et aussip(X a)
faa fx(t)dt = 0 : la probabilité d’obtenir une valeur donnée doit étre cdéste comme
nulle, et ce sont les probabilités d’obtenir un résultatsdam segmenz, b] qui nous inté-
resseront, et permettront de calculer les probabilitésaeles événements.

On a en particuliep(a < X < b)

exemple :si X est une variable aléatoire uniformément répartid&u, on détermine

0 Siz <a 0 Ssiz < a
fx(x) = 5 sia<z<b etFx(x)= x—;z sia <x<b .

—a _

0 siz>b 1 siz >b

que I'on peut représenter graphiquement, pour 1,5 = 3 :
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fonction densité fonction de répartition

05-

remarque : nous ne présentons ici qu’un cas particulier, suffisant poer premiéere
approche : en fait une variable aléatoire continue n'adrastfprcément de densité et on
parle, si cette densité existe, de variables aléatoiresahbsnt continues. Toutes les va-
riables continues que nous rencontrerons seront en faitiabent continues.

On définit alors pour une variable aléatoire contiygpar analogie avec le cas discret

I'espérancede X :

E(X) :/xfx(x) dx

I

lavariancede X : Var(X) = [ fx(z) (z — E(X))? dz

I

I'écart-typede X :

Ces formules sont bien entendu analogues aux formules ansdel cas discret.

Plus précisément, les probabilités élémentaires p(X = z;) sont remplacées par la
fonction densitéf x (x), que I'on peut intérpréter en disant qyig (z)dz est la probabilité
de I'événement infinitésimal(z < X < x + dx).

Dans le cas discret, on obtient la probabilité de I'événermepar la formulep(A4) =
> aca P(X = a) (la probabilité d’'un événement est la somme des probabiiés evéne-
ments élémentaires qui le composent). Dans le cas cordisaphme est remplacée par ung
intégrale, et on a la formulg(A) = [, fx(z)dz.

De méme, I'espéranc&(X) = > . x;p;, qui est la somme des produits de I3
forme (valeur de la variable aléatoir€) x (probabilité d’obtenir cette valeur), devient
Jyer of(x)dx - on somme ici encore le produit de la valeupar la probabilitéf (z)dx
queX prenne une valeur infiniment prochecle

5.4

Citons ce résultat qui justifiera, plus tard, la loi des geamombres faisant le lien entre
probabilités et statistiques :

I'inégalité de Tchébycheff

Si X est une variable aléatoire quelconque, on a pourXauto :

p( B(X)—Mo(X) < X < B(X)+ (X)) >1-1/%

soit encore :

Autrement dit, siA tend vers l'infini, la probabilité queX prenne une valeur dans
[E(X) - Xo(X); E(X) + Ao (X)] devient proche de 1.

Pour A = 2 par exemple, la probabilité qu& prenne une valeur dar(X) —
20(X); E(X) + 20(X)] est au moins d8/4. Pour\ = 3, la probabilité queX prenne
une valeur danfz(X) — 30(X); E(X) + 30(X)] est au moins d&/9.

Ces valeurs sont, la plupart du temps, loin d’étre optimadWsss elles ont I'avantage
d’étre vérifiées sans aucune hypothése sur la laKd&®uand cette loi est connue, nous
verrons plus loin comment améliorer ces résultats.

Guillaume Laget - http ://maths.tetras.org/

12/33

Il - 5variables aléatoires



6 Couples de variables aléatoires

On peut vouloir étudier plusieurs variables définies sur méene population, et les
liens entre ces variables. Par exemple : 'agda taille Y, le revenu mensuél, .. ....Dans
ce but nous allons introduire la notion de couple de varg@hléatoires.

On considére donc deux variabl&set Y définies sur un méme univefs (X,Y) est
une nouvelle variable aléatoire, a deux dimensions : clestpplication dé () dansR?.

6.1

Si Q2 est discret, pour connaitre lai conjointe, la loi de (X,Y), il suffit de la
connaitre sur les événements élémentdireg) : on doit donc connaitre lgs,, = p(X =
retY = y). Alors si A est une partie quelconque @&, on ap((X,Y) € A) =
Z(x’y)eAp(()Q Y)=(z,y)) = Z(m,y)epr. En particulier, leg,,, sont tous positifs, et

leur somme vaut 1.

loi d’'un couple de variable aléatoires discretes

La loi d’'un couple de variables aléatoireX, Y') étant donnée, on définit lai margi-
naledeX parp(X =2) =Y p(X =2,Y =y) = p,,; etde méme lioi marginale
Yy Yy
deY estdonnéepar(y =y) = > p(X =2,Y =y) = Y pay.

On représente en général ces informations sous forme dilesia: les cases centrales
donnent les probabilités des événements élémentairesniaes de chaque ligne ou chaque
colonne fournissant les probabilités marginales.

exemple :dans une urne contenant 4 boules indiscernables au toucehguées 1 a 4,
on en tire simultanément deux.

On appelleX le plus petit des deux numéros sortisYete plus grand. Donner la loi
conjointe et les lois marginales @&, Y").

XY 2 3 4 | loi marginale enX
1 1/6 1/6 1/6 1/2
Réponse | 2 0 1/6 1/6 1/3
3 0 0 1/6 1/6
loi marginaleert” | 1/6 1/3 1/2

Indépendance :on dit que deux variables discrétés et Y sont indépendantes si
tous les événement¥ = z etY = y sont indépendants, autrement dit si lI'on 4
p(X =2,Y =y) =p(X =z) x p(Y = y) pour tousz, y.

L'intérét d’avoir des variables indépendantes est la : lemedssance des lois marginaled

suffit pour connaitre la loi conjointe.

exemple :étudier I'indépendance des variablEsetY de I'exercice précédent.

6.2 loi d’'un couple de variables aléatoires continues : deitgé

Si X et Y sont des variables continues, on appetlensité conjointe de
X et Y une fonction f(z,y) positive telle que [ [ f(z,y) dzdy = 1 et

b pd
p((a<X<b)ﬂ(c<Y<d))://f(x,y)d:vdy.
+oo

Lesdensités marginalesle X etY sont respectivemerfiy (z) = / f(z,y) dy et

— 00

+oo
fr(y) = / f(z.y) de.

— 00

Indépendance :on dit que deux variables continu&set Y sont indépendantes si tous
les événements < X < betc < Y < d sont indépendants, autrement dit si I'on a
pla< X <be<Y <d) =pla<X <b)xplc<Y <d)pourtous les intervalles
[a, b] et[c,d]. Cela équivaut & demander que la densité conjointe soié &@yaproduit des
densités marginalesf(z,y) = fx(x)fy (y).

exemple :on peut voir un couple de variables aléatoif&s Y) comme la détermina-
tion d’'une répartition de masse totale de 1 Rdr Dans le cas discret, il s’agit de répartir
des masses ponctuelles. Dans le cas continu, des massesiesia densité de probabilité
correspond & une densité « physique ».

Par exemple quelle est la densité associé a la répartititmmasse uniformément sur
un triangle de sommet9, 0), (0,1), (1,1)?

Le triangleT" est déterminé par les équatiopns< 1, z > 0 ety > x. On cherche une
fonction nulle en dehors dE et constante suf.

1 1
Sa valeurk doit donc vérifier [, k = 1, soit/ / k dxdy = 1, soit encore
0 T

Jy (1 =)k = k/2 =1, donck = 2.

La densité marginale envaut 0 siz < 0 ou siz > 1, et sinonfx(x) = f;=x 2dy =
2(1 — z); elle est, logiquement, plus importante quanest proche de 0 que de 1.

De méme la densité marginale grvaut O en dehors d@; 1] et sur[0; 1] : fy (y) =
[ 2dx =2y.

6.3 propriétés

On peut citer les propriétés suivantes des couples de \esialgatoires, qu’elles soient
discrétes ou continues :
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pour deux variables aléatoirésetY quelconques :
E(X+Y)=EX)+EY)

et si les variable etY sont indépendantes, alors :
E(XY)=E(X)E(Y)
et
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)

(attention, il ne suffit pas que ces relations soient vésfié
pour que les variables aléatoires soient indépendantes ¥)

remarque : en toute généralité, la formule donndtXY") est

dans le cas discret,

BE(XY)=3, pX=2Y =yzy

dans le cas continu,
E(XY) = [ [ f(z,y)zy dzdy,

dont le calcul sera souvent laborieux et parfois délicatesvariables sont indépendantes
laformule E(XY) = E(X)E(Y) est bien plus efficace!

6.4 covariance

On a alors les propriétés suivantes :

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
Si X etY sontindépendantes, qo¥,Y) = p(X,Y) =0
[COM(X, V)| < o(X) o(Y)

-1 S p(XaY) S 1

Pour tousz, b réels, VataX + bY) = a?Var(X) + 2abcov(X,Y) + b?Var(Y)

Ces deux nombres mesurent I'importance de la dépendarredentariables( etY ;
p(X,Y) al'avantage d’étre un nombre sans dimension, toujours csraptre O et 1.

remarque : p(X,Y) = 0 n'implique pas queX etY sontindépendantes!
Sip(X,Y)==+1, X etY sont liées par une relation de dépendance linéairest de
la formeY = aX +b.

exemple :en reprenant I'exemple précédent du tirage de deux boMlexant la plus
petite des deux valeursEtla plus grande, ontrouvB(X) = 1/2x1+1/3x24+1/6x3 =
5/3€tE(Y)=1/6x2+1/3x3+1/2x4=10/3.

Commedeplu(XY) =1/6x1x2+1/6x1x34+1/6x1x4+1/6x2x3+1/6x
2x441/6 x3x4=35/6,lacovariance coX,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)=5/18
est bien non nulle : on retrouve le fait que les variabiest Y ne sont pas indépendantes.
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