7 Quelques lois de probabilités classiques

7.1 probabilités discrétes

7.1.1 laloi de Bernoulli ou loi 0-1

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire ntayese deux issues (« suc-
cés - échec »), de probabilitpet ¢ = 1 — p. Par exemple, le jeu de pile ou face est un
épreuve de Bernoulli avec= ¢ = 1/2.

On définit alors la variable aléatoiré qui vaut O en cas d’échec et 1 en cas de succé

La loi de probabilité de la variabl& est appelé®i de Bernoulli de parametrep. On
parle aussi déoi 0-1.

Son espérance valit( X) = ¢ x 0 +p x 1 = p, et sa variance V&X ) = p(1 — p)? +
q(0 —p)* = pg® + qp® = pa(p + q) = pg.

Ainsi,

si X suit une loi de Bernoulli de parameétse

etE(X) =p,

Var(X) =p(1 —p), o(X)

p(1 —p).

7.1.2 laloi binomiale

Un schéma de Bernoulli consiste en la répétitiomdreuves de Bernoulli identiques
et indépendantes.

On définit alors la variable aléatoire « nombre total de ssiec&, a valeurs dans
{0,1,...,n}.

La loi de probabilité deX est appelé®i binomiale de paramétresn et p.

Décrivons plus précisémerk : X est caractérisée par le fait que pour téutompris

entre 0 etr, p(X = k) = Z pFgn k.

On peut alors calculer I'espérance de la loi binomiale :

E(X) = k=0 F()P*q" "

= > e n(y)pte

= imo n (" Jpptqn T

= mpXY o ()PP = np(p+ q)" !
EX) = np.

D

et de méme on peut montrer que la variance vautXar= npq.

Ainsi,

si X suit une loi binomiale de paramétresp,

snk p(X =k)= (n)p"'(l —p)" 7,

pour toutk € {0;1;.. L

etE(X) = np,

Var(X) = np(1 —p),

On a déja vu les représentations graphiquesdes de la fonction de répartition pour
n=10,p=1/2:
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exemple :Un candidat a 5% de chances d’étre admis a un concours. @stllespé-
rance du nombre de candidats admis dans une des salles éexi@d0 places ?

Le nombre de candidats admis dans la salle suit une loi belerde parameétres= 40
etp = 0,05. Lespérance edt = 2, il y aura donc « en moyenne » deux admis dans chaque
salle de 40 candidats.

La variancd/ = 2 x 0,95 = 1,90 et I'écart-typesr ~ 1, 38 mesurent la dispersion des
valeurs autour de cette valeur moyenne quand on regarderibreal’admis sur un grand
nombre de salles d’examen. Ce point sera développé enigtais plus loin.

-
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7.1.3 laloi de Poisson

Il s’agit d’une loi qui permet de modéliser des événemenmtsra&comme un phénomeéne
de désintégration radioactive. On admet que la décomposifun échantillon radioactif
vérifie les propriétés suivantes :

1. le nombre moyen de désintégrations durant I'intervAlleest AA¢, avecA ne dé-
pendant ni de, ni de At.

2. deux désintégrations ne se produisent jamais simultaném

3. les désintégrations successives sont indépendantes
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L'hypothése 1 est réaliste tant que I'échantillon étudiénporte un grand nombre
d’atomes susceptibles de se désintégrer, de sorte quedesépes désintégrations n'in-
fluent pas sur le nombre d’atomes restant a désintégrempathgse 2 est réaliste tant qug
I'activité radioactive n’est pas trop intense : on peut ag®y que toutes les désintégration
sont espacées dans le temps. L'hypothese 3 est physiqueéniige.

On peut alors vérifier que la probabilidégqu’un atome se désintégre durant un inter
valle de temps infiniment petjt, ¢ + dt] estAdt. En effet, durant cet intervalle de temps
le nombre moyen d’'atomes désintégrés est, par I'hypothésétl Et comme les désinté-
grations ne sont pas simultanées (hypothése 2), sur unatitede temps infinitésimal, on
a soit 1 désintégration (avec probabilit§ soit 0 désintégration (avec probabilité- «).
Ainsion abienAdt =1 x a + 0 x (1 — o) = «, égalité que nous allons réutiliser.

On souhaite maintenant déterminer la probabjlif¢t) qu'exactement atomes se
soient désintégrés pendant un intervalle de tejfy$.

L'événement « aucun atome ne s’est décomposé pendantvaliee[0, ¢ + dt] » est
I'intersection des deux événements indépendants « auooreate s’est décomposé duran
[0,¢] » (de probabilitépy(t)) et « aucun atome ne s’est décomposé dutantt dt] » (de
probabilitél — Adt). Ainsi, po(t + dt) = po(t)(1 — Adt).

L'événement « exactemehtatomes se sont décomposés durant I'interjalle+ dt] »
est la réunion des deux événements incompatibles « exatténadomes se sont décom-
posés durant I'intervall®, t| et aucun durant, ¢ + dt] » (de probabilitéy, (¢)(1 — Adt))
et « exactement — 1 atomes se sont décomposés durant l'interv@le] et un durant
[t,t + dt] » (de probabilitéy,_1 (t)Adt). Ainsi,
pi(t +dt) = pr(t)(1 — Adt) + pr—1(t)Adt.

La premiére relation donne I'équation différentieflg(t) = —Apo(t), doncpy(t)
e~ (car al'évidencey(0) = 1).

La deuxiéme donne les équationjgt) = —Apy(t) + Apr—1(t). pr(t) est donc de la
forme K (t)e =2, avecK) (t) = AeMpy_1(t).

Commepy(t) = e ™, K/ (t) = A, doncK (t) = At, etp;(t) = Ate~"*. On montre

k-tk- Ak- k
T etdonc quey(t) = o
On peut vérifier que I'on a bieE',:if’) pr(t) = 1, quelles que soient les valeurs et

e—At

ensuite par récurrence qiig; (t) =

A.

Plus généralement : une variable aléatoire suitlange Poisson de paramétre\ > 0

e—/\ /\k
sipourk > 0,p(X =k) = T

Ainsi, a chaque fois que I'on cherchera & modéliser des énénts rares, dont le

si X suit une loi de Poisson paraméfye

pour toutk € N, p(X = k)

o7

etona:

E(X)=2), Var(X)=A,

On a déja vu pouk = 3 la représentation dgs, et de la fonction de répartition :

valeurs degy,
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exemples :un standard téléphonique recoit en moyenne 10 appels pee.heu

On peut (et on doit, pour répondre aux questions) supposdeguappels sont indépen-
dants les uns des autres, ne sont jamais simultanés, et goenlere moyen d’'appels sur
une duréelt est proportionnel &\¢ : ici, 10 par heure, donc ausK) x 5/60 par période
de 5 minutes]0/4 par période de 15 minutes, etc. ..

— quelle est la probabilité pour qu’en une heure il recoivecéement 2 appels ?
Le nombreX d’appels sur une période d’'une heure suit une loi de Poissqrath-
6_10102
o ~0,23%.
— quelle est la probabilité pour qu’en 5 minutes il recoivacgment 3 appels ?

Le nombreX d'appels suit une loi de Poisson de paramé#g> = 2, et donc
875/6( )3
3!

— quelle est la probabilité pour qu’en 15 minutes, il re¢c@uemoins 2 appels ?
Le nombreX d’appels suit une loi de Poisson de paramé#g™> = 2, doncp(X >
2)=1-p(X <2)=1-p(X =0)—p(X =1) =1—e5/2—e75/2(3) ~ 71,3%.

metrel0, et doncp(X = 2) =

5
6

p(X =3)= ~4,2%.

nombre moyen par unité de temps @stonnu et qui se succedent de maniére indépep- — quelle est la probabilité pour qu’en une heure, il recoivelas 8 appels ?

dante sans que deux événements ne soient jamais simulanésnbreX d'événements Le nombreX d’appels suit une loi de Poisson de paramétredoncp(X < 8) =

qui ont lieu durant I'unité de temps fixée suivra une loi desBon de paramétre p(X=0)+p(X =1)+p(X =2)+p(X =3)+p(X =4)+p(X =5)+p(X =
Alors : 6) +p(X =7) 4+ p(X =38).
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On peut bien entendu faire les calculs a I'aide des formuiésées ci-dessus. Mais
il est plus rapide et aussi plus précis d'utiliser les talesvaleur de la loi. Ici,

on obtient sans aucun calcul & l'aide de la table située en'dimvcage la valeur

p(X < 8) ~ 33,28%.

remarque : si deux variables aléatoirés etY indépendantessuivent des lois de Pois-
son de parametres respectis et A2, alors X + Y suit une loi de Poisson de parametrd
A1+ As.

7.2 probabilités continues

7.2.1 la probabilité uniforme

Si une variable aléatoire a valeur dans un segnfieri{ a pour densité la fonction
constante définie paf(xz) =
probabilité uniforme.

1 . . . .
M [a,b], O allleurs, on dit qu’elle suit une loi de
—a

b b 2 _ 2
x 1 1 b°—a a+b
Alors B(X) = de = de — _ _
e H) /ab—a ’ b—a/ax T 2 2
& 2 2 Lo, 9 1 »¥—ad
De méme VafX) = E(X*)— E(X) :mfam dz—EB(X) =

@’ +0*+2ab  a®+ab+0> a®+0*+2ab b’ +a®—2ab  (b—a)?

4 3 4 12 12
Ainsi,
0 siz <a
si X suit une loi uniforme sufa; 0], fx(x) = ' a siz € [a;b]
0 Siz>b
0 siz <a
Fx(z) = Z_a siz € [ab] |
1 Siz>b
b
etona: E(X) ot

D’ou la représentation de lai uniforme sur [0, 1] :

fonction densité fonction de répartition

lj’—‘ 1-
-/
. -/
.
/
ﬁ—l—GJi ””” 1\—r ‘I—I—G—K ””” L T
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

remarque : il n’existe pas de loi uniforme sur toil : si la densité est une constanmte
on devrait avoirf]R ¢ = 1:mais l'intégrale n’est pas définie si£ 0, et vaut0 sic = 0.

7.2.2 laloi exponentielle

Soit X la durée de vie d’'un composant « sans vieillissement », dodtitée de vie est
indépendante du fonctionnement passé. Plus précisénmevepbque pour tous, ¢ > 0 :

p(X>t+T|X>T)=p(X >t).

1— Fx(T+1t)

Alors
1 - Fx(T)

=1- Fx(t),doncsiGx =1 — Fx, pourtousl’, ¢ > 0,

Gx(T+1t)=Gx(T)Gx(t).

Cette équation fonctionnelle implique gugx est une exponentielle de la forme
Gx(t) = e ¥, etdoncpour > 0, Fx(t) =1 — e * (et Fx(t) = 0sit < 0). Ladensité
de la variable aléatoir& est alors la dérivée dEx, soit fx (t) = ke~k! sur[0, +ool, O sur
] — o0,0].

On dit que X suit laloi exponentielle de paramétrek, et on peut tracer 'allure du
graphe de la fonction densité et de la fonction de répantitio

fonction densité fonction de répartition

/

R B e

2 -1 0 1 2

T T 1 [ I B

T I B B
4 5 6 7 2 -1 0 1 2 4 5 6 7

Résumons les valeurs a connaitre pour une loi exponentielle
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