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Chapitre 3. Comportement élastique des composites

Matrice de souplesse et de rigidité

3.1. Notation matricielle et vectorielle

Le tenseur des contraintes et celuitdesidéformations sont des tenseurs d’ordre deux symétriques.
Il faut donc six composantes pauiur zepi2senter chacun des deux tenseurs dans une base.

Dans une base orthonormée ( Iy, Iz, ii3) les contraintes et les déformations sont présentées comme
suit :
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Ces dernieres peuvent étre représentées schématiqguement
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Tr[o€] = 041814 + 023855 + 033855 + 2[0’23L23 + 03383+ 04584,

La densité d’Energie est donnée

Dans le cas des matériaux anisotropes, les contraintes et les déformations dans la base ( I3, i3, iN3)
sont rangées dans deux vecteurs notés o et € respectivement avec un unique indice :
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Pour cette présentation la densité d’énergie s’écrit :

Tr{oe] = 6"¢

3.2. Changement de base

Dans cette partie, on définit les matrices de changement de base afin d’exprimer les contraintes ou
les déformations dans un repére quelconque. Par la suite X est la représentation d’un tenseur
d’ordre deux symétrique dans une base orthonorm:ée déreciie, autrement dit -

Xz = PIX P

(NENL1)

Ou P représente la matrice de passage de la base ( iﬁ;, iﬁz, iﬁg.) vers la base (if, ¥, Z)

La matrice de passage inverse Pt est définie dans le cas général comme suit :

(ST

ﬁ,=A,,f+A2,§"+A3, A, Ay, Ay
N, =ALT+ALT+A5Z7 =  P'=|A,, A, A,
Ay,

I:I'3=A,3.{"+A23;"+A335' Azx Ag

. . . ”..‘-_'_‘___—l‘_‘_*__ g [ OEe .
Sous forme vectorielle, la relation (2.5) s’écrit Xz =T XIN.N2N3! ou l'expression de

T~* sera donnée ultérieurement. Les composantes de X respectivement dans les bases

—

[N,,N‘z, ﬁ3] et (X, ¥,Z) sont alors notées :

T ’ P ; ~ - .
x([\”féz_\]_‘p:[)\n X1 }\33 \[5)‘23 \[Ekl3 \[2—)“2]
I-X(i’;"f] o [X.\'.\' X;'_r X2z \/Ex_;': \/EX,\': \/Exx_r]

3.3. Rotation autour d’un axe
Prenons a titre d’exemple larotaziorzautour de I'axe X3

On cherche a exprimer les centriintes et les déformations dans la base ( i, )7, Z) en fonction des
composantes dans la base ( ﬁ_h, iilz, Eilg.) dans le cas d’une rotation d’un aigle © autour de I'axe. La
matrice de passage inverse k-1 edt tekie que :

C -S o
P*'=|S C o
0 0 1
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avec 0 = X, ‘N’,, cos® = C et sin® = S. En utilisant la notation vectorielle, la rela-
tion (2.5) s’écrit sous la forme X = T~'X. De cette maniére, les contraintes et les dé-
formations sont exprimées dans la base (¥, ¥/, Z) a partir de leurs composantes dans la

base [I:J,,ﬁz. IQ}] a partir de la matrice T™* :
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3.4. Loi de comportement élastique linéaire
3.4.1. Symétries des souplesses et rigidités

Un matériau possede un comportement élastique linéaire s’il existe une relation linéaire bi-univoque
entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations :

0;j=Cijutn et &;=S;j 0

ou Cijkl représente le tenseur des rigidités et Sjjwi le tenseur des souplesses, tenseurs d’ordre quatre et
inverses I'un de I'autre. Le respect des symétries matérielles impose les symétries suivantes Ciju = Cjixi
car S est symétrique et Cj = Cjiik car est symétrique. Ces tenseurs sont donc définis par 36
composantes indépendantes.

Des considérations thermodynamiques indiquent qu’il existe une énergie de déformation élastique w
exprimée en déformation w(e) dont dérive la loi de comportement élastique linéaire :

dw(e)
Jg; ;

1]

1
w(e) = ;C.'_au EI€ij, Ojj= = 0jj = Cjjki €kl

La convexité de I'énergie de déformation w(e) impose la relation Cjjir = Cuijj. Le tenseur des modules
Cijkl est donc composé de 21 constantes élastiques indépendantes pour un matériau anisotrope.
On adopte la notation matricielle a deux indices pour écrire les relations de comportement élastique
linéaire sous forme matricielle. On pose la regle de conversion suivante :
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CyeCin
(i,j))=1=(1,1)>1,(22)>2,(3,3) =3
(2,3) =4, (1,3)—=5,(1,2) =6

A titre d’exemple, les relations de comportement s’écrivent en notation vectorielle
sous la forme suivante dans la base {ﬁ, ,ﬁz, ﬁ_,'), §=Ce:

Oyq Cii Gy C|3 Ciy C15 Cisl[ &
022 sz C23 C24 C25 C:ﬁ €2
Oy 1. Gy Gy Gos Gyl &5
\5"23 C44 C45 C46 \5523
V20,, symétrie Css Cy6ll V22,
\/5012 L Cﬁﬁ_ ﬁeu
La relation inverse s’écrit ¢ = Séou S =C1 :
€, Sa Sy 8,5 8, S, Sl 0.4
€as Saa 523 524 525 Sa6|| 022
£33 |- Si3 Sis S35 Sss|| 033
Vae,, Sys Sy Sss|| V202,
V2e, symeétrie Sss  Ssel| V204
ﬁclz 566_ \/5012




