Chapitre Il

Commande par Linéarisation
entrée/sortie

[11.1. NOTION DE DEGRE RELATIF

Soit un systeme non linéaire analytique (SISO) :

{56 =fx)+gx)u
y =hx)

Le nombre r est dit degré relatif au point x, si :

(IT1.1)

o LgL’;h(x) =0 Vx evoisinagede x, et k <r-1
. LgL'}’lh(xO) #0
[11.1.1. Exemple oscillateur de Vonderpol :

%= [ > ) J+ (Oju (I11.2)
2wx (1 — mx; )x, —Wx, 1

f(x) g(x)

Calculer le degré relatif dans les deux cas: y = h(x) = x, et y = h(x) = sinx,
Ier Cas : on commence avec k =0

Lh(x) = ai_hT g=l o]m _0

Pour £ =1

Lh(x) = ;x—hT f=l o]{’fj} -y

0
L,L:h(x)= [0 1][1} =1#0,0Onarréteetonprend r-1=1=r=2Vx

2eme Cas : on commence avec k& =0

0
L h(x) = aax_th =[o cost][J =cosx, #0

On arréte eton prendr-1=0=r=1
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[11.1.2. lllustration simple pour interpréter la notion de degré relatif

Soit x° =x(t°)1état du systéme a linstantt’, y(¥)la sortie du systéme et
supposons qu'on sintéresse aux dérivées respectives par rapport au temps y*(t)
pour k=12,... alinstantt =¢°on obtient: y(t°) = h(x(t")) = h(x°)

o~ dhds _dh _dn, . dn
y'(@) T i —dx(f(x)+g(x)u)—dxf(x)+dxg(x)u
Lyh(x) Lyh(x)
Y'(¢) = Lih(x) + Lh(x)u I11.3)

Hypotheser > 1 :

Si le degré relatif r est supérieur a 1V ¢, tel que x(f) voisin dex® pour ¢ voisin de ¢°
c-adona La(x)=0= y'(¢) = Lh(x)

d(L;h(x)) dx _ d(Lh(x))

(2) _
yI@) = T di T —————(f(x) + g(x)u)
d(l(;i A d(I;l A
Lh(x) L,L;h(x)
y'(t) = Lih(x)+ L,L.h(x)u (I11.4)

Hypotheéser > 2 = L,L:h(x)=0

= y"(t) = L2h(x)

De la méme facon on continue a dérivé successivement, on obtient I'étape k :

y P () = LPh(x) (I11.5)
Pour tout % < r et voisinage det’
") = Lia(x®) + L, Ly () u(t®) (ITL.6)
La commande figure explicitement avec L gL’/L‘lh(xO) #0.

Le degré relatif est exactement égale au nombre de fois qu'on dérive la sortie y(t)

par rapport au temps a l'instant¢’, jusqu’au I'apparition de la commande.

[11.1.3. Exemple

. B Xy 0
%=1+ g = (2wx(1 —mx})x, —W2x1j+£1Ju

1) y=~h(x)=x, on dérive la sortie :

Y=%X =Xy
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V=5, =%, = 2Wx (1 —mx))x, —Wx, +u
La commande apparait explicitement = le degré relatif r = 2
2) y=h(x)=sinx, on dérive la sortie :
¥ =%, €8x, = cosx,(2WX (1 — mx;)x, —W>x, +u)
La commande apparait = le degré relatif r =1

Lemme :
Les vecteurs dh(x"),dLM(x°),...,dL"h(x’) sont linéairement indépendant

(démonstration voir ISIDORI [2], [6]).

[11.1.4. Proposition

Si un systéme posséde un degré relatif r au point x° donc r < n et soit :
@, (x) = h(x)
O, (x) = L(x)

(II1.7)
@, (x) = L "h(x)
Sir < n, il est toujours possible de trouver (n —r)fonctions :
e i
[ ®D(x) = 2: (I11.8)
D, (x) CDn.(x)

Présente une matrice Jacobiene non singuliére au point x°avecdetd =0. Il est
aussi possible de choisir ®,,(x)jusqu'a ®,(x)de maniére a avoir L,D,(x) =0
Vr+1<i<n etxvoisin dex’ [8].

a) Exemple:

Soit le systeme non linéaire:

_x]_ exz
x=|%% |+ A |u (I1L.9)
X, 0

—_— ———
fy h

lercas:a =1 ,2mecasa =0et y=h(x) =x,
e Kcrire les champs de vecteurs correspondant.

e Calculer le champ de vecteur [f, f,] crochet de Lie.

e C(Calculer le degré relatif
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e Déterminer le difféomorphisme

e Déterminer le systéeme en Z (forme canonique)
b) Solution:

e Les champs de vecteurs :

0
F =—x +x,% + X, —
1 1 ) 1v2 a \ 2 axg
Fz—e’“2i+ai
ox, ox,,
e Lecrochet de Lie[f, f]
oh of;
[ Al= 2 F A - A
0 e~ 0 —x, -1 0 O o2 xlxzexz +e™
[fo f1]: 0 0 O XX |—-|x, x Of @ |=|-x,"—-ax,
0 0 O\ x 0 1 o)\0 -a

e Le degré relatif
Poura =1: y=x,=>y=%,=x, =2 y =%, =x,x,+u danscecas r =2
Pour a =0: ¥ = x%,x, +x,%, = (—x, +e™u)x, +x,x. =r=3
e le difféomorphisme
Poura =1 (r=2)
2z, =0, (x) = h(x) = x4
z, = @,(x) = LhA(x) = x,

Onar<n= L,®4(x)=0

X2

e
qu)s(x):acb g:[acDS oD, acpﬂ

= 1|=0
ox ox, 0Ox, 0x, 0

On choisit z, = ©,(x) =—e™ +x, +1 avec ®(0)=0

-

2, =X, x, =e? +z,-1
d(x) = 2, =X, = o' (x)= X, = 2,
z, =—e" +x, +1 Xy =2,

Poura =0 (r=3)
z, =@, (x) = h(x) = x,
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z, = ®,(x) = Lh(x) = x,

25 = Dy(x) = Lih(x) = x,x,

zZ, =X, X, =2,12,
DO(x)=4 z,=x, = D (x)=1 x,=2,
B3 = XXy X3 =2,

o LesystemeenZ:

Poura =1

2 =X3 =25

2, =(e*+z,-1)z,+u

Poura =0
2, =2,
2, =2,

S 2 2
2, =—2,+2; /2, +2,7%u

c) Forme canonique

21 =2y

29 =23

Commande par linéarisation entrée/sortie

2, = —(1+2,e™)(-1+2,™) > dynamique des zéros

2 =bz)+a(z)u (I11.10)
2 =41 (2)
: — dynamique des zéros
z2, =9,(2)
d) Exemple:
Soit le systeme non linéaire:
XX, — X 0
i=| B BT h)=x, (IL.11)
— X, 1
X7 +x, 0
e Le degré relatif
y=h(x)=x,..y=2x%,+%, >r=2 Vx, #-1
e le difféomorphisme
2, =0,(x) =h(x)=x,
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2, = O, (x) = L(x) = x{ +x,

I1 faut trouver ®,(x)et®,(x) pour compléter le difféomorphisme (n =4)

Lao,w="20-0 = Ps(a12¢)+ P50
ox X, 0x,4

On choisit z, = ®,(x) = —2x, —x> +x, avec ®(0)=0

(2+2x;)+ 866134

X3

8CDT4 g=0= oo,
0x 0x,
On choisit z, = ®,(x) = x,

L®,(x) = -0

o LesystemeenZ:

1ere méthode : (apres développement de calcule)

2, =2,
2'2:—42j+22§22+24+2\/1—23+22—zi—u (L12)
12
2, =2, +2(—1+\/1+22 —2,— 2,4 )+2(—1+\/1+22 -z, —23)2
2, =2,2,-22;
2eme méthode : (la méthode de Jacobienne)
Ona z =x,et z, =x; +x,
Dans ce cas on propose z, =x,et 2, =x,;
oo,  od,
ox, 0x,
g=®_| o (I1.13)
ox oD, 0P,
ox, 0x,
0 0 01
2x, 1 0 0
=J = 9P _| <%,
Ox 0 010
1 0 0 O

det(J) =—1#0 donc la proposition dez, et z,est correcte.

2 =Xy X =24

2, =X +x X, =2, — 2"
D(x) =17 1 T X Dl(x)=2 TR

R3 = X3 X3 =23

Ry =% Xy =2

Donc le systeme en Z est :
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2'1 = 22

5, =22,z —2])-2))+2z, +2(1+2,)u (I11.14)
2’3 = —23 + u

Z.'4 = 2422 —222

[11.2. LINEARISATION EXACTE PAR BOUCLAGE (SYSTEME SISO)

Soit le systéme SISO la structure du régulateur qui convient u =a(x)+ b(x)v
avec v références externes :

{x =@ +g@u _ {x = f(x) +g(x)a(x) + gx) b(x)v (I1.15)

y =hx) y =hx)

a(x)etb(x) caractérisent la commande, sont définies dans R" avec b(x) #0

[
»

’ u ‘{xzf(x)+g(x)u y

— a(x)+b(x)v v = h(x)

A

X

Figure III.1. Boucle de linéarisation d'un systeme

Pour trouver la commande 1l faut trouver d’abord la forme normale. Soit un
systeme non linéaire de degré relatif r =nen un point x =x, le changement de

base est donné par la construction de vecteur :
o, (x)) (P

L.h
_ ®2:(x) . f:(x) (I11.16)

®,(x)) | LA
D’apres (II1.10) nous avons 2, = b(z) +a(z)u =v puisquez, =2, , dans ce cas :

LoV b(z) _v- b(d(x))

(IIL.17)
a(2) a(®(x))
Le systeme en BF (la linéarisation exacter =n)
5 =2, 01 0 - 0)z) (0
3, =z, 0 01 - 0|z |0
: =>z=|: 3 IR E (II1.18)
n-1 = %y U 1
2, =V 0o - 0Nz, 1
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Cest une forme linéaire et commandable, nous avons &(z)= L;h(x)et
a(z) = L,L}""h(x) donc :

1
LI hix)
v=Kz=Fkyz +Rz,++k, 2,

u (~Lh(x) +v) (11.19)

Le gain K peut trouver grace au placement de pole ou par optimisation (Riccati)
A partir de (ITI1.16) v prend la forme :

n-1
v = koh(x) + kL h(x) +--+k, L7 h(x) =v=Y kLAx) (IT1.20)
i=0

Donc la commande (II1.19) devienne :

L,L h(x)

m

x=d(2) 2=Az+bV
V=kz

(=Lih(x) + nz_i k.L.h(x)) (II1.21)

Systéme NL en x

{56 = f(x) + g(x) w(?)
¥ =h(x)
Placement de pole

Figure II1.2. Résumé de la commande avec linéarisation exacte

u | [E=f@rg@u | Y
y = h(x) S
L
_______________________________________________ L
K |« l
Figure II1.3. Boucle de commande d'un systeme avec retour d’état
[11.2.1. Exemple
Soit le systeme non linéaire:
0 e
E=| Xty |+ e lu ; y=hx)=x, (I11.22)
X, — X 0
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1- Ledegrérelatif :

y=%X5 =X — X,

y ==X _9522

§ =-2x,(x, +x2)—2e"u =>r=3
2- le difféomorphisme

2, =0, (x) = h(x) = x4

z, =D,(x) = th(x) =X, —X,

2, = O, (x) = Lih(x) = —x, —x;

3- le systeme en z :
2 =Xy =% — Xy =2,
2y =% —x; = 23
2y = =20, (x, +x2) —(1+2x,)e™u =v
4- La commande :
2
_ = 2%, (%, +25) -V
(1+2x,)e™

Avec: v = kh(x) + Rk Lh(x) +--- + knflL’}*lh(x)

[11.2.2. Lemme

Le probleme de linéarisation exact dans I'espace d’état est solvable si-s-s1 existe un
voisinage u de x et une fonction réelle | (x) définie dans u

{56 = f(x)+gx)u

(II1.23)
y=1I(x)
a un degré relatif r = n au point x (voir [6]).

[11.2.3. Théoreme

Soit le systéeme x = f(x) + g(x)u lasolution au probléme de linéarisation exact dans
I'espace d’état au voisinage d'un point x existe si-s-si :

) rang[g(a'c) ad, (£) - adgl(a'C)]:n avec adfg(x)z[f g]

e La distributionA(x)=span{g(x),adfg(x),...,ad}%‘g(x)} est involutive au

voisinage de x

[11.3. COMMANDE PAR BOUCLAGE NON LINEAIRE (SYSTEME MIMO)

Soit le systeme MIMO suivant :
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m Y1 = h1(x)
x=f(x)+ Z g, (x)u, avec 1 : (II1.35)
- Y = Py ()

Ou f(x),g(x),...,8, (x) sont des champs de vecteurs et A, (x),...,h,, (x) sont
analytiques définie au voisinage de x,

l11.3.1 Notion de degré relatif vectoriel

Le systéme est dit de degré relatif vectoriel {rl,rz,...,rm} au point x, sl :

e L,Lih(x)=0 1<i,j<metVk<r pourtout x auvoisinagede x,

e La matrice carrée définie par (II1.36) est non singuliére au voisinage dex,, le
degré relatif r,de la i”“sortieh, est le nombre de fois qu’il faut dériver la
sortie y,pour faire apparaitre au moins une entré.

LglL;}‘lhl(x) LgmL’}‘liy(x)

A(x) = : : (IT1.36)

LglL}""lhm(x) Lgerfm‘lhm(x)

[11.3.2 La forme normale
Difféomorphisme ®'(x),®*(x),...,®"(x) tel que ®'(x) = [dbi(x)...d)ii (x)]
2l =@} = h(x)

_ ) 2l =0 = Lh;(x)
S r < nles nouvelles coordonnées :4

z, =@, = Li"h(x)

Les (n—r)fonctions manquantes®,,, (x),..., D, (x)sont choisit de maniére a avoir
L@ (x)=0pourr+1<i<n,1<j<m

i

o
2 =2y

2, =2 (I11.37)

g = {L?hi @)+ LI h(x)u, | = o7 (x)
j=1

i) =i i @] =[oi o [ =hy, b T =, @) @]

Dans ce cas le systeme devient :
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i i

X| =X,

X, =X, (I11.38)

Ti

Xr‘ = bi(x,h)+Zaij(x,h)uj
j=1

h :q(x,h)+ipi(x,h)ui =qx,h)+ P(x,h)U

i=1

q,(x,h) =L, ,
: (II1.39)
q,.,x,;h)=L®,
Linéarisation exact par retour d’état statique :
z{ = z;
Z.i — Zi
2 (I11.40)
Zil 1= éri
Avec: z, = bi(z)+2aij(z)uj =V i=1,....m
j=1
V=b+AU=>U=A"(V-b) (II1.41)
Avec: b=|Iih(x) - Lph, (x)]
Dans ce cas en aura le systeme :
Z=AZ+BV (I11.42)
Y=CZ

Avec: A =diag(a;),B =diag(b,),C = diag(c,)

01 0 ... 0 0
001 ..0 0
a =i i i . ilsb=|il;q=[ 0 ... 0 O],
000 .. 1 0
0 0 0 ... 0 1]

C’est la forme canonique de Brunowsky

Remarques

e Dans le cas ou la matrice A n’est pas inversible il faut faire un retour d’état
dynamique c-a-d:
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Retour d’état statique Retour d’état dynamique
U, —» - — Y, X;—» J' ....... j > Y
A (x -1 j !
10,—> (x) ¢ .y, —_ 7 A (x)existe Ly,
A n’est pas inversible On augmente le degré du systéme

Le degré relatif d'un systéme MIMO estr = ) r, avec r,le degré relatif de la

sortie (on dérive jusqu’au l'obtention d’au moins une commande).

e Si ) r, =n le systéme peut étre exacte linéarisable.

[11.3.3 Exemple d’un retour d’état statique

Soit le systeme MIMO (Figure III.4). On choisit: xT=[q1 q d, qz];;
g=981m/s

Figure II1.4. Bras manipulateur a deux degré de libertés
X, =X,

. 1 5 . ) 1+cosx,

Xy = ———5— X, sinx; +2x,x, sinx, — g(x, +x3) —2g cosx, |+ —————-
1+sin X, 1+sin Xg
. 1 1+cosx

(x22 sinx, + g cos(x, + xs))+ u uy = f,(x) + )y, + (),

. 1 R
1+sin” x, 1+sin® x,

Xg =Xy
. 1+cosxy (o . . 3+2cosx,
X, = ————\x; sinx, +2x,x, sinx, — g cos(x, +x;) —28 cosx, )+ —————=X%

4 = s .
1+sin® x, 1+sin” x,

1+C08x3 3+2C08x3 U, = f4(x)+(u)u1 +(|H)u2

(—xgsinx3+gcos(x1+x3))— — 3y, —
1+s1n” x, 1+s1in” x,

Calculer la commande U :

} : 2°™Me cas y = h(x) = {xﬂ

X3

1% cas y=h(x)= {xl

X3
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Solution (1° cas)
N=h@)=x=0=r=2
Yo =hy(x)=x,=0,=>1,=2
r=r+r, =4 =n— Le systéme est exactement linéarisable.
Le difféomorphisme
Z =0 (%) =h(x)=x, =2
{ = 0y(x) = Ll (x) = x, = Z,
=D} (x) = hy(x) =x, = Z,
=Di(x) = Lhy(x)=x,=7,

N-
| |

3

Zl
22 (x) + M, + (), =J,

Z,=f <x>+<”>u1+<”'>u2—J

=
+
(&
NN
v >—‘N
Il
2

—
\ 4
—

=Yy

N
Ny
v coN

Qw
(]
A

Figure IIL.5. Systemes en Z

La forme canonique de Brunowsky

Université Mohamed BOUDIAF de M’Sila 19



Chapitrell Commande par linéarisation entrée/sortie

) - [thq(x) } _ [é(x)}

Lhy(x) | L&)
0] 0]
1 1+cosx,
L, Lih(x)  Lg,Lih (x) 1+sin® 1+sin®
A(x){Lglthl(x) LLh| 8@=] g | m@= T
g S _ 1+cosux, 3+2cosx,
| 1+sin’x, | | 1+sin®x, |
1 -1+
= A(.')C) :—1 3 ( Cosx3)
1+sin”x, | -(1+cosx;) 3+2cosx,

D’apreés (I11.41) 1a loi de commande est donné par: U = A (V -b)

2 . .
u, = —(x4 sinx, +2x,x, sinx, — g cos(x, +x,) —2g cosxg)

+(1+cosx;)d, +(3+2cosx;)d,
u, = (x§ sinx, + g cos(x, +x3))+(1+cosx3)\]1 +J,

Placement de poéles (voir figure II1.5)

{J1 = _k11Z1 _kmzz +kw1W1
Jz = —k2123 —k2224 + kw2W2

1er sous systeme

7' = 0 ! 7'+ 0 O Ry
—k, -k, Ry ' w, (s) 32+3k12+k11

. k
= y1(00) = 151_{233’1(3) = k_Wlwl
11

y,(0) =w, — I’erreur nulle en régime permanant= k&, = &,

- 0 1 ) 0
Z° = 1 _p 77+ L W,
21 22 w2

La méme résonnement nous donnes : k,, = k,,

2eme gous systéme

Placement de péles

(s+p)(s+Pp,) =" +(p, +D;)s+ Pp,
> 1er sous systéme p, = p, = k,, = p}; ky, = 2D,
> 2¢me gous systéme p, = p, = ky, = pi; Ry = 2D,

2éme

cas .
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)= h1(x) =Xy =1 =1 puisque yl = .9'62 = f2(x)+(*)u1 +(**)u2
Yo :hz(x):xg, :q2 :>r2 =2
r=r+r, =3 <n — Le systéeme est partiellement linéarisable.

Le difféomorphisme
{Zi =h(x)=x,=7,

212 =hy(x)=x; =27,
23 =Lhy(x)=x,=2Z,

Compléter le difféomorphisme

L®,(x) =L,z =0 onchoisit Z, = sinx, det{%} 0

Donc la forme canonique de Brunowsky est donnée par :

Z, =%, = f,(x)+ ®u, + (), =J,

Zz =Xy =%, =Z,

Z,=%,=f,(x)+(u, +("u, =J,

Z, =%, cosx, = Z, coslarcsin(Z,)} avecx, =x, =Z,

La loi de commande est donné par :
2 .
u, = —(x4 sinx, +2x,x, sinx, — g cos(x, +x,) —2g cosx3)

+(1+cosxy)d, +(3+2cosx;)d,

u, = (x§ sinx, + g cos(x, +x3))+(1 +cosx;)d, +J,

[11.4. CONCLUSION

Ce chapitre permet de résoudre le probleme de régulation par retour d'état
linéarisant. Ainsi la linéarisation (entrée/sortie) exacte dans l'espace d’état au
voisinage d’'un point de fonctionnement des systémes non linéaires de type SISO et
MIMO. Il est question de rappelé les déférentes notions de base afin de faire face a
ce probléme.

Dans le but de synthétise une commande non linéaire il faut passer par 1'étape
d’étude de stabilité ou le chapitre suivant introduit des notions de base de
stabilité selon la théorie de Lyapunov.
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