
Chapitre II

Commande par Linéarisation
entrée/sortie

III.1. NOTION DE DEGRE RELATIF

Soit un système non linéaire analytique (SISO) :
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Le nombre r est dit degré relatif au point 0x si :
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III.1.1. Exemple oscillateur de Vonderpol :
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(III.2)

Calculer le degré relatif dans les deux cas : 1)( xxhy  et 2sin)( xxhy 

1er Cas : on commence avec 0k
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2eme Cas : on commence avec 0k
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III.1.2. Illustration simple pour interpréter la notion de degré relatif

Soit )( 00 txx  l’état du système à l’instant 0t , )(ty la sortie du système et
supposons qu’on s’intéresse aux dérivées respectives par rapport au temps )(tyk

pour ,2,1k à l’instant 0tt  on obtient : )())(()( 000 xhtxhty 

))()(()( uxgxf
dx
dh

dt
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uxhLxhLty gf )()()(  (III.3)

Hypothèse 1r :
Si le degré relatif r est supérieur à 1 t , tel que )(tx voisin de 0x pour t voisin de 0t
c-à-d on à  0)(xhLg )()( xhLty f
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Hypothèse 2r 0)(  xhLL fg



)()( 2 xhLty f

De la même façon on continue à dérivé successivement, on obtient l’étape k :
)()( )()( xhLty k

f
k  (III.5)

Pour tout rk  et voisinage de 0t

)()()()( 00100)( tuxhLLxhLty r
fg

r
f

r  (III.6)

La commande figure explicitement avec 0)( 01  xhLL r
fg .

Le degré relatif est exactement égale au nombre de fois qu’on dérive la sortie )(ty
par rapport au temps à l’instant 0t , jusqu’au l’apparition de la commande.

III.1.3. Exemple
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uxxxxxy  1
2

2
2
121 )1(2 

La commande apparait explicitement  le degré relatif 2r

2) 2sin)( xxhy  on dérive la sortie :

))1(2(coscos 1
2

2
2
1222 uxxxxxxy  

La commande apparait  le degré relatif 1r

Lemme :
Les vecteurs )(,),(),( 0100 xhdLxhdLxdh r

ff
 sont linéairement indépendant

(démonstration voir ISIDORI [2], [6]).

III.1.4. Proposition

Si un système possède un degré relatif r au point 0x donc nr  et soit :
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(III.7)

Si nr  , il est toujours possible de trouver )( rn  fonctions :
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(III.8)

Présente une matrice Jacobiene non singulière au point 0x avec 0det J . Il est
aussi possible de choisir )(1 xr jusqu'à )(xn de manière à avoir 0)(  xL ig

nir  1 et x voisin de 0x [8].

a) Exemple:

Soit le système non linéaire:

u
e

x
xx
x

x

f

x

f




1

2

0

02

21

1





























 
  (III.9)

1er cas : 1 , 2ème cas 0 et 3)( xxhy 

 Ecrire les champs de vecteurs correspondant.
 Calculer le champ de vecteur  10 ff crochet de Lie.

 Calculer le degré relatif
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 Déterminer le difféomorphisme
 Déterminer le système en Z (forme canonique)
b) Solution:

 Les champs de vecteurs :
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 Le crochet de Lie  10 ff
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 Le degré relatif
Pour 1 : uxxxyxxyxy  212233  dans ce cas 2r

Pour 0 : 2
21212121 )( 2 xxxuexxxxxy x   3 r

 le difféomorphisme
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 Le système en Z :
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d) Exemple:

Soit le système non linéaire:
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 Le degré relatif
122)( 32114  xrxxxyxxhy 

 le difféomorphisme

411 )()( xxhxz 
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2
2
122 )()( xxxhLxz f 

Il faut trouver )(3 x et )(4 x pour compléter le difféomorphisme ( 4n )
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 Le système en Z :
1ere méthode : (après développement de calcule)
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(III.12)

2eme méthode : (la méthode de Jacobienne)

On a 41 xz  et 2
2
12 xxz 

Dans ce cas on propose 33 xz  et 14 xz 
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Donc le système en Z est :
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(III.14)

III.2. LINEARISATION EXACTE PAR BOUCLAGE (SYSTEME SISO)

Soit le système SISO la structure du régulateur qui convient vxxu )()(  
avec v références externes :
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(III.15)

)(et)( xx  caractérisent la commande, sont définies dans n avec 0)( x

Figure III.1. Boucle de linéarisation d’un système

Pour trouver la commande il faut trouver d’abord la forme normale. Soit un
système non linéaire de degré relatif nr  en un point 0xx  le changement de
base est donné par la construction de vecteur :
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(III.16)

D’après (III.10) nous avons vuzazbzn  )()( puisque nr zz   , dans ce cas :
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 (III.17)

Le système en BF (la linéarisation exacte nr  )
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C’est une forme linéaire et commandable, nous avons )()( xhLzb n
f et

)()( 1 xhLLza n
fg
 donc :
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1
1 vxhL
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fn
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  (III.19)

nn zkzkzkKzv 12110  

Le gain K peut trouver grâce au placement de pôle ou par optimisation (Riccati)
A partir de (III.16) v prend la forme :
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Donc la commande (III.19) devienne :
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fg
xhLkxhL

xhLL
u (III.21)

Figure III.2. Résumé de la commande avec linéarisation exacte

Figure III.3. Boucle de commande d’un système avec retour d’état

III.2.1. Exemple
Soit le système non linéaire:

ue
e

xx
xxx x

x


































0

0
2

2

21

2
21 ; 3)( xxhy  (III.22)







zkV
bVzAz

Placement de pôle






)(

)()()(
xhy

tuxgxfx

)(xz 

Système NL en x Système NL en z

)(1 zx 

u

x

y







)(

)()(
xhy

uxgxfx
vxx )()(  

v

K

w
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1- Le degré relatif :

32)(2 22
212

2
21

213







ruexxxy
xxy

xxxy

x





2- le difféomorphisme

311 )()( xxhxz 

2122 )()( xxxhLxz f 
2
21

2
33 )()( xxxhLxz f 

3- le système en z :
22131 zxxxz  

3
2
212 zxxz 

vuexxxxz x  2)21()(2 2
2
2123

4- La commande :

2)21(
)(2

2

2
212
xex

vxxxu





Avec : )()()( 1
110 xhLkxhLkxhkv n

fnf


 

III.2.2. Lemme
Le problème de linéarisation exact dans l’espace d’état est solvable si-s-si existe un
voisinage u de x et une fonction réelle )(x définie dans u







)(

)()(
xy

uxgxfx



(III.23)

a un degré relatif nr  au point x (voir [6]).

III.2.3. Théorème
Soit le système uxgxfx )()(  la solution au problème de linéarisation exact dans
l’espace d’état au voisinage d’un pointx existe si-s-si :
   nxadxadxgrang n

fgfg  )()()( 1  avec  gfxadfg )(

 La distribution  )(),...,(),()( 2 xadxadxgspanx n
fgfg
 est involutive au

voisinage de x

III.3. COMMANDE PAR BOUCLAGE NON LINEAIRE (SYSTEME MIMO)

Soit le système MIMO suivant :
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i

m

i
i uxgxfx 




1

)()( avec












)(

)(11

xhy

xhy

mm

 (III.35)

Ou )(,),(),( xgxgxf m sont des champs de vecteurs et )(,),(1 xhxh m sont

analytiques définie au voisinage de 0x

III.3.1 Notion de degré relatif vectoriel

Le système est dit de degré relatif vectoriel  mrrr ,,, 21  au point 0x si :

 ii
k
fgj rketmjixhLL  ,10)( pour tout x au voisinage de 0x

 La matrice carrée définie par (III.36) est non singulière au voisinage de 0x , le
degré relatif ir de la émei sortie ih est le nombre de fois qu’il faut dériver la
sortie iy pour faire apparaitre au moins une entré.






















)()(

)()(
)(

11
1

1
1

1
1

1
11

xhLLxhLL

xhLLxhLL
xA

m
r
fgmm

r
fg

r
fgm

r
fg

mm 





(III.36)

III.3.2 La forme normale

Difféomorphisme )(,),(),( 21 xxx m  tel que  )()()( 1 xxx i
r

ii
i

 

Si nr  les nouvelles coordonnées :



















 )(

)(
)(

1

22

11

xhLz

xhLz
xhz

i
r
f

i
r

i
r

if
ii

i
ii

i
ii



Les )( rn  fonctions manquantes )(,),(1 xx nr    sont choisit de manière à avoir

0)(  xL igj pour nir 1 , mj 1





































 )()()( 1

1

1

1

21

xuxhLLxhLz

zz

zz

m

j
ji

r
fgji

r
f

i
r

i
r

i
r

ii

ii
i

ii









(III.37)

   Ti
r

iTi
r

iii
ii

xx   121 )(,)(  ;    Tn
nr

T
r xx )()(, 11   

Dans ce cas le système devient :
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
























m

j
jiji

i
r

i
r

i
r

ii

uab
i

ii

1

1

21

),(),( 













(III.38)

UPqupq
m

i
ii ),(),(),(),(

1
  





















nfrn

rf

Lq

Lq

),(

),( 11





 (III.39)

Linéarisation exact par retour d’état statique :



















 ii r
i
r

ii

ii

zz

zz
zz









1

32

21

(III.40)

Avec : 



m

j
jijir miVuzazbz

i
1

,,1)()( 

)(. 1 bVAUUAbV   (III.41)

Avec :  Tm
r
f

r
f xhLxhLb m )()(1
1 

Dans ce cas en aura le système :








ZCY
VBZAZ

.
..

(III.42)

Avec : )(),(),( iii cdiagCbdiagBadiagA 

 
iriii cba *10001;

1
0

0
0

;

0000
1000

0100
0010































































C’est la forme canonique de Brunowsky

Remarques

 Dans le cas ou la matrice A n’est pas inversible il faut faire un retour d’état
dynamique c-à-d:
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 Le degré relatif d’un système MIMO est  irr avec ir le degré relatif de la
sortie (on dérive jusqu’au l’obtention d’au moins une commande).

 Si   nri le système peut être exacte linéarisable.

III.3.3 Exemple d’un retour d’état statique

Soit le système MIMO (Figure III.4). On choisit :  ;2211  Tx ;
2/81,9 smg 

Figure III.4. Bras manipulateur à deux degré de libertés

 

  2122
3

2
3

1
3

2313
2
2

3
2

3
1313423

2
4

3
22

21

(**)(*))(
sin1
cos1

sin1
1)cos(sin

sin1
cos1cos2)(sin2sin

sin1
1

uuxfu
x
xu

x
xxgxx

x
xxgxxgxxxxx

x
x

xx

























 

  2142
3

2
3

1
3

2
3

313
2
2

3
2

3
1313423

2
4

3
2

3
4

43

)''(')'(')(
sin1

cos23
sin1
cos1)cos(sin

sin1
cos23cos2)cos(sin2sin

sin1
cos1

uuxfu
x
xu

x
xxxgxx

x
xxgxxgxxxxx

x
xx

xx



























Calculer la commande U :

1ère cas 









3

1)(
x
x

xhy ; 2ème cas 









3

2)(
x
x

xhy

Retour d’état statique

2y
1y

2u  )(1 xA1u

A n’est pas inversible

2y
1y

2u existexA )(11  

Retour d’état dynamique

On augmente le degré du système

2

1
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Solution (1ère cas)

2)( 11111  rxxhy 

2)( 22322  rxxhy 

 nrrr 421 Le système est exactement linéarisable.

Le difféomorphisme











221
1
2

1
2

111
1
1

1
1

)()(
)()(

xxhLxz
xxhxz

f











442
2
2

2
2

332
2
1

2
1

)()(
)()(

xxhLxz
xxhxz

f











12122

21

(**)(*))( uuxf













22144

43

)''(')'(')( uuxf



Figure III.5. Systèmes en Z
La forme canonique de Brunowsky

1
1

--

+ y12


1k

12k

11k

2
2

--

+ 23 y4


2k

22k

21k
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





















)(
)(

)(
)(

)(
4

2

2
2

1
2

xf
xf

xhL
xhL

xb
f

f














)()(
)()()(

2221

1211

xhLLxhLL
xhLLxhLL

xA
fgfg

fgfg






























3
2

3

3
2

1

sin1
cos1
0

sin1
1
0

)(

x
x

xxg
































3
2

3

3
2

3

2

sin1
cos23
0
sin1
cos1
0

)(

x
x

x
x

xg















33

3

3
2 cos23)cos1(

)cos1(1
sin1
1)(

xx
x

x
xA

D’après (III.41) la loi de commande est donné par : )(1 bVAU  

 
1323

3313423
2
41

)cos23()cos1(
cos2)cos(sin2sin

 xx
xgxxgxxxxxu





  213313
2
22 )cos1()cos(sin   xxxgxxu

Placement de pôles (voir figure III.5)









224223212

112121111









kkk
kkk

1er sous système

1
1

1

1211

1 010























kkk



1112
2

1

1

1

)(
)(

ksks
k

s
sy


 



1
11

1
11 )(lim)( 

k
kssyy

s




 11 )( y l’erreur nulle en régime permanant 111 kk  

2ème sous système

2
2

2

2221

2 010























kkk



La même résonnement nous donnes : 212 kk 

Placement de pôles

2121
2

21 )())(( ppsppspsps 

 1er sous système 112
2
11121 2; pkpkpp 

 2ème sous système 122
2
12121 2; pkpkpp 

2ème cas :
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1)( 1211  rxxhy puisque 21221 (**)(*))( uuxfxy  

2)( 22322  rxxhy 

 nrrr 321 Le système est partiellement linéarisable.

Le difféomorphisme
 121

1
1 )(  xxhz











342
2
2

232
2
1

)(
)(

xxhLz
xxhz

f

Compléter le difféomorphisme
0)( 44  zLxL gg on choisit 14 sin x 0)(det 





dx
x

Donc la forme canonique de Brunowsky est donnée par :

 



















12141114

221443

3432

121221

avec)sin(coscos
)''(')'(')(

(**)(*))(

xxarcxx
uuxfx

xx
uuxfx













La loi de commande est donné par :
 

1323

3313423
2
41

)cos23()cos1(
cos2)cos(sin2sin

 xx
xgxxgxxxxxu





  213313
2
22 )cos1()cos(sin   xxxgxxu

III.4. CONCLUSION

Ce chapitre permet de résoudre le problème de régulation par retour d'état
linéarisant. Ainsi la linéarisation (entrée/sortie) exacte dans l’espace d’état au
voisinage d’un point de fonctionnement des systèmes non linéaires de type SISO et
MIMO. Il est question de rappelé les déférentes notions de base afin de faire face à
ce problème.
Dans le but de synthétise une commande non linéaire il faut passer par l’étape
d’étude de stabilité ou le chapitre suivant introduit des notions de base de
stabilité selon la théorie de Lyapunov.


