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PREFACE

Les révolutions techniques les plus importantes et les plus riches de conséquences ne
sont pas toujours celles qui sont les plus visibles pour lutilisateur final du produit.
Les méthodes modernes de traitement numérique du signal entrent dans la catégorie
des révolutions techniques aux conséquences encore insuffisamment percues et qui
ne font pas la premiere page des journaux.

1l est intéressant d’ailleurs de réfléchir quelques instants a la maniére dont de
telles techniques voient le jour. Le traitement par le calcul numérique d’un signal au
sens le plus large du terme n’est certes pas en soi une idée nouvelle. Lorsque Kepler
tirait les lois du mouvement des planétes des séries d’observations de son beau-pére
Tycho Brahé, c’est a un véritable traitement numérique du signal qu’il se livrait, le
signal en l'occurrence étant constitué par les séries temporelles des observations de
positions de Tycho Brahé. Mais ce n’est que dans le courant de ces toutes dernieres
décennies que le traitement numérique du signal est devenu une discipline en soi :
c’est que la nouveauté tient a ce que ’on peut maintenant procéder, en temps réel, au
traitement de signaux électriques, et ceci par des méthodes numériques.

Pour que cette évolution soit possible, il fallait que des progres techniques, dans
de nombreux domaines, voient progressivement le jour, et tout d’abord, bien siir, la
possibilité d’acquérir, sous forme de signal électrique, des informations a traiter.
Cela impliquait le développement progressif de tout ce qu’il est parfois convenu
d’appeler les capteurs d’informations, lesquels peuvent aller, dans leur complexité,
de la simple jauge de contrainte (mais il a fallu de nombreuses et difficiles recherches
de physique des solides pour la rendre possible) au radar.

1l fallait aussi que se développent, avec les prodigieux progrés de la micro-
électronique, les outils technologiques permettant de réaliser, aux cadences extréme-
ment élevées qu’implique le traitement en temps réel, des opérations arithmétiques
que les premiers ordinateurs ('ENIAC n’a que 40 ans) ne pouvaient réaliser qu’en
plusieurs heures souvent interrompues de plusieurs pannes, et que nous trouvons
aujourd’hui tout a fait naturel de voir exécutées par un micro-processeur de quelques
grammes consommant seulement quelques milliwatts, et dont le temps moyen entre
pannes dépasse dix ans.

1l fallait enfin que les méthodes de programmation, c’est-a-dire d’utilisation
optimisée de ces outils nouveaux, aient pu progresser, car quelles que soient les
immenses capacités de calcul des micro-processeurs modernes, il n’est pas indifférent
de ne pas gaspiller ces possibilités en opérations inutiles. L’invention des algorithmes
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de transformée de Fourier rapide est un des exemples les plus frappants de cette
importance des méthodes de programmation. Cette convergence des progreés tech-
niques dans des domaines aussi différents relevant pour les uns de la physique, pour
beaucoup de I’électronique, pour d’autres des mathématiques, n’a pas été acciden-
telle. Dans une certaine mesure, chacun des progrés a suscité le besoin nouveau
auquel un nouveau progres dans un autre domaine permettait de répondre. Il serait
sans doute utile, du point de vue de Ihistoire et de I’épistémologie des Sciences et des
Techniques d’entreprendre un jour une étude approfondie de ce cas.

Car les conséquences en sont d’ores et déja considérables. Sans doute le traite-
ment analogique de signaux électriques a-t-il précédé le traitement numérique et sans
doute continuera-t-il a occuper une place importante dans certaines applications,
mais les avantages du traitement numérique qui tiennent en deux mots « précision et
fiabilité » ont seuls rendu possibles certaines réalisations et qui débordent de loin les
secteurs de 'électronique et des télécommunications dans lesquels ces techniques ont
vu le jour. Pour n’en citer qu’une, la tomodensitographie par rayon X, les « scanners »
sont basés sur 'application d’un théoréeme dil a Radon et connu depuis 1917. Seules
les évolutions que nous avons mentionnées plus haut ont rendu possible la réalisa-
tion pratique de ce nouvel outil de diagnostic médical. Il y a gros a parier que les
techniques de traitement numérique du signal trouveront demain leur place dans des
produits de plus en plus variés, y compris les produits utilisés par le grand public
qui, tout en bénéficiant des avantages de prix, de performance et de fiabilité que ces
techniques rendent possibles, ne se rendra pas toujours compte de la prodigieuse
imbrication de recherche, de technique et d’invention que suppose ce progres. Cette
évolution a d’ailleurs déja commencé dans le cas des récepteurs de télévision.

Mais lorsque se produisent de telles révolutions techniques, une autre difficulté
se rencontre presque inévitablement. C’est celle de la formation des utilisateurs a ce
qui est non seulement un nouvel outil, mais souvent un nouveau mode de pensée.
Cette étape de la formation peut devenir, si 'on n’y prend garde, un goulot d’étran-
glement dans lintroduction de nouvelles techniques. C’est pourquoi I'ouvrage de
M. BELLANGER, dont le point de départ est un enseignement donné depuis plusieurs
années a I'Ecole Nationale Supérieure des Télécommunications et a IInstitut
Supérieur d’Electronique de Paris, constitue un événement dont il convient de souli-
gner U'importance. Ouvrage didactique, accompagné d’exercices, contenant plusieurs
programmes, que certains pourront souvent utiliser tel quel, il contribuera sans
aucun doute a accélérer encore une évolution désirable et nécessaire.

P. AIGRAIN
1981
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AVANT-PROPOS

L’innovation impose a I'ingénieur une mise a jour permanente de ses connais-
sances et une bonne information sur le potentiel offert par les techniques nou-
velles, découvertes et mises au point dans les laboratoires de recherche. En traite-
ment du signal, les techniques numériques apportent des possibilités prodigieuses :
la conception rigoureuse des systémes, une grande reproductibilité des équipe-
ments, une grande stabilité de leurs caractéristiques en exploitation et une remar-
quable facilité de supervision. Cependant, ces techniques présentent un certain
degré d’abstraction et leur application aux cas concrets requiert un ensemble de
connaissances théoriques, jugées souvent plus familieres ou plus facilement acces-
sibles au chercheur qu’a 'ingénieur, et qui peuvent représenter un obstacle a leur
utilisation. L’ambition du présent ouvrage est de vaincre cet obstacle et de faciliter
I’acces aux techniques numériques en faisant la liaison entre la théorie et la pra-
tique, et en mettant a la portée de I'ingénieur les résultats les plus utiles dans ce
domaine.

La base de cet ouvrage est un enseignement donné dans des écoles d’ingé-
nieurs, d’abord I’Ecole Nationale Supérieure des Télécommunications et I'Institut
Supérieur d’Electronique de Paris, puis Supélec et le CNAM. II s’adresse donc
d’abord aux ingénieurs. L’auteur s’est efforcé d’y faire une présentation claire et
concise des principales techniques de traitement numérique, de comparer leurs
mérites et de donner les résultats les plus utiles sous une forme directement exploi-
table aussi bien pour la conception des systeémes que pour une évaluation rapide
dans le cadre de I’élaboration d’un projet en temps limité. Les développements
théoriques ont été réduits a ce qui est nécessaire pour une bonne compréhension
et une application correcte des résultats. Le lecteur trouvera dans les références
bibliographiques les compléments qu’il pourrait souhaiter. A la fin de chaque cha-
pitre, quelques exercices, souvent tirés de cas concrets, permettent de tester 1’assi-
milation de la matiere du chapitre et de se familiariser avec son utilisation. Pour
ces exercices, des éléments de réponse et des indications ont été regroupés en fin
d’ouvrage. Il convient également de signaler que des efforts ont été faits pour
introduire une terminologie frangaise, qu’il serait souhaitable de compléter et
généraliser afin de donner a notre langue sa place a part entiere dans le domaine.

Cet ouvrage s’adresse également aux chercheurs a qui il peut apporter, en plus
d’un ensemble de résultats utiles, des indications pour I’orientation de leurs tra-
vaux, en faisant clairement apparaitre les contraintes de la réalité technique. Il
contient de plus un certain nombre de résultats provenant des travaux de
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recherche de I'auteur et de ses collaborateurs. En effet, pour établir le dialogue
avec les chercheurs et étre en état de faire bénéficier la technique de leurs décou-
vertes dans les délais les plus brefs, I'ingénieur doit s’intégrer a la communauté
scientifique et apporter sa propre contribution a la recherche; par ses contacts per-
manents avec les aspects concrets, il peut non seulement évaluer et conforter les
résultats obtenus par les chercheurs mais encore ouvrir de nouvelles voies.

Par rapport aux précédentes, cette neuvieme édition apporte quelques com-
pléments, des simplifications, et surtout, un chapitre nouveau sur le codage détec-
teur et correcteur d’erreurs. En effet, les systemes de traitement et transmission de
I'information integrent des techniques de codage correcteur qui sont généralement
introduites par une approche mathématique, alors que certains de ces codages,
parmi les plus utilisés, sont en réalité des applications directes de techniques de
base de traitement du signal.

Il faut souligner que les travaux sur lesquels est basé le présent ouvrage ont
été a l'origine menés en collaboration et avec le soutien du Centre National
d’Etudes des Télécommunications, & qui I'auteur tient 2 exprimer sa reconnais-
sance. Il tient également a exprimer sa profonde gratitude a Monsieur J. DAGUET,
Directeur technique a la Société Télécommunications Radioélectriques et
Téléphoniques pour avoir guidé ses travaux avec une grande clairvoyance et les
avoir efficacement stimulés pendant de nombreuses années. L’auteur adresse aussi
ses vifs remerciements a ’ensemble de ses collaborateurs pour leurs contributions
et pour I’assistance constante qu’ils ont apportée.
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INTRODUCTION

Le signal est le support de I'information émise par une source et destinée & un
récepteur; c’est le véhicule de l'intelligence dans les systémes. Il transporte les
ordres dans les équipements de controle et de télécommande, il achemine sur les
réseaux 'information, la parole ou I'image. Il est particulierement fragile et doit étre
manipulé avec beaucoup de soins. Le traitement qu’il subit a pour but d’extraire des
informations, de modifier le message qu’il transporte ou de ’adapter aux moyens de
transmission; c’est 1a qu’interviennent les techniques numériques. En effet, si 'on
imagine de substituer au signal un ensemble de nombres qui représentent sa gran-
deur ou amplitude a des instants convenablement choisis, le traitement, méme dans
sa forme la plus élaborée, se rameéne a une séquence d’opérations logiques et arith-
métiques sur cet ensemble de nombres, associées a des mises en mémoire.

La conversion du signal continu analogique en un signal numérique est réali-
sée par des capteurs qui operent sur des enregistrements ou directement dans les
équipements qui produisent ou recoivent le signal. Les opérations qui suivent cette
conversion sont réalisées par des calculateurs numériques agencés ou programmés
pour effectuer I’enchainement des opérations définissant le traitement.

Avant d’introduire le contenu des différents chapitres du présent ouvrage, il
convient de donner une définition précise du traitement considéré.

Le traitement numérique du signal désigne 1’ensemble des opérations, calculs
arithmétiques et manipulations de nombres, qui sont effectués sur un signal a traiter,
représenté par une suite ou un ensemble de nombres, en vue de fournir une autre
suite ou un autre ensemble de nombres, qui représentent le signal traité. Les fonctions
les plus variées sont réalisables de cette maniere, comme 1’analyse spectrale, le filtrage
linéaire ou non linéaire, le transcodage, la modulation, la détection, I’estimation et
I’extraction de parametres. Les machines utilisées sont des calculateurs numériques.

Les systémes correspondant a ce traitement obéissent aux lois des systémes
discrets. Les nombres sur lesquels il porte peuvent dans certains cas étre issus d’un
processus discret. Cependant, ils représentent souvent ’amplitude des échantillons
d’un signal continu et dans ce cas, le calculateur prend place derriere un dispositif
convertisseur analogique-numérique et éventuellement devant un convertisseur
numérique-analogique. Dans la conception de tels systemes et I’étude de leur fonc-
tionnement, la numérisation du signal revét une importance fondamentale et les
opérations d’échantillonnage et de codage doivent étre analysées dans leur prin-
cipe et leurs conséquences. La théorie des distributions constitue une approche
concise, simple et efficace pour cette analyse. Apres un certain nombre de rappels
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sur ’analyse de Fourier, les distributions et la représentation des signaux, le cha-
pitre premier rassemble les résultats les plus importants et les plus utiles sur
I’échantillonnage et le codage d’un signal.

L’essor du traitement numérique date de la découverte d’algorithmes de calcul
rapide de la Transformée de Fourier Discrete. En effet, cette transformation est a
la base de I’étude des systemes discrets et elle constitue dans ce domaine numé-
rique I’équivalent de la Transformation de Fourier dans le domaine analogique,
c’est le moyen de passage de ’espace des temps discret a ’espace des fréquences
discret. Elle s’introduit naturellement dans une analyse spectrale avec un pas de
fréquence diviseur de la fréquence d’échantillonnage des signaux a analyser.

Les algorithmes de calcul rapide apportent des gains tels qu’ils permettent de
faire les opérations en temps réel dans de nombreuses applications pourvu que
certaines conditions élémentaires soient remplies. Ainsi, la Transformation de
Fourier Discrete constitue non seulement un outil de base dans la détermination
des caractéristiques du traitement et dans I’étude de ses incidences sur le signal,
mais de plus, elle donne lieu a la réalisation d’équipements toutes les fois qu’une
analyse de spectre intervient, par exemple, dans les systémes comportant des bancs
de filtres ou quand, par la puissance de ses algorithmes, elle conduit a une
approche avantageuse pour un circuit de filtrage. Les chapitres 2 et 3 lui sont
consacrés; ils donnent d’une part une présentation des propriétés élémentaires et
du mécanisme des algorithmes de calcul rapide et de leurs applications, et d’autre
part, un ensemble de variantes associées aux situations pratiques. En tant que sys-
teme, le calculateur de Transformée de Fourier Discrete est un systeme linéaire
discret, invariant dans le temps.

Une grande partie du présent ouvrage est consacrée a I’étude des systemes
linéaires discrets invariants dans le temps a une dimension, qui sont facilement
accessibles et tres utiles. Les systemes a plusieurs dimensions et en particulier a
deux et trois dimensions connaissent un grand développement; ils sont appliqués
par exemple aux images; cependant, leurs propriétés se déduisent en général de
celles des systemes a une dimension dont ils ne sont souvent que des extensions
simplifiées. Les systemes non linéaires ou variables dans le temps, soit contiennent
un sous-ensemble important qui présente les propriétés de linéarité et invariance
temporelle, soit peuvent s’analyser avec les mémes techniques que les systemes
ayant ces propriétés.

La linéarité et I'invariance temporelle entrainent ’existence d’une relation de
convolution qui régit le fonctionnement du systéme, ou filtre, ayant ces propriétés.
Cette relation de convolution est définie a partir de la réponse du systeme au
signal élémentaire que représente une impulsion, la réponse impulsionnelle, par
une intégrale dans le cas des signaux analogiques. Ainsi, si x (f) désigne le signal a
filtrer, h (¢) la réponse impulsionnelle du filtre, le signal filtré y (¢) est donné par
I’équation :

y(t) = J:h(r)x(t—r) dt



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Introduction 3

Dans ces conditions, une telle relation qui pourtant traduit directement le fonc-
tionnement réel du filtre, offre un intérét pratique limité. En effet, d’une part il
n’est pas tres aisé de déterminer la réponse impulsionnelle a partir des criteres qui
définissent ’opération de filtrage envisagée et d’autre part une équation compor-
tant une intégrale ne permet pas facilement de reconnaitre et vérifier le comporte-
ment du filtre. La conception est beaucoup plus facile a aborder dans le domaine
des fréquences car la transformation de Laplace ou la transformation de Fourier
permettent d’accéder a un plan transformé ou les relations de convolution du plan
amplitude-temps deviennent de simples produits de fonctions. A la réponse impul-
sionnelle, la transformation de Fourier fait correspondre la réponse en fréquence
du systeme, et le filtrage se ramene au produit de cette réponse en fréquence par la
transformée de Fourier, ou spectre, du signal a filtrer.

Dans les systemes numériques, qui sont du type discret, la convolution se tra-
duit par une sommation. Le filtre est défini par une suite de nombres qui constitue
sa réponse impulsionnelle. Ainsi, si la suite a filtrer s’écrit x (n), la suite filtrée y (n)
s’exprime par la sommation suivante, ou n et m sont des entiers :

¥ (1) = 3 hom)x (1 - m)

Deux cas se présentent alors. Ou bien la sommation porte sur un nombre fini
de termes, c’est-a-dire que les /4 (m) sont nuls sauf pour un nombre fini de valeurs
de la variable entiere m. Le filtre est dit a réponse impulsionnelle finie; en faisant
allusion a sa réalisation, on le désigne encore par non récursif car il ne nécessite
pas de boucle de réaction de la sortie sur I’entrée dans sa mise en ceuvre. Il est a
mémoire finie, puisqu’il ne garde le souvenir d’un signal élémentaire, une impul-
sion par exemple, que pendant une durée limitée. Les nombres 4 (m) sont appelés
les coefficients du filtre, qu’ils définissent complétement. Ils peuvent se calculer
d’une maniere directe trés simple, par exemple en faisant le développement en
série de Fourier de la réponse en fréquence a réaliser. Ce type de filtre présente
des caractéristiques originales tres intéressantes; par exemple, la possibilité d’une
réponse rigoureusement linéaire en phase, c’est-a-dire d’un temps de propagation
de groupe constant; les signaux dont les composantes se trouvent dans la bande
passante du filtre ne sont pas déformés a la traversée de ce filtre. Cette possibilité
est exploitée dans les systemes de transmission de données ou en analyse spectrale
par exemple.

Ou bien la sommation porte sur un nombre infini de termes, les 4 (/) ont une
infinité de valeurs non nulles; le filtre est dit a réponse impulsionnelle infinie ou
encore de type récursif, car il faut réaliser sa mémoire par une boucle de réaction
de la sortie sur I’entrée. Son fonctionnement est régi par une équation selon
laquelle un élément de la suite de sortie y (n) est calculée par la sommation pondé-
rée d’un certain nombre d’éléments de la suite d’entrée x(n) et d’un certain
nombre d’éléments de la suite de sortie précédents. Par exemple, si L et K sont des
entiers, le fonctionnement du filtre peut étre défini par I’équation suivante :
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L K
y() = X ax(n-0)- X byy(n-k)
1=0 k=1

Lesaq;(I=0,1,...,L)et b, (k=1,2, ..., K) sont les coefficients. Comme pour les
filtres analogiques, I’étude de ce type de filtre ne se fait pas en général simplement
de maniere directe; il est nécessaire de passer par un plan transformé. La transfor-
mation de Laplace ou la transformation de Fourier pourraient étre utilisées.
Cependant, il existe une transformation beaucoup mieux adaptée, la transforma-
tion en Z, qui est ’équivalent pour les systemes discrets. Un filtre est caractérisé
par sa fonction de transfert en Z, désignée généralement par H(Z), et qui fait
intervenir les coefficients par I’équation suivante :

L
)
H(Z) = I=

1+
k

71
o
K

b,Z-*
-1 k
Pour obtenir la réponse en fréquence du filtre, il suffit de remplacer dans H(Z) la
variable Z par I'expression suivante ou fdésigne la variable fréquence et T Ia
période d’échantillonnage des signaux :

7, — ei2nfT

Dans cette opération, a 1’axe imaginaire, dans le plan de Laplace, correspond
le cercle de rayon unité centré a 1’origine dans le plan de la variable Z. Il apparait
clairement que la réponse en fréquence du filtre défini par H(Z) est une fonction
périodique ayant pour période la fréquence d’échantillonnage. Une autre repré-
sentation de la fonction H (Z) est utile pour la conception des filtres et I’étude d’un
certain nombre de propriétés, celle qui fait apparaitre les racines du numérateur
appelées zéros du filtre, Z,(I = 1, 2, ..., L) et les racines du dénominateur appelées
poles, P, (k=1,2,...,K):

L
ZH (1-2,27Y)
H(Z) =q, <

1-P,Z!
M a-pz
Le terme a, est un facteur d’échelle qui définit le gain du filtre. La condition de sta-
bilité du filtre s’exprime tres simplement par la contrainte suivante : tous les poles
doivent étre a I'intérieur du cercle unité. La position des poles et des zéros par rap-
port au cercle unité, permet une appréciation tres simple et tres utilisée des carac-
téristiques du filtre.

Un ensemble de quatre chapitres est consacré a I’étude des caractéristiques
de ces filtres numériques. Le chapitre 4 présente les propriétés des systemes
linéaires discrets invariants dans le temps, rappelle les propriétés principales de la
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transformation en Z et donne les éléments nécessaires a 1’étude des filtres. Le cha-
pitre 5 traite des filtres a réponse impulsionnelle finie : leurs propriétés sont étu-
diées, les techniques de calcul des coefficients sont décrites ainsi que les structures
de réalisation. Les filtres a réponse impulsionnelle infinie étant généralement réali-
sés par une mise en cascade de cellules élémentaires du premier et second ordre; le
chapitre 6 décrit ces cellules et leurs propriétés, ce qui d’une part facilite considéra-
blement I’approche de ce type de systeme et d’autre part fournit un ensemble de
résultats tres utiles dans la pratique. Le chapitre 7 donne les méthodes de calcul
des coefficients des filtres a réponse impulsionnelle infinie et traite les problemes
apportés par la réalisation, avec les limitations qu’elle implique et leurs consé-
quences, en particulier le bruit de calcul.

Les filtres a réponse impulsionnelle infinie ayant des propriétés comparables a
celles des filtres analogiques continus, il est naturel d’envisager pour leur réalisa-
tion des structures du méme type que celles qui sont couramment employées en fil-
trage analogique. C’est 1’objet du chapitre 8 qui présente des structures en chaine.
Une digression est faite avec les dispositifs a commutation de capacités, qui ne sont
pas de type numérique au sens strict, mais qui sont néanmoins de type échan-
tillonné et sont des compléments tres utiles aux filtres numériques. Pour guider
I'utilisateur, un résumé des mérites respectifs des structures décrites est donné en
fin de chapitre.

Certains équipements, par exemple en instrumentation ou dans le domaine des
télécommunications, font intervenir des signaux représentés par une suite de
nombres complexes. Dans I’ensemble des signaux de ce type, une catégorie présente
un intérét pratique notable, celle des signaux analytiques. Leurs propriétés sont étu-
diées au chapitre 9, ainsi que la conception des dispositifs adaptés a la génération ou
au traitement de tels signaux. Des notions complémentaires sur le filtrage sont éga-
lement données dans ce chapitre, qui présente, d’une maniere unifiée, les principales
techniques d’interpolation.

Les machines de traitement numérique, quand elles fonctionnent en temps
réel, operent a une cadence étroitement liée a la fréquence d’échantillonnage des
signaux et leur complexité dépend du volume d’opérations a faire et de 'intervalle
de temps disponible pour les réaliser. La fréquence d’échantillonnage des signaux
est généralement imposée a ’entrée ou a la sortie des systemes, mais a l'intérieur
du systeme lui-méme, il est possible de la faire varier pour I’adapter aux caractéris-
tiques du signal et du traitement, et ainsi de réduire le volume d’opérations et la
cadence des calculs. Une simplification des machines, qui peut étre trés importante,
est obtenue en adaptant tout au long du traitement la fréquence d’échantillonnage
a la largeur de bande du signal utile, c’est le filtrage multicadence présenté au cha-
pitre 10. Les incidences sur les caractéristiques du traitement sont décrites ainsi que
les méthodes de réalisation. Des regles d’utilisation et d’évaluation sont fournies.
Cette technique donne des résultats particulierement intéressants pour les filtres a
bande passante étroite ou pour la mise en ceuvre d’ensembles appelés bancs de
filtres. Dans ce dernier cas, le systeme associe a un ensemble de circuits déphaseurs
un calculateur de Transformée de Fourier Discrete.
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Les bancs de filtres pour la décomposition et la reconstruction des signaux
sont devenus un outil de base pour la compression. Leur fonctionnement est décrit
aux chapitres 11 et 12 avec les méthodes de calcul et les structures de réalisation.

Les filtres peuvent étre déterminés a partir de spécifications dans le temps;
c’est le cas par exemple de la modélisation d’un syst¢eme comme décrit au chapitre 13.
Si les caractéristiques varient, il peut étre intéressant de modifier les coefficients en
fonction des évolutions du systeme. Cette modification peut dépendre d’un critere
d’approximation et se faire a une cadence qui peut atteindre la cadence d’échan-
tillonnage du systeme; alors le filtre est dit adaptatif. Le chapitre 14 est consacré
au filtrage adaptatif, dans le cas le plus simple, mais aussi le plus courant et le plus
utile, celui ol le critere d’approximation retenu est la minimisation de I’erreur qua-
dratique moyenne et ol les variations des coefficients se font suivant ’algorithme
du gradient. Apres un ensemble de rappels donnés au chapitre 13 sur les signaux
aléatoires et leurs propriétés, en particulier la fonction et la matrice d’autocorréla-
tion dont les valeurs propres jouent un réle important, I’algorithme du gradient est
présenté au chapitre 14 et ses conditions de convergence sont étudiées. Ensuite les
deux parametres d’adaptation principaux, la constante de temps et ’erreur rési-
duelle sont analysés, ainsi que la complexité arithmétique. Différentes structures
de réalisation sont proposées.

Le chapitre 15 traite d’une application tres particuliere, le codage correcteur.
L’objet est simplement de proposer une vision traitement du signal de ce domaine,
de maniére a en faciliter I’acces.

Pour terminer, le chapitre 16 décrit brievement quelques applications, en
montrant comment les méthodes et techniques de base sont exploitées.
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Chapitre 1

La numérisation du signal
Echantillonnage et codage

La conversion d’un signal analogique sous forme numérique implique une double
approximation. D’une part, dans I’espace des temps, le signal fonction du temps
s (¢) est remplacé par ses valeurs s (nT) a des instants multiples entiers d’'une durée
T; c’est I'opération d’échantillonnage. D’autre part, dans ’espace des amplitudes,
chaque valeur s(nT) est approchée par un multiple entier d’'une quantité élémen-
taire q; c’est I'opération de quantification. La valeur approchée ainsi obtenue est
ensuite associée a un nombre; c’est le codage, ce terme étant souvent utilisé pour
désigner I’ensemble, c’est-a-dire le passage de la valeur s(nT) au nombre qui la
représente.

L’objet du présent chapitre est d’analyser I'incidence sur le signal de ces deux
approximations.

Pour mener a bien cette tache, on utilise deux outils de base qui sont ’analyse
de Fourier et la théorie des distributions.

1.1 L'ANALYSE DE FOURIER

L’analyse de Fourier est un moyen de décomposer un signal en une somme de
signaux élémentaires particuliers, qui ont la propriété d’étres faciles a mettre en
ceuvre et a observer. L’intérét de cette décomposition réside dans la fait que la
réponse au signal d’un systeme obéissant au principe de superposition peut étre
déduite de la réponse aux signaux élémentaires. Ces signaux élémentaires sont
périodiques et complexes, afin de permettre une étude en amplitude et en phase
des systemes; ils s’expriment par la fonction s, () telle que :

s, (t) = e/t = cos (2 ft) + j sin (2n ft) (1.1)

ou freprésente I'inverse de la période, c’est la fréquence du signal élémentaire.
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Dans la mesure ou les signaux élémentaires sont périodiques, il est clair que
I’analyse se simplifie dans le cas ou le signal est lui-méme périodique. Ce cas va
étre examiné d’abord, bien qu’il ne corresponde pas aux signaux les plus intéres-
sants, puisqu’un signal périodique est parfaitement déterminé et ne porte pratique-
ment pas d’information.

1.1.1 Développement en série de Fourier d’une fonction périodique
Soit s (¢), une fonction de la variable ¢ périodique et de période T, c’est-a-dire satis-
faisant la relation :

s+T)=s(r) (1.2)

Sous certaines conditions, on démontre que cette fonction est développable en
série de Fourier, c’est-a-dire que 1’égalité suivante est vérifiée :

s()= 3 CermiT (1.3)

n=-—oo

L’indice n est un entier et les C, sont appelés les coefficients de Fourier; ils
sont définis par I’expression :

T
C,= —J s (1) e=i2milT gy (1.4)

0

En fait les coefficients de Fourier minimisent I’écart quadratique entre la fonc-
tion s (¢) et le développement (1.3). En effet la valeur (1.4) est obtenue en dérivant
par rapport au coefficient d’indice n ’expression :

J ' (s - 3 c,,,eﬂmt/T)2 dt

0 m=-—oo

et en annulant cette dérivée.

Exemple : développement en série de Fourier de la fonction i, (¢) constituée
par une suite d’impulsions, séparées par la durée T, de largeur T et d’amplitude a,
centrée sur I'origine des temps (fig. 1.1).

‘ip(t)

S—— A

EN t

Fic. 1.1.  Suite d’impulsions
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Les coefficients C, s’écrivent :

. T
C 1 Jr/z P art sm (Tm T) 15
"= T 71/2ae 1= 7 = (1.5)

et le développement est donné par :

. ( T
sin (7tn —
i(f)= ar S " ef2mulT (1.6)
P T , 2., T )
o

On imagine I'importance que prend cet exemple dans ’étude des systemes
échantillonnés.
Les propriétés des développements en série de Fourier sont présentées dans ’ou-
vrage [1]. Une propriété importante est exprimée par I’égalité de Bessel-Parseval
qui traduit le fait que dans la décomposition du signal il y a conservation de la
puissance :

©

S ICP= T, bora 1)

n=-wx
Les signaux élémentaires qui résultent de la décomposition d’un signal périodique

1
ont des fréquences qui sont des multiples entiers de T I'inverse de la période; ils

couvrent un ensemble discret de ’espace des fréquences. Par contre si le signal
n’est pas périodique, les signaux élémentaires résultant de la décomposition cou-
vrent un domaine continu de I’espace des fréquences.

1.1.2 Transformation de Fourier d’une fonction

Soit s (¢) une fonction de la variable #; sous certaines conditions on démontre 1’éga-
lité suivante :

s=| " s(pyeras (1)

avece

©

S(f) =J s() e di (1.9)

La fonction S(f) est la transformée de Fourier de s (¢). Plus communément S(f) est
appelé spectre du signal s (¢).
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Exemple : soit a calculer la transformée de Fourier I(f) d’une impulsion isolée
i(t) de largeur t, d’amplitude a et centrée sur ’origine des temps (fig. 1.2)
/2

I(f)= J i(t)ye >dt=a J e-iaft dp

-T2
sin (mft)
I(f)=at ——— 1.10
(N)=av (1.10)
Ailt) te
a at
- S T
- S~ To N———" ~
‘l,j t - L - "L -1— _2... f
T T T T
Fic. 1.2.  Impulsion isolée Fic. 1.3.  Spectre de I'impulsion isolée

La figure 1.3 représente la fonction I(f), qui sera trés fréquemment utilisée
par la suite. Il est important de remarquer qu’elle s’annule aux fréquences mul-
tiples entiers non nuls de 'inverse de la durée de I'impulsion.

L’Annexe 1 donne une tabulation de cette fonction.

La correspondance entre coefficients de Fourier et spectre apparait nettement
sur cet exemple. En effet, en rapprochant les relations (1.6) et (1.10) on vérifie que,

1 . . .
au facteur T pres, les coefficients du développement en série de Fourier de la

suite d’impulsions correspondent aux valeurs que prend le spectre de 'impulsion
isolée aux fréquences multiples entiers de I'inverse de la période des impulsions.

n ( )
T T

Une relation comparable a ’égalité de Bessel-Parseval existe pour une fonc-
tion non périodique. Dans ce cas, c’est non plus la puissance mais 1’énergie du
signal qui se trouve conservée :

| istopar=| " s (1.1)

Soit s'(¢) 1a dérivée de la fonction s(¢); sa transformée de Fourier S, (f) s’écrit :

S,(f) = J i} e~ 12t s'(t) dt = j2xf. S(f) (1.12)

Ainsi prendre la dérivée d’un signal amene une multiplication de son spectre par
j2wf.

Une propriété essentielle de la transformation de Fourier, qui est en fait la
principale raison de son utilisation, est qu’elle transforme un produit de convolu-
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tion en un produit simple. En effet soit deux fonctions du temps x(¢) et 4 (¢) dont
les transformées de Fourier sont respectivement X(f) et H(f). Le produit de
convolution y (¢) est défini par :

y(6) =x(t) * h (D) =J:x(t—r)h('c) dt (1.13)

La transformée de Fourier de ce produit s’écrit :

©
—

Y (f)= J (J_: x(t-t)h(7) d1:> e 12t dt

©

Y(f) = J: h(t) e-izfr d‘c.J x(u) e 27 dy = H(f) . X(f)

—

Réciproquement, on montre que la transformée de Fourier d’un produit simple est
un produit de convolution.

Un résultat intéressant pour ’étude de I’échantillonnage et se rapportant a
I’exemple ci-dessus peut étre déduit directement de ces propriétés. En effet soit a
calculer la transformée de Fourier II(f) de la fonction i2(¢); d’aprés les relations
(1.10) et (1.13), il vient :

H(f) =1(f) * I(f) = a.1(f) (1.14)

et par suite :

= sin (mgt) sin [x(f- @) T] 1 sin (nfr)
Jﬁx et m(f-@)t YT 1 af

n
En prenant f = ~» pour tout entier 7 non nul,ona:

r sin (ngt)  sin [ (@t —n)]

 Tmermtgrom de=0 (1.15)

. sinw(x-n) . .
Les fonctions W , avec n entier, forment un ensemble de fonctions ortho-
gonales.
La définition et les propriétés de la transformation de Fourier s’étendent aux
fonctions de plusieurs variables. Soit s(x;, x,, ..., x,) une fonction de n variables

réelles, la transformée de Fourier est une fonction S(A,, A,, ..., A,,) définie par :

S(h, gy oo Ay

(1.16)

n

= ” Js(xl,xz, ey X, )T s+ ) e dx, L dx
RVI
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Si la fonction s (x4, x,, ..., X,,) est séparable c’est-a-dire si :
s(x, Xy, oo x,) =5(x)) s(x,) ... s(x,) alors il vient :

S, Ay oos b)) = S(Ay) S(A) <. S(A,)

Les variables x;(1 < i < n) représentent souvent des distances, par exemple
dans le cas bidimensionnel, et les A, sont alors appelées fréquences spatiales.

Dans I’étude des signaux échantillonnés, la transformation de Fourier va étre
appliquée aux distributions.

1.2 LES DISTRIBUTIONS

Les distributions mathématiques constituent une définition mathématique correcte
des distributions rencontrées en physique [1].

1.2.1 Définition

On appelle distribution D une fonctionnelle linéaire continue sur I’espace vectoriel
9 des fonctions définies sur R”, indéfiniment dérivables et a support borné.

A toute fonction ¢ appartenant a ¥, la distribution D associe un nombre com-
plexe D(g), qui sera aussi noté par (D, ¢), avec les propriétés :

- D(9, + 9,) = D(9)) + D(¢,).
- D(hp) = AD(@) ol A est un scalaire.
— Si ¢; converge vers @ quand j tend vers I'infini, la suite D(¢;) converge vers

D(o).

Exemples :

e Si f(¢) est une fonction sommable sur tout ensemble borné, elle définit une
distribution D, par :

0 0=| o0 (1.17)
e Si @' désigne la dérivée de @, la fonctionnelle :
®.9)=| 0§ O d=(f0) (118)

est une distribution.
¢ La distribution de Dirac 8 est définie par :

®, 9 =9(0) (1.19)
La distribution de Dirac au point réel x est définie par :
©@-x), 9 =¢(x) (1.20)

On dit que cette distribution représente la masse + 1 au point x.
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e Soit "impulsion i(¢) de durée T, d’amplitude a = 1/t, centrée sur I’origine.
Elle définit une distribution D; :

<Di»¢>=%J

/2

@ (1) dt
/2

Pour des valeurs de T trés petites on obtient :
Dy, ) = ¢(0)

c’est-a-dire que la distribution de Dirac peut étre considérée comme la limite,
quand t tend vers 0, de la distribution D,.

1.2.2 Dérivation des distributions

On définit la dérivée T3 d’une distribution D par la relation :

oD 0P
(G- @=-(D, =) (1.21)

Soit par exemple la fonction Y de Heaviside, ou échelon unité, égale a 0 si
t<Q0et+1sit=0.
oY e )

R = (Y
at’@ Y, o

< - [[vwa=s0=0.9 a2

0

Il en résulte que la discontinuité de Y apparait sous la forme d’une masse ponc-
tuelle unitaire dans sa dérivée.

Cet exemple illustre un intérét pratique considérable de la notion de distribution,
qui permet d’étendre aux fonctions discontinues un certain nombre de concepts et
de propriétés des fonctions continues.

1.2.3 Transformation de Fourier d’une distribution

Par définition la transformée de Fourier d’une distribution D est une distribution
notée FD telle que :

(FD, @) = (D, Fg) (1.23)

Par application de cette définition aux distributions a support ponctuel il vient :
(F,0)=(0.Fp) = | o) di=(1,) (124)

Par suite : Fé = 1.
De méme Fd(t—a) = e/2fa,
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Un cas fondamental pour ’étude de I’échantillonnage est celui que constitue
la suite des distributions de Dirac décalées de T, notée u et telle que :

w@= 3 5(t-nT) (1.25)

n=-—o

Cette suite est une distribution de masses unitaires aux points dont ’abscisse est un
multiple entier de T. Sa transformée de Fourier s’écrit :

oo

Fu= Y e 72T =1U(f) (1.26)

n=-—o

On démontre que cette somme est en fait une distribution ponctuelle.

Une démonstration intuitive peut étre obtenue a partir du développement en
série de Fourier de la fonction i, (¢) constituée par la suite d’impulsions séparées
par la durée T, de largeur t, d’amplitude 1/t, centrée sur ’origine des temps.

En effet on peut considérer que : u () = TIILI}) i, (1)

o

. . 1 A
En se reportant a la relation (1.6) on trouve : llII}) ()= 2 ezt
T

n=-o

Il en résulte que : U(f) = nz e j2mfnT = T nz 6( - %) (1.27)

Cette propriété fondamentale démontrée dans I’ouvrage [1], ainsi que dans 1’ou-
vrage [2], s’exprime comme suit :

La transformée de Fourier de la distribution temporelle comportant une
masse unitaire en chaque point dont I’abscisse est un multiple entier de T est une
distribution fréquentielle comportant la masse 1/T aux points dont abscisse est un
multiple entier de 1/T.

Ce résultat va étre utilisé pour étudier I’échantillonnage d’un signal.

La propriété que possede la transformation de Fourier d’échanger convolu-
tion et multiplication s’applique également aux distributions.

Avant d’étudier les incidences sur le signal des opérations d’échantillonnage
et quantification, il est utile de caractériser les signaux qui sont les plus fréquem-
ment traités.

1.3 LES PRINCIPAUX SIGNAUX TRAITES

Les signaux sont définis par une fonction du temps s (). Cette fonction peut étre
une expression analytique ou la solution d’une équation différentielle, auquel cas
le signal est appelé déterministe.
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1.3.1 Les signaux déterministes

Les signaux de ce type les plus utilisés sont les signaux sinusoidaux; par exemple :
s(t) = A cos (ot + a)

ol A est 'amplitude, o = 2n fla pulsation et o la phase du signal.

Ils sont faciles a reproduire, a reconnaitre aux différents points d’un systeme
et offrent une possibilité de visualisation simple des caractéristiques. De plus,
comme indiqué aux paragraphes précédents, ils servent de base a la décomposition
d’un signal déterministe quelconque, par 'intermédiaire de la Transformation de
Fourier.

Si le systeme considéré est linéaire et invariant dans le temps, il peut étre carac-
térisé par sa réponse en fréquence H(w). Pour chaque valeur de la fréquence, H(w)
est un nombre complexe dont le module est ’'amplitude de la réponse. Par conven-
tion on désigne par phase de la réponse du systéme la fonction ¢ (w) telle que :

H(w) = |H(w)| e/ (1.28)

Cette convention permet d’exprimer le temps de propagation de groupe t(w),
fonction positive dans les systemes réels, par :

t(w) = Z—(CE (1.29)

Le temps de propagation de groupe fait référence aux lignes de transmission,
sur lesquelles les différentes fréquences d’un signal se propagent a des vitesses dif-
férentes, ce qui entraine une dispersion dans le temps de ’énergie du signal. Pour
illustrer cette notion, soit deux fréquences proches w + Aw auxquelles correspon-
dent les phases par unité de longueur ¢ + Ag. Le signal somme s’écrit :

s(t) =cos [(w + Aw)t — (¢ + Ap)] + cos [(w — Aw)t — (¢ — Ag)]
ou encore
s(t) =2 cos (wt— @) cos (Awt — Ag)

C’est un signal modulé et il n’y a pas de dispersion si les deux facteurs subis-
sent le méme retard par unité de longueur, c’est-a-dire si Ag/Aw est une constante.
Le temps de propagation de groupe caractérise donc la dispersion apportée a un
signal par une ligne de transmission ou un systeme équivalent.

En appliquant au systéme le signal sinusoidal s(#), on obtient en sortie le
signal résultant s, (¢) tel que :

5,(t) = A.|H(w)| cos [of + o — @ (w)] (1.30)

C’est encore un signal sinusoidal et la comparaison avec le signal appliqué
permet une visualisation de la réponse du systeéme. On imagine aisément 'impor-
tance de cette procédure pour les opérations de test par exemple.

Les signaux déterministes cependant ne représentent pas tres bien les signaux
réels, car, en fait, ils ne portent pas d’information, si ce n’est pas leur présence
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méme. Les signaux réels sont généralement caractérisés par une fonction s (¢) aléa-
toire. Pour le test et I’analyse des systemes on utilise aussi des signaux aléatoires,
mais qui présentent des caractéristiques particulieres pour ne pas compliquer exa-
gérément la génération et ’exploitation. Une étude des signaux aléatoires est faite
dans le tome 2 de la référence [2].

1.3.2 Les signaux aléatoires

Un signal aléatoire est défini a chaque instant ¢ par la loi de probabilité de son
amplitude s(f). Cette loi peut s’exprimer par une densité de probabilité p(x, t)
définie comme suit :
lim Proba [x < s(¢) < x + Ax] 131
px, 0= m A (1.31)

Il est stationnaire si ces propriétés statistiques sont indépendantes du temps,
c’est-a-dire que sa densité de probabilité est indépendante du temps :

p(x0)=pX)

Il est du second ordre s’il possede un moment d’ordre 1 appelé valeur
moyenne, qui est ’espérance mathématique de s(¢), notée E[s(¢)] et définie
par:

m, () = E[s ()] :J x.p(x 1) dx

et un moment d’ordre 2, appelé fonction covariance :

0

E[s(0).5(6)] = (11, 15) = j j X2 (80 35 1y, 1) dty dxs

— %

ou p(xy, x5; 4, t,) est la densité de probabilité du couple de variables aléatoires
[s(6), s (1)].

Le caractére de stationnarité peut étre limité aux moments du premier et du
second ordre; on dit alors que le signal est stationnaire d’ordre 2 ou stationnaire au
sens large, et pour un tel signal il vient :

E(s(0)] :f x.p(x)dx=m,

L’indépendance du temps se traduit comme suit pour le densité de probabilité
p(xp x50, 0):
p (X3t 1) =p (xy, X550, 5= 1) = p (X1, %53 T)
avec
T=t, -t

Seul intervient I’écart entre les deux instants d’observation du signal :
E[(s(1)-5(5)] =m, (v) (1.33)
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La fonction r,, () telle que :
ro(t)=E[s().s(t—-7)] (1.34)

prend le nom de fonction d’autocorrélation du signal aléatoire, qu’elle caractérise.
Un signal aléatoire s(¢) posséde aussi une moyenne temporelle mi, qui est
une variable aléatoire définie par :

tim L[ 50 (139)
mp= lim _J s(¢) dt 1.35
T T J o
L’ergodicité de cette moyenne exprime le fait qu’elle prend une valeur déterminée
k avec la probabilité 1. Pour un signal stationnaire, I’ergodicité de la moyenne tem-
porelle entraine 1’égalité avec la moyenne des amplitudes a un instant donné. En

effet prenons I’espérance de la variable mi :

1 T2 1 T2
E [y ] =k=E[ lim L J 5(0) dt] - lim L J E[s(t)] di=m,

T T [ 1 T T J 1
Ce résultat a des conséquences pratiques importantes puisqu’il fournit un moyen
d’accéder aux propriétés statistiques du signal a un instant donné a partir de I’ob-
servation de ce signal au cours du temps.
L’ergodicité de la covariance dans le cas stationnaire est également trés intéres-
sante car elle conduit a la relation :

re@®= lim % j Y S0 s(t-) dt (1.36)

-T2

La fonction d’autocorrélation du signal s(¢), r,, (t) est fondamentale pour I’étude
des signaux stationnaires d’ordre deux ergodiques. Ses principales propriétés sont
les suivantes :

— C’est une fonction paire :
I (U) =1, (=7)
— Son maximum est a I’origine et correspond a la puissance du signal P :
ro(0) =E[s2()] = P
— La densité spectrale de puissance est la tranformée de Fourier de la fonc-
tion d’autocorrélation :
@ (f)= r r. (1) e dv=2 r r..(t) cos (2nfr) dv

0

©

En effet : r (1) = s(t) * s(— 1) et, si S(f) désigne la transformée de Fourier de s (¢),
il vient :

@, (f)=S().S(f) = IS(H)P (1.37)

Cette derniere propriété se traduit physiquement par le fait que plus le signal
est a variation rapide, c’est-a-dire plus son spectre s’étend vers les fréquences éle-
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vées, plus sa fonction d’autocorrélation est étroite. A la limite le signal est pure-
ment aléatoire et la fonction s’annule pour T # 0. On se trouve en présence d’un
signal appelé bruit blanc, et tel que :

r.(t)=Pd

Alors la densité spectrale est constante :
@, (f)=P

En fait un tel signal n’a pas de réalité physique puisque sa puissance est infinie,
mais il constitue un modele mathématique commode pour les signaux dont la den-
sité spectrale est quasi constante sur une large bande de fréquence.

1.3.3 Les signaux gaussiens

Parmi les lois de probabilité que ’on peut considérer pour un signal s (¢), il est une
catégorie qui présente un grand intérét, celle des lois normales ou lois de Gauss.
En effet les distributions aléatoires normales conservent leur caractére normal
dans toute opération linéaire, par exemple la convolution par une distribution cer-
taine, le filtrage, la dérivation ou l'intégration. Aussi ces distributions aléatoires
sont-elles tres utilisées pour la modélisation des signaux réels et le test des
systemes.

Une variable aléatoire x est dite gaussienne si sa loi de probabilité a une den-
sité p (x) qui suit la loi normale ou loi de Gauss :

1 _womp
p(x)= oV e (1.38)

La valeur m est la moyenne de la variable x; la variance o? est le moment d’ordre
deux de la variable centrée (x — m); o est aussi appelé I’écart-type.

. xX—-m o ‘
La variable ( > est dite réduite, elle a une moyenne nulle et un écart-type

unité. Une tabulation et une représentation tres utile sous forme de courbe sont
fournies en annexe II.

Une variable aléatoire est caractérisée par la loi de probabilité de son ampli-
tude, mais aussi par I’ensemble de ses moments m,, tels que :

m, = f x"p(x) dx (1.39)

Ces moments sont les coefficients du développement en série entiere d’une fonc-
tion F(u) appelée fonction caractéristique de la variable aléatoire x et définie par :

F(u) = r eivr p(x) dx (1.40)
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C’est, a un changement de variable pres, la transformée de Fourier inverse de la
densité de probabilité p (x) et ’on a également :

p(x) = 2175 r e F(u) du (1.41)

A partir de la relation (1.40) on obtient le développement en série entiére sui-
vant :

Fuw=3 9 m, (1.42)
n=0 n!
Et pour une variable gaussienne centrée :
1
F(u) =e 29%* (1.43)

Par développement en série et identification avec (1.42), on obtient tous les
moments :

_ (2n)!

2n
m O
T e

Par exemple, pour n = 2, on obtient m, = 30* Tous les moments d’ordre
impair d’une variable gaussienne centrée sont nuls, d’apres la définition de la loi de
probabilité elle-méme.

La loi normale se généralise aux variables aléatoires a plusieurs dimensions

[3]- La fonction caractéristique d’une variable gaussienne a k dimensions x (x, ..., x;)
s’écrit :
1 k k
F(uy, ooy ) = €72 ;24 ;2 ity (1.44)
avec :
rij= E (xixj)

La densité de probabilité est obtenue par transformation de Fourier. Dans le
cas a 2 dimensions il vient :

1 1 [x_%72rx1x2+x_%}
p(x,x,) = oV W] o om o (1.45)
102 V1=
ou r désigne le coefficient de corrélation :
- E(x, x,)
010,

Un signal aléatoire s(f) est dit gaussien, si pour un ensemble de k instants
t;(1 < i < k) la variable aléatoire a k dimensions s = [s(¢,), ..., s(,)] est gaussienne.

Drapreés la relation (1.44), 1a loi de probabilité de cette variable est complete-
ment définie par la fonction d’auto-corrélation r,, (t) du signal s (¢).
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Exemple :
Le signal défini par les équations suivantes :

fl

7 (t)=0%e” RC (1.46)
W= e (1.47)
X)= —F——e€ 20 .

b oV2n

est une approximation d’un bruit gaussien blanc d’utilisation courante dans ’ana-
lyse des systémes ou la modélisation des signaux. C’est un signal stationnaire de
moyenne nulle dont la densité spectrale n’est pas rigoureusement constante, mais
correspond a une répartition uniforme filtrée par un filtre passe-bas de type RC. Il
s’obtient par amplification du bruit d’agitation thermique aux bornes d’une résis-
tance.

La distribution normale peut étre obtenue a partir d’une distribution de pro-
babilité p (x) uniforme sur I'intervalle [0, 1]. En effet soit p (y) la distribution dite
de Rayleigh :

y 2
p(y)= F e y= 0 (1.48)

. . |
ui a pour moment d’ordre deux ou puissance, 202, pour moyenne 4/ — o et pour
’ 2

variance <2 - %)02. Par un changement de variable tel que :

p(x)dx=p(y)dy

il vient :
dx dx_ dx y ¥
PO =r® p =0 |Hl=F ™
d’ou :

S 1
X=e 2#; y=0 2ln<;) (1.49)

La distribution normale est obtenue en considérant deux variables y et x indé-
pendantes et en posant :

Z =Yy cos 2nx (1.50)
La démonstration fait intervenir la variable :
Z' =y sin 2mx

En effet, en utilisant la correspondance entre coordonnées polaires et carté-
siennes, on peut écrire :

p(z,z)dzdz =p(z)p(z)dzdz' =p(y) p(x) dx dy =p(z) p(z') ydy 2n dx
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d’ou :
1 y2 1 22+ 272
P@pE)=5- 5¢ 20w =5-5¢ 2
et finalement :
1 _z
p(z) = e 202
oV2n

Cette procédure est couramment utilisée pour produire des signaux Gaussiens
numériques.

1.3.4 Facteur de créte d'un signal aléatoire

Un signal aléatoire est défini a chaque instant par une loi de probabilité de son
amplitude, souvent telle que cette amplitude n’est pas bornée. C’est le cas des
signaux gaussiens, comme le montre la relation (1.38).

Or le traitement d’un signal ne peut se réaliser que pour une gamme d’ampli-
tudes limitée et des opérations de cadrage interviennent. Un paramétre important
est le facteur de créte défini pour le signal comme le rapport d’une certaine ampli-
tude A,, a la valeur efficace o. Par convention cette amplitude A, est souvent prise
comme la valeur qui n’est pas dépassée pendant plus de 10~ du temps. Ce rapport
est exprimé en décibels (dB) par F, tel que :

A
F.=20 log[Fm} (1.51)

ol log désigne le logarithme en base 10.

Pour un signal gaussien le facteur de créte est de 12,9 dB. Appliquée a un
signal sinusoidal cette définition conduit a un facteur de créte de 3 dB.

Un modele stationnaire utilisé pour représenter le signal téléphonique est
constitué par le signal aléatoire dont la densité de probabilité des amplitudes suit
la loi exponentielle, ou de Laplace, suivante :

Jx|

e V2o (1.52)

p(x): 0\/5

Le facteur de créte dans ce cas s’éleve a 17,8 dB.

En conclusion, les fonctions aléatoires stationnaires d’ordre deux ergodiques,
caractérisées par une loi de probabilité des amplitudes et une fonction d’autocorré-
lation, permettent de modéliser la plupart des signaux a traiter et sont tres utilisées
dans I’étude et I’analyse des systemes.

En plus des possibilités de représentation des signaux il est important de pou-
voir disposer d’une mesure globale, par exemple afin de pouvoir suivre un signal
au cours du traitement. Une telle mesure est obtenue en définissant des normes sur
la fonction qui représente le signal.
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1.4 NORMES D'UNE FONCTION

Une norme est une fonction positive réelle, qui vérifie les relations :
lxll=0: kx| = [[&x|

ou k est un réel positif.
Une catégorie tres utilisée de normes est I’ensemble des normes dites
normes-Lp [4] :
La norme-Lp d’une fonction continue s(¢f) définie sur I'intervalle [0, 1] est
notée |is||,, et définie par :
1

1
Il =| [ ol ar]f (159
Trois valeurs de p sont intéressantes :
-p=1:

1
Ishy =] b (1530

1
Isli= lscofa (1.535)

0

c’est ’expression de ’énergie du signal s(¢)
— p=oo:

Is]..= max |s()| (1.53-c)
0sr=<1

Cette norme est aussi appelée norme de Tchebycheff. Les normes sont utilisées
également dans les techniques d’approximation pour mesurer I’écart entre une
fonction f (x) et la fonction a approcher F(x). L’approximation est faite au sens des
moindres carrés si la norme L, est utilisée et au sens de Tchebycheff si la norme L
est utilisée.

Les normes -Lp peuvent étre généralisées par I'introduction d’une fonction de
pondération réelle positive p(x). La norme-Lp pondérée de la fonction d’écart
f(x) = F(x) s’écrit alors :

1

1700~ FGo)l, = [ f )= F ()7 p (2) dx}’ (1.53-d)

Ces notions sont appliquées dans le calcul des coefficients des filtres et aussi des
facteurs d’échelle qui commandent les cadrages des données dans les mémoires.
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1.5 L'OPERATION D’ECHANTILLONNAGE

L’échantillonnage consiste a représenter un signal fonction du temps s(¢) par ses
valeurs s(nT) a des instants multiples entiers d’une durée T, appelée période
d’échantillonnage. Une telle opération s’analyse de facon simple et concise par
I'intermédiaire de la théorie des distributions. En effet, par définition, la distribu-
tion de masses unitaires aux points de I’axe réel multiples entiers de la période T,
associe a la fonction s(z) ’ensemble de ses valeurs s(nT) ol n est un entier.
Conformément aux notations précédemment retenues cette distribution est notée
u(t) et s’écrit : B
u(t)= 2 08(t-nT)
n=-o

L’opération d’échantillonnage affecte le spectre S(f) du signal. Considérant la

relation fondamentale (1.27), il apparait que le spectre U(f) de la distribution u ()

est constitué de raies d’amplitude T aux fréquences qui sont des multiples entiers

. 1 . .
de la fréquence d’échantillonnage fe = T Par suite u(f) s’exprime comme une

somme de signaux élémentaires :

[’

u ([) = i 2 eJ2nntlT (154)
n=-w
Alors la suite des valeurs de signal s (nT) correspond au produit de ’ensemble
des signaux élémentaires qui constituent u(¢) par le signal s(f). C’est-a-dire que
physiquement, ’opération d’échantillonnage est une modulation en amplitude par
le signal d’une infinité de porteurs a des fréquences qui sont des multiples entiers
de la fréquence d’échantillonnage f, = 1/T. Par suite le spectre du signal échan-
tillonné comprend la fonction S(f), désignée par la bande de base, ainsi que les
bandes images qui correspondent a la translation de la bande de base de multiples
entiers de la fréquence d’échantillonnage.
L’opération d’échantillonnage et son incidence sur le spectre du signal sont
représentées sur la figure 1.4.
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Fic. 1.4.  Incidence spectrale de I’échantillonnage
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Le spectre du signal échantillonné S,(f) a pour expression le produit de
convolution de S(f) par U(f) soit :

1 Z n
S.00= 4 3 s 4] (1.55)

Il est important de remarquer que la fonction S, (f) est périodique, c’est-a-dire
que I’échantillonnage a introduit une périodicité dans I’espace des fréquences, ce
qui constitue une caractéristique fondamentale des signaux échantillonnés.

L’opération d’échantillonnage telle qu’elle vient d’étre décrite et que I'on
désigne par échantillonnage idéal, peut sembler peu réaliste, dans la mesure ou il
apparait difficile dans la réalité d’atteindre, de manipuler ou de restituer une valeur
d’un signal a un instant ponctuel; les échantillonneurs réels ou les circuits qui resti-
tuent les échantillons posseédent un certain temps d’ouverture. En fait on peut mon-
trer que ’échantillonnage ou la restitution d’échantillons par des impulsions ayant
une largeur donnée, introduit simplement une modification du spectre du signal.

En effet dans I'opération d’échantillonnage du signal s(f) par la suite d’impul-
sions séparées par la durée T, de largeur t et d’amplitude a, il se peut que 1’on
recueille a la période n une quantité o, qui s’écrit :

nT +1/2
o,=a J s(t) dt
nT—1/2
Cette quantité exprime le résultat de la convolution du signal s (¢) par I'impul-
sion élémentaire i (¢) et la fonction dont on préleve dans ce cas les valeurs aux ins-
tants d’échantillonnage #T est la fonction s * i; c’est-a-dire que le signal échan-
tillonné a pour spectre non pas S(f) mais le produit :

sin (tfr)
S(f) .at. Tf’t

Le raisonnement est le méme pour le cas de la restitution d’échantillons avec
une durée t. En fait c’est le produit de convolution des échantillons s(nT) avec
Iimpulsion élémentaire i (¢) qui est restitué.

D’ou la proposition :

L’échantillonnage ou la restitution d’échantillons par des impulsions de largeur
T peut étre traité comme un échantillonnage idéal ou une restitution idéale, a la
condition de multiplier le spectre du signal par le spectre de 'impulsion élémentaire.

En pratique des que t est faible devant la période T la correction devient
négligeable.

1.6 L'ECHANTILLONNAGE EN FREQUENCE

L’échantillonnage considéré ci-dessus est de type temporel. Cependant les proprié-
tés énoncées sont aussi applicables a un échantillonnage de type fréquentiel.
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Calculons le spectre d’une fonction périodique s, (¢) de période T. Une telle
fonction peut étre considérée comme résultant du produit de convolution de la
fonction s(¢), qui prend les valeurs de s, (7) sur une période et s’annule en dehors,
et de la distribution ponctuelle u(z). Il en résulte la relation suivante entre les
transformées de Fourier :

S,(N=UNs= % T s(Z]er- 2] ase)

En fait on retrouve les coefficients du développement en série de Fourier de la
fonction s, (¢). Le cas ol s () est une impulsion est représenté sur la figure 1.5.

Il apparait que le spectre de la fonction périodique s, (#) est un spectre de raies
qui constituent un échantillonnage du spectre de la fonction prise sur une période.
L’échantillonnage dans I’espace des fréquences correspond a une périodicité dans
I’espace des temps. Cette interprétation est utile dans I’analyse numérique des
spectres.

iét) T

b
lag

I(f) 4 atT
T
1 f
Sl
T

Fic. 1.5.  Spectre d’une suite d’impulsions

1.7 LE THEOREME DE L'ECHANTILLONNAGE

Ce théoreme exprime les conditions dans lesquelles la suite des échantillons d’un
signal représente correctement ce signal. Un signal est supposé étre correctement
représenté par la suite de ses échantillons prélevés avec la périodicité T s’il est pos-
sible, a partir de cette suite de valeurs, de restituer intégralement le signal
d’origine.

L’échantillonnage a introduit une périodicité du spectre dans ’espace des fré-
quences; restituer le signal d’origine, c’est supprimer cette périodicité, c’est-a-dire
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éliminer les bandes images, opération qui peut étre réalisée a I’aide d’un filtre
passe bas dont la fonction de transfert H(f) vaut 1/f, jusqu’a la fréquence f,/2 et 0
aux fréquences supérieures. En sortie d’un tel filtre apparait un signal continu,
qu’il est possible d’exprimer en fonction des valeurs s (nT). La réponse impulsion-
nelle du filtre A (¢) s’écrit, d’apres la relation (1.10) :

sin (ztt/T)

h() = wut/ T
Le signal de sortie du filtre, s(¢), correspond au produit de convolution de la
suite s (nT) par la fonction 4 (¢), soit :

s(t)sz[ 5 s(G)é(G—nT)] —Sh:c(y:(_[g)?)T/T 0

n=-o

i sin u(¢/ T — n)

s(0) = n;_w s (nT) (/T —n)

(1.57)

C’est la formule de calcul des valeurs du signal aux instants situés entre les
échantillons. Pour les multiples de la période T elle fournit bien s (nT). Le proces-
sus de reconstitution du signal est représentée sur la figure 1.6.

— s (t) %
Se(f) /
PV AN :

0 A f
fe = -
1 pH(6) T 140
I_f._l
Lt 0 S
2 2
s(t) .,
/\1;1 - \ ’

U — ~ -
: H -

0 f 0 t

T

FiG. 1.6.  Reconstitution du signal aprés échantillonnage

Pour que le signal calculé s(¢) soit identique au signal d’origine, il faut que le
spectre S(f) soit identique au spectre du signal d’origine. Comme le montre la
figure 1.6 cette condition est vérifiée si et seulement si le spectre d’origine ne
contient pas de composantes aux fréquences supérieures ou égales a f, /2.

Si ce n’est pas le cas, les bandes images chevauchent la bande de base comme
sur la figure 1.7, on dit qu’il y a repliement de bande, et le filtre de restitution four-
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nit un signal différent du signal d’origine. D’otl1 le théoreme de I’échantillonnage
ou théoreme de Shannon :

Un signal qui ne contient pas de composantes a des fréquences supérieures ou
égales a une valeur fm est entierement déterminé par la suite de ses valeurs a des
instants régulierement espacés de la durée T = 2fm

Self)

0 lf-—’—
2 ¢t T

Fic. 1.7. Repliement de bande

La fréquence d’échantillonnage d’un signal est ainsi déterminée par la limite
supérieure de sa bande de fréquence. Dans la pratique on limite généralement par
filtrage la bande du signal avant échantillonnage a la fréquence f,, a une valeur
inférieure a fe/2 pour que le filtre de restitution soit réalisable.

Il est intéressant de remarquer que la fréquence d’échantillonnage d’un signal
est en fait déterminée par la largeur de bande qu’il occupe; en effet la restitution a
été illustrée sur la figure 1.6 pour un signal basse fréquence auquel a été associé un
filtre passe-bas. On concoit que le méme raisonnement s’applique aussi a un signal
occupant un domaine limité de I’espace des fréquences auquel serait associé un
filtre passe-bande. Cette propriété est applicable en particulier aux signaux modu-
1és et est utilisée dans certains types de filtres numériques.

Le résultat donné a la fin du paragraphe 1.1.2 permet de présenter I’échan-
tillonnage sous un autre aspect. En effet, la relation (1.57) montre que I’échan-
tillonnage correspond a une décomposition du signal s(¢) suivant 'ensemble des
sinn(¢/T —n)

(/T -n)
ment la condition pour que cet ensemble forme une base de décomposition du
signal.

fonctions orthogonales et le théoréeme de Shannon exprime simple-

1.8 ECHANTILLONNAGE DE SIGNAUX SINUSOIDAUX
ET DE SIGNAUX ALEATOIRES

Les propriétés énoncées ci-dessus sont bien illustrées par I’échantillonnage de
signaux sinusoidaux, dont les particularités sont utilisables dans de nombreuses
applications.
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1.8.1 Signaux sinusoidaux

Soit le signal s(f) = cos (2nft + @), avec 0 < ¢ < 5, échantillonné avec la

N

période T =1/f,=1.
Les échantillons sont donnés par la suite s (n) telle que :

s(n) =cos 2nfn + @)
Si le rapport f/f, = f est un nombre rationnel, il vient :

f=N1/N2 avec N1 et N2entiers.

Alors :
s(n+N2) =cos 2nf(n + N2) + @] =s(n)
La suite s(n) présente la périodicité N2 et comprend au plus N2 nombres dif-
férents. D’autre part la fréquence d’échantillonnage étant supérieure au double de

la fréquence du signal, on a nécessairement : N1/N2 < - L’ensemble de N2

échantillons différents permet de représenter un nombre de signaux sinusoidaux
égal au plus grand entier inférieur a N2/2. Par exemple si N2 = §, avec I’ensemble

n
des nombres : 2 cos (2n 3 + cp), (n=0,1, ...,7), il est possible de représenter les

échantillons des 3 signaux sinusoidaux :

N1
2005(27: < t+cp> avec N1=1,2,3

~Y

B’ N
Fic. 1.8.  Echantillonnage des signaux : cos <2n 5 t)

La figure 1.8 représente cet échantillonnage pour ¢ = 0; dans ce cas il suffit
méme de 4 nombres : + 2 et £ V2.
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Si I’on ajoute aux trois signaux sinusoidaux de la figure 1.8, le signal continu
de valeur 1 et le signal a la fréquence 1/2 d’amplitude 1 qui s’écrit : cos (mt),
I’échantillonnage de cette somme donne des valeurs nulles, sauf aux instants mul-
tiples de 8, ou la valeur 8 est obtenue, comme le montre la figure 1.9.a. Le spectre
de cette somme est obtenu directement en appliquant la relation :

1 . .
cosx =5 (e’ + e~ 1¥),

Il est formé de raies d’amplitude 1 aux fréquences multiples de 1/8 (fig. 1.9.5). Or
ce spectre a été étudié au paragraphe 1.2, et I’on peut constater que la relation
(1.27) se trouve vérifiée.

La possibilité d’engendrer une gamme de signaux sinusoidaux a partir d’un
ensemble limité de nombres, stockés par exemple dans une mémoire, est utilisée
dans les synthétiseurs de fréquence numériques.

Al

g ——-—"—-——— - — = ———— = = =

2 F

0 B 3 3 4 ? H 7 8t
a)

Al

T rrrrrr

0 1 1 1t

8 2

b)

3
. n
Fic. 1.9. a) Echantillonnage du signal s(t) =1 +2 21 cos (2n 5 t) + cos (ar)
n=

b) Spectre correspondant

1.8.2 Signaux aléatoires discrets

Si le signal aléatoire s(¢) est échantillonné avec la période supposée unitaire
T =1, il en résulte un signal aléatoire discret s (n), qui a par définition la méme loi
de probabilité de ’amplitude. Les résultats obtenus dans le cas continu se transpo-
sent au cas discret, en particulier pour les signaux aléatoires stationnaires du
second ordre ergodiques [5].
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Ainsi la fonction d’auto-corrélation du signal discret s (n) est la suite r(n) telle
que:

r(n)=E[s(i).s(i-n)] (1.58)

C’est un échantillonnage de la fonction d’auto-corrélation r,,(t) du signal
aléatoire continu définie par I’expression (1.34). Sa transformée de Fourier donne
la densité spectrale énergétique @,(f) du signal discret, qui est liée a la densité

spectrale @, (f) du signal continu par une relation analogue a (1.55), c’est-a-dire :

o(N-1 3 (-1 (1.59)

n=-—ow

Si la fréquence d’échantillonnage n’a pas une valeur suffisante, ou si le spectre
@ . (f) s’étend sur un domaine non borné, il y a repliement.
L’hypothese d’ergodicité pour le signal discret s (7) conduit a la relation :

. 1 N
r(n)= lim S0 X s@)sti-n) (1.60)

Cette relation permet d’appliquer la notion de fonction d’auto-corrélation aux
signaux déterministes. Ainsi, pour un signal périodique et de période N, la fonc-
tion d’auto-corrélation est la suite r(n) définie par :

1 Ny-1
r(n) = N, igo s(i)s(i-n) (1.61)

C’est une suite périodique et de méme période.
Exemple :

s(n) = Asin (2n Nio)

)-8 Avsin(2n o sin 20 )
r(n) =g sin (27 < | sin (27 ——
( Ny <o N, /5 N,
A? n
r(n) = —~ cos <2T€ Fo)
On retrouve bien la puissance du signal pour r(0) et la périodicité N,,.

Un signal aléatoire discret peut aussi étre défini en tant que tel. Par exemple si
la suite r(n) s’annule pour n # 0, le signal s(n) est un bruit blanc discret dont la

. . . 1 1 .
densité spectrale est constante sur I'intervalle de fréquence [— ) ] Ce signal a

une réalité physique, c’est une suite de variables aléatoires non corrélées; pour
I’obtenir il suffit de faire appel a un algorithme qui fournit des nombres statistique-
ment indépendants.
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1.8.3 Génération d'un bruit discret

La génération de nombres aléatoires figure généralement au catalogue des fonc-
tions des calculateurs scientifiques. Il est ainsi possible en logiciel de former une
suite de nombres, utilisable comme signal de test en traitement numérique.

Au paragraphe 1.8.1 on a montré qu’il est particulierement simple de produire
numériquement des signaux sinusoidaux; de tels signaux peuvent aussi servir a
simuler un bruit, par exemple par addition d’'un grand nombre de sinusoides de fré-
quences différentes, d’amplitude constante et de phase aléatoire ou pseudo-aléa-
toire. Cette approche peut conduire a des réalisations particuliecrement simples,
comme la méthode qui a été normalisée pour ’appareillage de mesure utilisé dans
les transmissions téléphoniques numériques. Cette méthode consiste a engendrer
une séquence pseudo-aléatoire, qui est une suite périodique de 2N — 1 bits compre-
nant a une unité pres autant de «zéros» que de «uns» et qui simule une suite aléa-
toire dans laquelle les bits seraient indépendants et auraient la probabilité 1/2 de
valoir «zéro» ou «un», ou pour centrer les variables, de valoir — 1/2 ou + 1/2.

Si une opération de filtrage, qui en fait consiste en une sommation pondérée,
est effectuée sur une telle suite, les nombres obtenus apres filtrage suivent une loi
de probabilité qui s’approche de la loi normale.

Les séquences pseudo-aléatoires sont étudiées dans la référence [6], elles sont
facilement obtenues a I’aide d’un registre a décalage a N bits, convenablement
bouclé. La figure 1.10 donne un exemple, utilisé en appareillage de mesure, ou
N =17. Le polyndme générateur s’écrit :

gx)=T1+x3+xV (1.62)

"ou exclusif” I
S

Fic. 1.10. Générateur de séquence pseudo-aléatoire et loi de probabilité apreés filtrage

la suite comprend 2N — 1 = 131071 bits, elle est périodique et de période

1
T=(2N-1).t,sit= - désigne la période de I’horloge du circuit. Le spectre est

fu

L 1 .
formé de raies distantes de T Pour f;; = 370 kHz, ’espacement entre deux raies

est de 2,8 Hz et I’on trouve 36 raies dans 100 Hz.
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En opérant sur cette suite un filtrage a bande étroite qui ne conserve que la
bande 450-550 Hz on obtient un signal approchant les caractéristiques gaussiennes,
dont le facteur de créte est de 10,5 dB et qui constitue un excellent signal de test
pour les équipements de transmission numérique. Si le filtrage est fait numérique-
ment la suite de nombres obtenue peut étre utilisée pour tester les équipements de
traitement numérique.

1.9 L'OPERATION DE QUANTIFICATION

La quantification est ’approximation de chaque valeur du signal s(t) par un mul-
tiple entier d’'une quantité élémentaire q, appelée échelon de quantification. Si q
est constant quelle que soit "amplitude du signal, la quantification est dite uni-
forme. Cette opération revient a faire passer le signal dans un organe qui posseéde
une caractéristique en marche d’escalier, comme le montre la figure 1.11 pour
q = 1, et fournit le signal sq (t).

~ o~

S (t) Sq(t)

Sqlt) 4

- N W
P N

-5-4-3-2-1][01 2 3 4 5 s(t)

Fic. 1.11.  L’opération de quantification

La maniere dont I’approximation est faite définit le centrage de cette carac-
téristique. Par exemple la figure représente le cas, appelé arrondi, ou toute
valeur du signal comprise entre (n — 1/2)q et (n + 1/2)q est arrondie a nq. C’est
I’approximation par défaut, qui est désignée, quand elle porte sur des nombres,
par troncation et qui consiste a approcher par ng toute la valeur comprise entre
nq et (n + 1)g; la caractéristique se déplace alors de ¢/2 vers la droite sur I’axe
des abscisses.
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L’effet de cette approximation est de superposer au signal d’origine un signal
d’erreur e(t) désigné par distorsion de quantification ou plus communément par
bruit de quantification; il vient :

s() =s,(t) +e(?) (1.63)

Une illustration est donnée par la figure 1.12 dans le cas de I’arrondi. Les
amplitudes multiples impairs de ¢g/2 sont appelées amplitudes de décision.

L’amplitude du signal d’erreur est comprise entre — q/2 et g/2. Sa puissance
mesure la dégradation que subit le signal.

Quand les variations du signal sont grandes par rapport a I’échelon de quanti-
fication, c’est-a-dire que la quantification est faite avec suffisamment de finesse, le
signal d’erreur est équivalent a un ensemble de signaux élémentaires, constitués
chacun par un segment de droite (fig. 1.13). La puissance d’un tel signal élémen-
taire de durée t s’écrit :

13 1iqy (s q’
- — 2 — — | = 2 - —
B_TJje (t) dt = (T> sz dt = B (1.64)
2

Fic. 1.12.  Erreur de quantification

be(t)

nja
T

Fic. 1.13.  Signal d’erreur élémentaire

[=]
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2

La valeur ainsi obtenue, B = iI_Z’ est une estimation de la puissance du bruit de

quantification suffisante dans la plupart des cas réels.

La distribution spectrale du signal d’erreur est plus difficile a cerner. Le spectre
du signal d’erreur élémentaire de la figure 1.13, E_(f), peut étre calculé a partir de
celui de sa dérivée. Ainsi en utilisant les relations (1.22) puis (1.12), on obtient :

1 .
E.(f) = onf .q.[smn(]:r:fr) —cos (nf‘c)] (1.65)

Il apparait que la plus grande partie de ’énergie se trouve au voisinage de la
fréquence < Dans ces conditions la répartition spectrale du signal d’erreur dépend

d’une part de la pente du signal élémentaire, c’est-a-dire en fait de la distribution
statistique de la dérivée du signal s'(¢), et d’autre part de la grandeur de I’échelon
de quantification g par rapport au signal. La référence [7] donne le calcul de ce
spectre pour un signal de bruit et fait apparaitre un étalement en fonction de la fré-
quence, quand le pas de quantification est suffisamment petit, sur un domaine qui
couvre plusieurs centaines de fois la largeur de bande du signal. Si le signal a quan-
tifier n’est pas un signal aléatoire, le spectre du signal d’erreur peut se concentrer
sur certaines fréquences par exemple les harmoniques d’un signal sinusoidal.

Dans la conversion d’un signal analogique sous forme numérique, la quantifi-
cation intervient conjointement avec 1’échantillonnage, ces deux opérations étant
réalisées successivement. Bien que I’échantillonnage soit en général fait en pre-
mier, il est équivalent de faire la quantification d’abord et I’échantillonnage
ensuite, a une fréquence f, habituellement un peu supérieure au double de la lar-
geur de bande du signal. Dans ces conditions le signal d’erreur a souvent un
spectre qui s’étend bien au-dela de la fréquence d’échantillonnage, et comme c’est
en réalité la somme du signal et du signal d’erreur qui est échantillonnée, le phéno-
mene de repliement du spectre intervient et la totalité de ’énergie du signal d’er-
reur se retrouve dans la bande de fréquences [- f,/2, f,/2]. La plupart du temps les
conditions sont remplies pour que la densité spectrale énergétique du bruit de
quantification soit constante et I’on retiendra le résultat suivant :

Le bruit produit dans I’opération de quantification uniforme avec un échelon
q a une puissance qui s’exprime en général par B = ¢?%/12 et présente une réparti-
tion spectrale constante dans la bande de fréquences [- f,/2, f,/2].

Il faut remarquer que la quantification des petits signaux, ceux dont ’ampli-
tude est de ’ordre de grandeur de I’échelon ¢, dépend beaucoup du centrage de la
caractéristique. Par exemple avec le centrage de la figure 1.11 un signal sinusoidal
d’amplitude inférieure a g/2 est totalement supprimé. Il est possible cependant de
coder convenablement ces petits signaux en leur superposant un signal auxiliaire
de grande amplitude qui est éliminé par la suite.

Le codage d’un signal introduit ainsi une limitation pour les faibles amplitudes
mais il impose également une borne aux fortes amplitudes.
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1.10 LA DYNAMIQUE DE CODAGE

Le signal échantillonné et quantifié en amplitude est représenté par une suite de
nombres presque toujours sous forme binaire. Si chaque nombre compte N bits,
le nombre maximum d’amplitudes quantifiées qu’il est possible de distinguer
s’éleve a 2N. Alors la gamme des amplitudes qu’il est possible de coder est sou-
mise a une double limitation : vers les faibles valeurs elle se trouve limitée par
I’échelon de quantification q et vers les fortes valeurs par 2N. q. Toute ampli-
tude qui dépasse cette valeur ne peut étre représentée et il y a écrétage du signal.
Il s’en suit une dégradation, par exemple par distorsion harmonique si le signal
est sinusoidal.
Si la gamme des amplitudes a coder couvre le domaine [- A,,, + A, ], il vient :

A, =2N.qg/2 (1.66)
et d’autre part, avec ’arrondi, le signal d’erreur e (¢) est tel que :
le(H)] < A,,.2°N

On appelle puissance de créte d’un codeur la puissance du signal sinusoidal
ayant ’'amplitude maximale admissible sans écrétage, A,,. Elle s’exprime par :

12N,
P = [—q

c 2 2
La figure 1.14 représente ce signal avec le pas de quantification et les amplitudes
de décision.

7 7
IF
L

2
} =QN-3 g2

2M.q qI

7777, 7

Fic. 1.14.  Puissance de créte du codeur

On définit la dynamique du codage comme le rapport de cette puissance de
créte a la puissance du bruit de quantification; c’est en fait le rapport signal a bruit
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maximal pour un signal sinusoidal avec codage uniforme. Cette dynamique s’ex-
prime par la formule suivante :

P,/B = (S/B),, = 22N-3.12 = 3/2.22N

ou plus commodément en décibels :

P./B=602N+1,76dB (1.67)

Cette formule, d’une grande utilité pratique, relie le nombre de bits du codage
a la plage des amplitudes qui peuvent étre codées.

Tres souvent cependant le signal & coder n’est pas un signal sinusoidal. I est
possible toutefois de se ramener a ce cas si, pour le signal a coder, est définie une
puissance équivalente de créte, qui est alors prise comme puissance de créte du
codeur. Le cas des signaux aléatoires gaussiens, est particulierement important car
ils représentent convenablement beaucoup de signaux rencontrés en pratique. Il
faut alors positionner correctement 'amplitude maximale du codeur par rapport a
I’amplitude du signal, de facon a ce que la distorsion introduite par écrétage reste
dans les limites imposées.

En examinant le tableau donné en annexe 2, on peut remarquer que la proba-
bilité pour que 'amplitude d’un signal de moyenne nulle et de puissance o2
dépasse 3,4 o est inférieure a 10-3. La figure 1.15 donne un exemple de codage
avec o = ¢. Il apparait que la probabilité d’écrétage est inférieure & 5.10-* avec les
valeurs de parametres choisies.

Fic. 1.15.  Codage d’un signal gaussien
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Finalement, pour obtenir le rapport signal a bruit maximal associé a un signal
donné, il faut considérer le rapport signal a bruit de créte :

AL

- N
B =3.2

(S/B), =

et soustraire le facteur de créte F,. L’expression générale du rapport signal a bruit
maximal pour un signal quelconque est donc la suivante :

(S/B),u = 6,02 N + 4,77 - F, dB (1.67bis)

Ce résultat est utilisé non seulement dans la spécification des codeurs de
signaux analogiques mais aussi dans le traitement numérique pour la détermina-
tion des mémoires de données et le cadrage des nombres.

La dynamique de codage, pour un nombre de bits donné, peut étre considéra-
blement augmentée si le codage est fait avec un échelon de quantification qui varie
avec I'amplitude du signal; c’est le codage non linéaire. De nombreuses lois de
variation peuvent étre envisagées. Cependant il en est une qui est particulicrement
importante puisqu’elle a été normalisée par 1’Union Internationale des Télé-
communications (UIT) pour le codage de signaux téléphonique dans les réseaux
de télécommunications, c’est la loi segmentée a 13 segments [8].

1.11 CODAGE NON LINEAIRE
SUIVANT UNE LOI SEGMENTEE

Dans I'opération de codage non linéaire suivant la loi segmentée a 13 segments, les
amplitudes positives et négatives a coder sont divisées en 7 plages, a chacune des-
quelles est associé un échelon de quantification dont la grandeur résulte de la mul-
tiplication d’un échelon élémentaire g par une puissance de 2. Cette opération
peut étre considérée comme résultant d’'un codage linéaire précédé d’une com-
pression selon laquelle le signal x est transformé en signal y conformément aux
relations suivantes :

= signe (x) L+1In A x| our — <|x|=1
yeuE A P A
(1.68)
. A x| 1
= A < =
y = signe (x). A Pour 0=<|x| X

Le parametre A détermine ’augmentation de la dynamique du codeur; la
valeur retenue est A = 87,6. Finalement la caractéristique de compression suivant
laloi A a 13 segments est donnée par la figure 1.16 et décrite comme suit :

. 1
= = — : =
si 0= |x| a alors: y=16x
1 1
— = < — = 1
7 x| 2 y=8x+1/8
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1 1
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Fic. 1.16.  Caractéristique de compression a 13 segments

Cette caractéristique fait apparaitre 7 segments de droite dans le quadrant
positif et dans le quadrant négatif; les 2 segments qui entourent 1’origine étant coli-
néaires, au total la caractéristique compte bien 13 segments.

La quantification des amplitudes y étant faite avec I’échelon ¢, celle des
amplitudes x voisines de I’origine est faite avec I’échelon ¢/16, c’est-a-dire que la
dynamique du codeur se trouve augmentée de 24 dB. Les amplitudes voisines de
I’'unité sont moins bien quantifiées puisque ’échelon se trouve multiplié par 4. La
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puissance du bruit de quantification est fonction de ’amplitude du signal : pour
chaque valeur il faut calculer un échelon moyen faisant intervenir la statistique du
signal.

La figure 1.17 donne le rapport signal a bruit en fonction du niveau du signal
apres codage, pour le codage a 8 bits linéaire et non linéaire d’un signal gaussien.

Le niveau de référence pour le signal (0 dB) est la puissance de créte du
codeur. On remarque I’extension de la dynamique due au codage non linéaire.
Pour les amplitudes faibles la quantification correspond en fait a 12 bits. En réalité
le signal codé suivant la loi non linéaire peut étre obtenu a partir d’'une quantifica-
tion a 12 bits, suivie d’un traitement numérique qui est tres proche de la conver-
sion d’un nombre entier en un nombre a virgule flottante :

Par exemple au nombre 8 12 bits: +00010110110
correspond le nombre a 8 bits : +100 0110

par application de la loi de compression.
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Fic. 1.17.  Codage a 8 bits linéaire et non linéaire d’un signal gaussien

Les trois bits qui suivent le signe donnent le code du segment, ou exposant;
les quatre bits suivants indiquent la position sur le segment, ou mantisse. La dif-
férence avec la conversion entier-virgule flottante apparait au voisinage de 1’ori-
gine.

Ce traitement nécessite pour sa mise en ceuvre soit un réseau de portes c’est la
réalisation parallele, soit un registre a décalage associé a un compteur a 3 bits dans
la réalisation série. On peut également utiliser une mémoire ou est stockée la table
de conversion.

Une autre loi de codage non linéaire est également utilisée en télécommunica-
tions, dite loi w a 15 segments. Elle correspond a la relation de compression sui-
vante :

y =signe (x). In (1 + ulx]) pour -1=sx=<1 (1.69)

La valeur retenue pour le parametre de compression est pu = 255.
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1.12 OPTIMISATION DU CODAGE

En poursuivant dans la voie du perfectionnement du codage, si la densité de pro-
babilité p (x) de ’amplitude du signal est connue, on peut déterminer la caractéris-
tique de quantification qui, pour un nombre de bits N donné, minimise la puissance
de la distorsion totale.

Dans I'opération de quantification, la plage des amplitudes du signal est divisée

M M
en M = 2N plages élémentaires (x;_;, x;) avec — 5t 1=<is< 5 et chaque plage
élémentaire est représentée par une valeur y;, comme le montre la figure 1.18.
L’optimisation consiste a déterminer ’ensemble des valeurs x; et y; qui minimise la
puissance du signal d’erreur E2 donnée par :
M

2 »
e 3|7 @
. M x

i-1

YM/2

YM/jp-1 == m o mmm e .
Y2 |---~- _—!
|
[}
t
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Fic. 1.18.  Caractéristique de quantification optimale

En prenant la dérivée par rapport aux variables x; et y;, on montre que I’opti-

mum est obtenu si les relations suivantes sont vérifiées :
1 M M
X=5 (y;+y;,1) pour - > +lsis £ -1
M l<iz M
T il=sis< —
2 )

sz (x-y)p(x)dx=0 pour - (1.70)

R
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Ces relations permettent de déterminer la caractéristique de quantification. Si
p (x) est une fonction paire, on prend x, = 0 et ’on procede par itérations en choi-

M
sissant a priori une valeur de y,. Si la relation (1.70) n’est pas satisfaite pour —,
on reprend les calculs pour une autre valeur de y, et ainsi de suite [9].

Le tableau 1.1 donne la puissance du signal d’erreur E2 obtenue avec un
signal gaussien de puissance unité, pour différentes valeurs du nombre de bits
N, d’une part avec le codage optimal, d’autre part avec un codage a échelon
constant pour le meilleur cadrage de la caractéristique de quantification [9]. Le
tableau 1.2, tiré de la référence [10], donne, dans les mémes conditions, les
valeurs correspondant a un signal a densité de probabilité exponentielle selon la
relation (1.48).

Tableau 1.1. — CODAGE D’UN SIGNAL GAUSSIEN UNITAIRE.

N
1 2 3 4 5
E2
Codage optimal 0,3634 0,1175 0,03454 0,0095 0,0025
Codage
a échelon 0,3634 0,1188 0,03744 0,01154 0,00349
constant
Entropie H 1 1,911 2,825 3,765 4,730
Tableau 1.2. — CODAGE D’UN SIGNAL LAPLACIEN UNITAIRE.
N
1 2 3 4 5
EZ
Codage optimal 0,5 0,1765 0,0548 0,0154 0,00414
Codage
a échelon 0,5 0,1963 0,0717 0,0254 0,0087
constant

L’optimisation du codage peut aussi étre abordée sous I’aspect du contenu
informationnel en introduisant la fonction entropie H définie par [2, Tome 3] :

H=- X p;log2(p) (1.71)

M M
avec - — +1=<is< > et ou p, désigne la probabilité pour que I’amplitude du

signal se trouve dans la plage représentée par la valeur y,.
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Compte tenu de la relation :

Z pi=1

I’entropie est nulle lorsque I’amplitude du signal se concentre sur une seule plage
et elle est maximale lorsque cette amplitude est répartie uniformément; dans ce
cas elle prend la valeur H,,, égale au nombre de bits N du codage :

H, =log2(M)=N (1.72)

max

ol log 2 (M) représente le logarithme en base 2, ou binal, du nombre M.

En fait I’entropie mesure 1’écart d’une distribution de probabilité avec la dis-
tribution uniforme.

La caractéristique de quantification qui maximise 1’entropie est donc celle qui
conduit a des plages élémentaires correspondant a une distribution de probabilité
uniforme.

La derniere ligne du tableau 1.1 montre que pour un signal gaussien, le codage
qui minimise la puissance du signal d’erreur conduit a des valeurs de ’entropie
proches du maximum N.

1.13 QUANTITE D’INFORMATION ET CAPACITE
D'UN CANAL

Les résultats obtenus sur I’échantillonnage et la quantification peuvent étre utili-
sés, a I'inverse, pour évaluer la quantité d’information portée par un signal ou pour
déterminer la capacité d’un canal de transmission.

Un canal réel de largeur de bande f,, peut transporter 2f,, échantillons indé-
pendants par seconde, comme le montre la figure 1.3, en remplacant t par 2f,,.
Quant a la quantité d’information par échantillon, elle dépend des puissances res-
pectives du signal utile et du bruit, et de leurs distributions d’amplitude. Un cas
particulier important est celui du canal gaussien [11].

Soit a transmettre un ensemble de M symboles de N bits chacun dans un canal
en présence d’un bruit blanc gaussien de puissance o7 = B.

Dans un hyperespace a M dimensions, les M symboles occupent le volume
d’une hypersphere V,,, défini par

Vy = erM‘l dr L_]...J § f(0,)do, = RMMF(G) (1.73)

0

En supposant une répartition uniforme des symboles dans I’hypersphere de
rayon R, le signal correspondant a pour énergie :

L , M
E, = VMLr r drj ”'Jqu(ei) de, =R ) (1.74)

i=1
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La quantité d’information transmise est de MN bits. A chaque ensemble de
bits possible, on peut associer dans ’hypersphére un volume V, égal a :

vy 1 R\,
Vo= o = F(e)( 2_N> (1.75)

A chaque ensemble de bits est associé un bruit 2 M composantes dont I’éner-
gie s’écrit : E, = Mo}. Quand M tend vers l'infini, le point représentatif du bruit
dans I’hypersphere se rapproche d’une sphere de rayon \/K/Io,, et centrée sur le point
représentatif de 'ensemble des bits. En effet, pour M variables aléatoires gaussiennes,

[ m
b(n), la variable r = Zlbz(n) a pour moment d’ordre 1 : m; = o0,/ %

et sa variance m, — m? tend vers zéro quand M tend vers I’infini. Cette sphére a
pour volume :

\z

_ (VMo
= TF(e) (1.76)

Pour que la transmission se fasse sans erreur, il faut que cette sphere soit
incluse dans le volume V| attribué a chaque ensemble de bits, c’est-a-dire :

R
VMo, < o~ (1.77)

Or, quand M tend vers I'infini, d’aprés la relation (1.74), R? représente I’éner-
gie de ’ensemble du signal, de puissance S et du bruit, soit

R2=M(S + 03) (1.78)
La condition de transmision sans erreur s’écrit alors
S + 03
22N < > (1.79)
O%
d’ou :
N < 1 log2|1 5 1.80

Si le canal est réel et a une largeur de bande W et s’il est sans distorsion, les
symboles peuvent étre émis a la cadence 2W et la capacité asymptotique du canal
s’écrit, en bits par seconde :

S
C:Wlog2(1+ E) (1.81)

Il faut bien noter qu’une telle capacité suppose :
—un canal sans distorsion,

— un bruit blanc gaussien,

—un retard a la transmission infini.
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En pratique, I’égalisation des canaux et le codage correcteur d’erreurs permet-
tent de se rapprocher de cette limite avec un retard de transmission fini.

1.14 LES REPRESENTATIONS BINAIRES

Il existe diverses facons d’établir la correspondance entre I’ensemble des ampli-
tudes quantifiées et ’ensemble des nombres binaires qui doivent les représenter.
Les signaux a coder ayant des amplitudes en général positives et négatives, les
représentations préférées sont celles qui conservent l'information de signe. Les
plus courantes pour les codages a échelon constant sont les suivantes :

— signe et valeur absolue
binaire décentré
complément a 1
— complément a 2.

Les définitions et particularités de ces représentations sont données dans la
référence [12], le tableau 1.3 les définit pour 3 bits.

Les représentations en signe et valeur absolue et en binaire décentré sont les
plus commodes pour la conversion Analogique/Numérique; les deux autres sont
surtout utilisées dans les circuits de calcul numérique; elles sont présentées en
détail par la suite.

Comme indiqué au paragraphe 1.11, qui décrit une représentation particulicre
importante du domaine des télécommunications, le codage non linéaire permet
d’augmenter considérablement la dynamique. Les machines de traitement, et en
particulier celles qui sont a usage général, utilisent souvent des représentations
dites a virgule flottante ol chaque nombre comporte trois parties : le bit de signe,
la mantisse et '’exposant. La mantisse représente une partie fractionnaire et I’expo-
sant la puissance d’un nombre de base ; par exemple, en base 10 : + 0,719 x 10°.

Tableau 1.3. — REPRESENTATIONS BINAIRES POUR CODAGE LINEAIRE.

Nombre Signe et valeur B}inaire} Comglément ComPIément
absolue décentré al a2
+3 011 111 011 011
+2 010 110 010 010
+1 001 101 001 001
+0 000 100 000 000
-0 100 - 111 -
-1 101 011 110 111
-2 110 010 101 110
-3 111 001 100 101
(000) (100)
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L’extension de la dynamique provient de I’effet multiplicatif introduit par I’ex-
posant. Ainsi en base 2, pour un nombre a 6 bits d’exposant et 16 bits de mantisse,
la dynamique correspond a 264 x 216 = 280 ~ 1024 soit 24 chiffres décimaux. Un
grain supplémentaire est obtenu en prenant une base qui est elle méme une puis-
sance de deux, comme 8 ou 16, correspondant aux numérations octale ou hexadé-
cimale respectivement.

La présentation a virgule flottante entraine cependant une complication des
opérations arithmétiques et des circuits.

Les nombres issus du codage se présentent, suivant la technique utilisée, soit
sous forme parallele, c’est-a-dire que les N bits sont disponibles sur N points de
connexion en méme temps, soit sous forme série, c’est-a-dire que les N bits appa-
raissent successivement sur le méme point de connexion, le signe d’abord et
ensuite les bits de poids décroissants. La référence [13] décrit les principales tech-
niques de conversion Analogique/Numérique.

ANNEXE 1 : La fonction I (x)

. n
sin (T —
Suite des valeurs : 1(n) = — pour 0 <n <159 avecn =k + 20 N.
J'E —_—
20
k| N=0| N=1 | N=2 | N=3 | N=4 | N=5 | N=6 | N=7
0|1 0 0 0 0 0 0 0
11099589 | —0,04742 | 0,02429 | —0,01633 | 0,01229 | —0,00986 | 0,00823 |- 0,00706
2 10,98363 | —0,08942 | 0,04684 | —0,03173 | 0,02399 | —0,01929 | 0,01613 | -0,01385
310,96340 | —0,12566 | 0,06721 | —0,04588 | 0,03482 | —0,02806 | 0,02350 | -0,02021
4 10,93549 | —0,15591 | 0,08504 | —0,05847 | 0,04455 | —0,03598 | 0,03018 | -0,02599
510,90032 | —0,18006 | 0,10004 | —0,06926 | 0,05296 | —0,04287 | 0,03601 | -0,03105
6 | 0,85839 | —0,19809 | 0,11196 | —0,07804 | 0,05989 | —0,04850 | 0,04088 | -0,03528
7 1 0,81033 | —0,21009 | 0,12069 | —0,08466 | 0,06520 | —0,05301 | 0,04466 | -0,03859
8 10,75683 | —0,21624 | 0,12614 | —0,08904 | 0,06880 | —0,05606 | 0,04730 |- 0,04091

9 10,69865 | -0,21682 | 0,12832 | —0,09113 | 0,07065 | —0,05769 | 0,04874 | —0,04220
10 | 0,63662 | —0,21221 | 0,12732 | —0,09095 | 0,07074 | —0,05787 | 0,04897 |—0,04244
11 | 0,57162 | —0,20283 | 0,12329 | —0,08856 | 0,06910 | —0,05665 | 0,04800 |—0,04164
12 | 0,50455 | —0,18921 | 0,11643 | —0,08409 | 0,06581 | —0,05406 | 0,04587 |—0,03983
13 | 0,43633 | —0,17189 | 0,10702 | —0,07770 | 0,06099 | —0,05020 | 0,04265 |-0,03707
14 | 0,36788 | —0,15148 | 0,09538 | —0,06960 | 0,05479 | —0,04518 | 0,03844 |-0,03344
15 | 0,30011 | —0,12862 | 0,08185 | —0,06002 | 0,04739 | —0,03914 | 0,03335 |-0,02904
16 | 0,23387 | —0,10394 | 0,06682 | —0,04924 | 0,03898 | —0,03298 | 0,02751 |-0,02399
17 | 0,17001 | —0,07811 | 0,05071 | —0,03753 | 0,02980 | —0,02470 | 0,02110 |-0,01841
18 | 0,10929 | —0,05177 | 0,03392 | —0,02522 | 0,02007 | —0,01667 | 0,01426 |—0,01245
19 1 0,05242 | -0,02554 | 0,01688 | —0,01261 | 0,01006 | —0,00837 | 0,00716 | -0,00626
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ANNEXE 2 : La loi Normale Réduite

1 x 2 (= % 2 (= %
xX)=——e 2 P=——| e 2dx P=——| e 2dx
1= Vo J \ Vo J \
x 105. £ (x) 100 P A A 100 P
0 39894 100 0 0 100
0,2 39104 95 0,0627 0,2 84,148
0.4 36827 90 0,1257 0.4 68,916
0,6 33322 85 0,1891 0,6 54,851
0,8 28969 80 0,2533 0,8 42,371
1 24197 75 0,3186 1 31,731
1,2 19419 70 0,3853 1,2 23,014
1,4 14973 65 0,4538 1,4 16,151
1,6 11092 60 0,5244 1,6 10,960
1,8 7895 55 0,5978 1,8 7,186
2 5399 50 0,6745 2 4,550
22 3547 45 0,7554 22 2,781
2.4 2239 40 0,8416 2.4 1,640
2,6 1358 35 0,9346 2,6 0,932
2.8 792 30 1,0364 2.8 0,511
3 443 25 1,1503 3 0,270
32 238 20 1,2816 32 0,137
34 123 15 1,4395 34 0,067
3,6 61 10 1,6449 3,6 0,032
3.8 29 5 1,9600 3.8 0,014
4 13 1 2,5758 4 0,006
472 59 0,1 3,2905 4.5 0,00068
4.4 2.5 0,01 3,8906 5 0,000057
4.6 1 0,001 4,4172 55 0,000004
0,0001 4,8916
0,00001 5,3267

Approximation pour les grandes valeurs du parametre A:

31~
2

Pzzxe
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EXERCICES

1 Soit le développement en série de Fourier de la Fonction i(f) périodique et de
T T
période T, nulle sur toute la période, sauf dans I'intervalle — 3 st< 3 ou elle prend la
la valeur 1.

T T

Donner la valeur des coefficients pour t = 2 ett= 3

Vérifier que le développement conduit bien a : i(0) = 1 et tracer la fonction quand le
développement est limité a 5 termes.

2 Analyser I’échantillonnage a la fréquence fe du signal s (¢) = sin (nf,t + @) quand @
T
iede0a —.
varie de 0 a >

Examiner la reconstitution de ce signal a partir des échantillons.

3 Calculer la distorsion d’amplitude apportée & un signal restitué par des impulsions
dont la largeur est égale a la moitié de la période d’échantillonnage.

4 Echantillonnage passe-bande d’un signal occupant la bande de fréquence [ fi - £l
Quelles sont les conditions a imposer a la fréquence f; pour que ce signal puisse étre échan-
tillonné directement a une fréquence comprise entre f, et 2 f,.

5 Analyser ’échantillonnage du signal suivant :

3 nt

(1) = i 2n — —
s5;(1) n§1 sm( T T)

et le comparer a celui du signal :

é (2 n l)

1= - =

s, () n:lcos n e T

Montrer par une étude des spectres que I’ensemble des deux suites d’échantillons constitue
I’échantillonnage d’un signal complexe.

6 Soit s (¢) le signal défini par 1’égalité :
3 kt
s()=1+2 X cos (275 3+ cpk) + cos (mut + @)
K=1
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Ce signal est échantillonné avec la période T = 1. Quelle est la valeur maximale que peut
prendre s(n) avec n entier ? Montrer qu’il existe un ensemble de valeurs ¢, (k =1, 2, 3, 4)
qui minimisent la valeur maximale des s (n). Peut-on généraliser cette propriété ?

7 Un synthétiseur de fréquence numérique est construit a partir d’'une mémoire morte
de 16kbits ayant un temps d’acces de 500 ns. Sachant que les nombres qui représentent les
échantillons de signaux sinusoidaux comptent 8 bits, quelles sont les caractéristiques du syn-
thétiseur, gamme et pas de fréquence, qui peuvent étre obtenues ?

8 Quelle est la loi de probabilité des amplitudes du signal sinusoidal suivant :
t
HN=A 2n =
s (1) cos < 7 T)

Calculer la fonction d’autocorrélation correspondante.
Donner la fonction d’autocorrélation d’un signal aléatoire gaussien stationnaire dont le
spectre a une répartition uniforme dans la bande de fréquence [ f,, f,].

9 Calculer le spectre d’une suite d’impulsions de largeur T/2, séparées de T, chaque
impulsion ayant la probabilité p d’apparaitre. Examiner en particulier le cas ou p = 1/2.

Que devient ce spectre si ces impulsions constituent une séquence pseudo-aléatoire de
longueur 24 — 1 = 15 engendrée par un registre a 4 bits, suivant le polynéme g(x) =x*+x+1?

10 Un signal sinusoidal a la fréquence 1050 Hz est échantillonné a 8 kHz et codé a
10 bits. Quelle est la valeur du rapport signal a bruit maximal ? Quel est le niveau par rap-
port au signal du bruit de quantification mesuré dans la bande de fréquence 300-500 Hz?
Méme question si la fréquence d’échantillonnage est portée a 16 kHz.

t T
11 Le signal sin <2n g cp) avec0 < ¢ < 5 est échantillonné avec la période T =1 et

codé a 5 bits.
Dans le cas ol ¢ = 0 calculer la puissance et le spectre du bruit de quantification.
Comment évolue ce spectre en fonction de la phase ¢?

12 Soit une échelle de codage oil I’échelon a la valeur g. Etudier la quantification du
signal s, (#) = o . g.sin (o, ) pour — 1 < a < 1, en fonction du centrage de la caractéristique
de quantification. Donner I’enveloppe du signal restitué aprés décodage et filtrage étroit
autour de la fréquence ;.

Au signal s, (¢) on superpose le signal s,(f) = 10.q.sin w,. Etudier I'enveloppe du
signal restitué dans ces conditions.

13 Soit a coder un signal gaussien. Combien de bits faut-il pour que le rapport signal a
bruit de quantification soit meilleur que 50 dB ? Peut-on réduire ce nombre si ’on admet un
écrétage pendant 1 % du temps.

14 Le signal s(f) = A sin (2 .810.¢) est codé a 8 bits. L’échelon de quantification
ayant la valeur ¢, tracer la courbe donnant le rapport signal a bruit de quantification en
fonction de 'amplitude A lorsque cette amplitude varie de g a 27.q. Méme question lorque
le codage est du type non linéaire suivant la loi a 13 segments.

15 Calculer les limites des plages d’amplitude élémentaires pour le codage optimal 2
2 bits d’un signal gaussien de puissance unité.



Chapitre 2

La transformation de Fourier
discrete

La transformation de Fourier Discrete s’introduit quand il s’agit de calculer la
transformée de Fourier d’une fonction a I’aide d’un calculateur numérique. En
effet un tel opérateur ne peut traiter que des nombres et de plus en quantité limi-
tée par la taille de sa mémoire. Il s’en suit que la transformée de Fourier :

S(f)= J s(t) e izt dt
doit étre adaptée, d’une part en remplagant le signal s(¢) par des nombres s (nT)
qui représentent un échantillonnage de ce signal et d’autre part en limitant 1’en-
semble des nombres sur lesquels portent les calculs a une valeur finie N. Le calcul
fournit alors des nombres S* (f) définis par :

N-1
S* ()= 3 s(T)erw

Comme le calculateur est limité dans sa puissance de calcul, il ne peut fournir ces
résultats que pour un nombre limité de valeurs de la fréquence f, qu’il est naturel
de choisir multiples d’un certain pas de fréquence Af. Alors :

N-1
S*(kAf)= X s(nT)e j2nnkAfT
n=0

Les conditions dans lesquelles les valeurs calculées constituent une bonne approxi-
mation des valeurs recherchées sont étudiées par la suite. Un choix simplificateur

intéressant consiste a prendre : Af = NT On peut alors vérifier qu’il existe seule-

ment N valeurs différentes dans la suite des S* (k/NT), qui est une suite périodique
et de période N puisque

S*[(k + N)/NT] = S* (k/NT)
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D’autre part la transformée ainsi calculée se présente sous la forme de valeurs dis-
cretes et d’apres le paragraphe 1.6 sur 1’échantillonnage en fréquence, cette pro-
priété est caractéristique du spectre des fonctions périodiques. On peut donc consi-
dérer que la suite des S* (k/NT) est obtenue par transformation de Fourier de la
suite des s (n'T') qui est une suite périodique et de période NT.

La transformation de Fourier discréte (T.F.D.) et la transformée inverse éta-
blissent des relations entre ces deux suites périodiques.

La définition, les propriétés, les techniques de calcul et les applications de la
T.F.D. ont fait I’objet de nombreux articles et ouvrages, parmi lesquels on peut
citer les références [1, 2, 3, 4].

2.1 DEFINITION ET PROPRIETES DE LA TFD

Soit deux suites de nombres complexes x (n) et X (k), périodiques et de période N.
La transformée de Fourier Discrete et la transformée inverse établissent entre ces
deux suites les relations suivantes respectivement :

N-1 nk

X (k) = % Py x(nye N (2.1)
N-1 . kn
x(n) = Eo X(k)e' ™~ (2.2)

La position du facteur d’échelle 1/N est choisie pour que les X (k) soient les
coefficients du développement en série de Fourier de la suite x (n). Cette transfor-
mation possede les propriétés suivantes :

— Linéarité : si x (n) et y(n) sont deux suites de méme période, dont les transfor-
mées sont X (k) et Y (k) respectivement, la suite de méme période v(n) = x(n) +
Ay (n) ol A est un scalaire a pour transformée :

V (k) = X (k) + 1. Y (k)

— Une translation des x(n) entraine une rotation de phase des X (k) : En effet
calculons la transformée X, (k) de la suite x (n — n).

N-1 nk
—j2r— .
X, (k) = }EO x(n-nyp)e !N = X (k)ei2mmokN

Une translation de x(n) de n, entraine sur X(k) une rotation de la phase d’un angle
coald: nok
cgala: 2m ——.
— Symétrie : si la suite x(n) est réelle les nombres X(k) et X(N — k) sont com-
plexes conjugués :
N _ n(N-k)
X(N-k) = z x(n) SN =X(k)

n=
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Si la suite x (n) est réelle et paire il en est de méme de la suite X (k). En effet, si
x (N —n) =x(n), il vient par exemple pour N=2P +1:

X(N-k)=x(0)+2 Zf_)jl x(n) cos (2rc %)zX(k)

Si la suite x (n) est réelle et impaire la suite X (k) est purement imaginaire. Dans ce
cas: x(N—n)=-x(n) et x(0) =x(N) = 0. Par exemple pour N =2P + 1, il vient :

X (k) :—2jn§1 x(n) sin (275 %) =-X(N-k)

On peut remarquer que X (0) = X(N) =0.
Tout signal réel pouvant toujours se décomposer en une partie paire et une
partie impaire, ces deux derniéres propriétés de symétrie sont importantes.

— Convolution circulaire : la transformée d’un produit de convolution est
égale au produit des transformées.
Si x(n) et h(n) sont deux suites de période N, la convolution circulaire y (n)
peut étre définie par 1’équation :
N-1

y(n) = lgo x(h(n-1) (2.3)

C’est une suite qui possede la méme période N. Sa transformée s’écrit :

N-1

Y= 2

N-1 '2;:11{ N-1 N-1 '2K
. 120 x(Dh(n=1)le”’"N = lzox(z) 20 h(n—1)e2mn-DkN| o770

N-1 o (n-Dk\(N-1 .
Y(k)z( T h(n-1)e?” N )( =z x(l)e’Z“N> =H(k).X (k) (2.4)

C’est une propriété majeure de la transformation de Fourier Discrete. Une appli-
cation directe en sera donnée ultérieurement.

- Egalité de Parseval : clle exprime que la puissance du signal est égale a la
somme des puissances de ses harmoniques. En effet :

1N1 kn

- B 1 N-1 N-1 Lk
N YEU x(n)x(n) = N ng() x(n) IEO X(k)e "N

1 N-1 N-1__ 1 N-1 i kn
— 2 = X — TN
N n§0 () Eo (k) N ,Eo x(n)e N

N-1 N-1

5 2 k= 3 XK 25)
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— Relation avec la série de Fourier : avec la position du facteur d’échelle 1/N
choisie dans la définition (2.1) de la TFD, les valeurs X (k) représentent, aux
repliements de spectre pres, les coefficients du développement en série de Fourier
du signal périodique, quand ce signal ne présente pas de discontinuité. Si ce n’est
pas le cas, des différences importantes apparaissent. En effet, on montre qu’a un
point de discontinuité ¢, de la fonction périodique x (¢), le développement en série
de Fourier de x(¢) prend une valeur égale a la moyenne des limites a gauche et a
droite de x (¢) quand ¢ tend vers f,. Par contre, la TFD inverse restitue exactement
les échantillons du signal d’origine et par suite les valeurs X (k) comprennent la
TFD de la distribution des discontinuités avec le signe inverse et le facteur 1/2.

Exemple : soit le signal triangulaire :

x (1) =1;0<t<1
x(t+1)=x()

Coefficients du développement en série de Fourier :

Cy=1/2
C,=j2nn; nentier;n#0

La discontinuité a l’origine a une amplitude égale a 1 et la transformée de
Fourier discrete d’ordre N donne les valeurs suivantes :

1 ! ’
X(k)=- N + X' (k) avec X' (k) = C,

Cette particularité de la TFD par rapport a la série de Fourier est un effet
indésirable quand on cherche un développement avec des coefficients ayant les
valeurs les plus faibles possibles, comme dans la compression des signaux.

Cependant la propriété la plus importante de la Transformation de Fourier
Discrete réside probablement dans le fait qu’elle se préte a des techniques de cal-
cul efficaces, qui lui ont donné une place prépondérante en traitement numérique
du signal.

2.2 LA TRANSFORMATION DE FOURIER RAPIDE

Les équations de définition de la TFD fournissent une relation entre deux
ensembles de N nombres complexes, qui s’écrit d’'une maniere commode sous une
forme matricielle, en posant :
2m
W=e'N (2.6)

Les affixes des nombres W”, appelés coefficients de la T.F.D. se trouvent sur le
cercle unité comme le montre la figure 2.1. Ce sont les racines de I’équation
ZN —1 =0 ou racines Niemes de 'unité.



54 2 ¢ [a transformation de Fourier discréte

A Im
D
&
3 A
N g
Fic. 2.1.  Affixes des coefficients de la TFD 1 N
W Re
wo
L’équation matricielle est la suivante pour la transformée directe.
Xo 1 1 1 1 .. 1 X,
X, 1 Y w2 WL Wh-1 X
X, [_1[1 w W4 We L WaN-D X,
: N+ : : :
Xno1 1 WE-D  W2N-1) e WIN-DIN'-D) XNo1

Pour la transformée inverse, il suffit de retirer le scalaire 1/N et de changer W”
en W,

La matrice carrée d’ordre N désignée par Ty présente des particularités évi-
dentes, les lignes et les colonnes de méme indice ont les mémes éléments et ces élé-
ments sont des puissances d’un nombre de base W tel que WX = 1. Des simplifica-
tions importantes peuvent étre envisagées dans ces conditions, conduisant a des
algorithmes de calcul rapide. Quand la TFD est calculée a I'aide de tels algo-
rithmes on dit que I’on effectue une Transformation de Fourier Rapide (TFR).

Un cas tres intéressant est celui ou N est une puissance de deux car il conduit
a des algorithmes peu complexes qui sont particulierement efficaces. Ces algo-
rithmes sont basés sur une décomposition de la suite a transformer en sous-suites
entrelacées. Le cas de I’entrelacement dans le temps va étre considéré d’abord.

2.2.1 TFR avec entrelacement temporel

La suite d’éléments x (n) peut étre décomposée en deux suites entrelacées, celle
des éléments d’indice pair et celle des éléments d’indice impair. Calculons, en fai-
sant apparaitre cette décomposition, les N/2 premiers éléments de I’ensemble des
X (k) :

Xo 1 1 1 X

X, 1 W2 - W2(N2-1) X,

X, _| 1 Wi WHN2 -1) Xy
Xnp 1 1 W2(N2-1)  W2N2-1)(N2 -1) Xoonn -1
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1 1 X
w3 WN-1) X5
Weé W2(N-1) X5
W3N2-1) WN2-1D)(N -1) Xy

En désignant par Ty, 1a matrice qui vient en facteur du vecteur colonne des éléments
d’indice pair et en décomposant la matrice facteur du vecteur des éléments d’indice
impair en un produit d’'une matrice diagonale par la matrice Ty,, on obtient :

1 0 0 .0 X,

0OW 0 .0 X
2

00 W2 0 g s

0 0 .. WN2I XNy

Et pour les N/2 derniers éléments de ’ensemble des X (k), compte tenu du fait que

Xo X0
X4 X3
X X
2 = 4
. =Typ
XN2-1 Xo(N2 -1)
WN=1:
XNn X0
XN+t X
X X
N2+2 | = 4
o =Typ
XN-1 Xo(N2 -1)

1 0 0 0 X,

0OW 0 .. 0 X
2

A N

0 0 0 .. WN2l Xy

Il apparait que le calcul de X (k) et X (k + N/2) pour 0 < k < N/2 — 1 met en ceuvre
les mémes calculs avec seulement un changement de signe dans la somme finale.

D’ou le diagramme suivant :

X0

ligne k X

0<k<N2-1

o X
Tyn 4

XoN2 -1)
X
ligne k X3

XN/2+k - @

° T X
N2 5
Wk :

XN -1

Ce diagramme montre que le calcul d’'une Transformée de Fourier d’ordre N
revient au calcul de deux transformées d’ordre N/2 auquel s’ajoutent N/2 multipli-
cations complexes. Par itération en un nombre d’étapes égal a log 2 (N) — 1 = log 2
(N/2), on aboutit aux transformées d’ordre 2, dont la matrice s’écrit :

1 1
D:L 4]

et qui ne demandent pas de multiplications.
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Comme chaque étape comporte N/2 multiplications complexes, ’ensemble de
la transformation demande un nombre de multiplications complexes M, qui
s’écrit :

M, =N/21og 2 (N/2) 2.7)
et un nombre d’additions complexes Ac tel que :

A, =Nlog2 (N) (2.8)

En réalité le nombre de multiplications complexes peut encore étre réduit parce
que certaines puissances de W présentent des particularités; W0 =1 et WN4 = —
ne demandent pas de multiplications complexes;

V2 V2
WN/SZ 7 (1 _]) et W3N/8: 7 (_1_])

ne demandent qu’une demi-multiplication complexe chacune. Dans la premiere
étape on peut ainsi économiser 3 multiplications, dans I’avant derniere étape 3. N/8
et dans la derniére 2. N/4. Le gain dans I’ensemble des étapes s’éleve a SN/4 — 3 et
le nombre correspondant de multiplications complexes est donné par :

5
m, = N/Z{log 2 (N2)- 5] +3 (2.9)
Il faut toutefois noter que toutes ces réductions de calcul ne sont pas toujours

faciles a exploiter, aussi bien en logiciel qu’en matériel.
La transformée d’ordre 4 a pour matrice :

1 1 1 1
1 -j -1 +j

T,= 1 -1 1 -1 (2.10)
1 +j -1 —j

Son diagramme est donné par la figure 2.2.

Xg = Xg + X2 + X1 + X3 \ w(x0+x2):Zx0
X1 =x9 - x2 —j{x1~x3) ><>< —® (xg-X2) X3

X2 =Xg +%x3 ~x1 —x3 ¢ > (x1+xa)zx1
wo
X3 =xg = x2 +jlx3-x3) ¢ 9 (x1-x3)

w!

Fic.2.2. Transformée d’ordre 4 avec entrelacement temporel

Par convention les fleches représentent les multiplications, les points a gauche
des croisillons élémentaires représentent, le point supérieur une addition, le point
inférieur une soustraction. La transformée d’ordre 8 est représentée sur la figure 2.3.
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/AN
JARNE

w3 w2

XK

>
K]
4
<
L
<
L
x
-3

Fic. 2.3.  Transformée d’ordre 8 avec entrelacement temporel

On peut remarquer que dans ce traitement les X (k) apparaissent dans ’ordre
naturel des indices alors que les x(n) se présentent dans un ordre permuté. Cette
permutation est due aux entrelacements successifs et se traduit par un retourne-
ment ou inversion de la représentation binaire des indices. Par exemple pour N =8 :

a: X, (000) correspond X, (000)
x,(001) x,(100)
x,(010) - x,(010)
% (011) - X6 (110)
x4 (100) - x(001)
x5(101) - x5(101)
X6 (110) - x(011)
x(111) - x(111)

La quantité de mémoires de données nécessaire pour calculer une transfor-
mée d’ordre N est de N positions complexes. En effet les calculs sont faits sur des
couples de variables qui subissent I'opération représentée par un croisillon et
conservent leur position dans ’ensemble des variables a la fin de cette opération,
comme l’indiquent clairement les diagrammes. D’autre part, la transformée
inverse est obtenue en changeant simplement le signe des exposants de W. On
introduit le facteur 1/N, par exemple en multipliant par 1/2 les résultats des addi-
tions et soustractions effectuées dans les croisillons ce qui permet de conserver le
cadrage des nombres dans les mémoires.

On peut aussi faire les calculs sans inversion binaire, il faut alors 2N mémoires
de données, car les couples de nombres changent de position a chaque étage.

Le type d’entrelacement qui vient d’étre étudié peut aussi étre opéré sur les
X (k); un algorithme similaire est alors obtenu.

2.2.2 TFR avec entrelacement fréquentiel

La suite des éléments X (k) peut étre décomposée en 2 suites entrelacées, celle des
éléments d’indice pair et celle des éléments d’indice impair. Pour les éléments
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d’indice pair, en tenant compte du fait que WN = 1, il vient aprés une mise en fac-
teur élémentaire :

Xo 1 1 1 .. 1 Xy + Xnp
X, 1 W2 w4 W2(N2-1) X+ Xnp i
X, = 1 W+ W8 .. WHN2-1) Xy + Xnp o
XZ(N/Z " 1 W2(N2-1) - W2(N2-1)(N2-1) Xn o1 + XN
Et pour les éléments d’indice impair, apres mise en facteur :
X, 1 W W2 . WhN2-1 Xo—Xnp
X, 1 W3 Woé e WANZ-D) X = Xnp a1
X, =1 W wio L WAMN2-D Xy —Xnp 4o
Xy 1 WN-1 W2(N-1) -+ WN-DH(N2-1) XNt = XN 1

Dans ce cas la matrice carrée obtenue est égale au produit de la matrice carrée
Ty, obtenue pour les éléments d’indice pair par la matrice diagonale dont les élé-
ments sont les puissances Wxavec 0 < k < N/2-1.D’ol:

X, 1 0 0 .. O Xy —Xnp

X5 0O w 0 .. 0 X|—XNp i

X, |=Tyn| 0 0 W2 ... 0 Xy Xnp s
XN-1 0 0 0 - Whed ANpz-1 XNt

Le calcul des éléments X (k) d’indice pair et d’indice impair se fait avec la matrice
carrée Ty, de la transformée d’ordre N/2 et le diagramme suivant est obtenu :

- X, T _ -

X, =| Twn ° —{(+ X
: ligne k

- - 0<k<N2-1

ligne k

OXN2 +k
N wk
XN -1

En adoptant la méme notation pour les croisillons qu’au paragraphe précédent on éta-
blit des diagrammes semblables. La figure 2.4 montre le diagramme obtenu pour N = 8.

Dans ’entrelacement fréquentiel, le nombre de calculs est le méme que dans
Pentrelacement temporel; les nombres a transformer x(n) apparaissent dans
Pordre naturel alors que les nombres transformés X (k) sont permutés.
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Les algorithmes qui ont été obtenus jusqu’a maintenant sont basés sur une
décomposition de la transformée d’ordre N en transformées élémentaires d’ordre
2 qui ne nécessitent pas de multiplications. Ces algorithmes sont dits en base 2.
Cependant d’autres transformées élémentaires peuvent étre utilisées; la plus inté-
ressante est la transformée en base 4 qui s’appuie sur la matrice élémentaire T, et
conduit aux algorithmes en base 4.

Fic. 2.4.  Transformée d’ordre 8 avec entrelacement fréquentiel

2.2.3 Algorithme de TFR en base 4

Cet algorithme peut étre utilisé lorsque N est une puissance de 4. La suite des
4 . . . N .
nombres x(n) est décomposée en 4 suites entrelacées. Calculons les 7 premiers

X(k) en mettant en évidence cette décomposition ; I’expression matricielle est alors
la suivante, si Ty, désigne la matrice carrée de la transformée d’ordre N/4 et
D;(i = 1, 2, 3) la matrice diagonale dont les éléments sont les puissances Wi-* avec
O0s<sk=N4-1:

Xo X0 X1
X, Xy X
X, =Twu Xg + DTy X9
Xnm-1 X4(N/4-1) AN-3 ]
X3 X3
X6 X7

+ D, Ty, X10 + D5Tyu X11
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Les N/4 termes X (k) suivants sont donnés par :

XN X0 X1 X
XN 41 =Tyu Xy —JDT\a Xs -D,Tya X6
Xnp-1 X4(N/4-1) AN-3 XN -2

X3
+JD3 T X7

XN-1

Cette équation fait intervenir les mémes calculs matriciels que la précédente avec
en plus des multiplications par les éléments de la seconde ligne de la matrice T,.
On peut alors montrer que le calcul de la transformée aboutit au diagramme de la
figure 2.5.

0< ks N/bL-1

¢ Xo X0
X4q ligne k X4
: = — T ]
: wU N/& :
XN/ X4 (N7, -1)
XNyt X1 )
XNiu+1 | _ ligne Xg
' - T '
' keNN_[1 1 10 |/ W |
Xnyz-1 1-j-1 XN-3
XN/2 1T-1141 X2
XN72a1 ligne / 1114 \ Xs
' = 2 | TN/ |
' k+N/2 W :
X3 N/g-1 XN-2
X3N/ X3
X3 Nre+t ligne X7
t = o— DY :
E k+3 N/ W Tn .

]

XN-1 XN-1

Fi.2.5. Transformée en base 4

N
Une telle transformée s’effectue en log, (N) — 1 = log, (Z) étapes.
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N
Chaque étape demande 3 vy multiplications complexes ce qui conduit au total au

nombre de multiplications M, donné par :
3 N
M, =- N1l — 211
4= g 0g4< 4 ) (2.11)

Le nombre d’additions complexes A, s’éleve a :
A, =2Nlog,(N) (2.12)

Il apparait que le nombre d’additions est le méme en base 2 et en base 4, par
contre pour les multiplications complexes, le calcul en base 4 apporte un gain supé-
rieur a 25 %.

La figure 2.6. donne le diagramme complet pour N = 16.

3 r. X
X X
X by /--
s RS Wy
Xs AN s
o SRS S

/',%:(\\\—m\ Wy

X10

X X
1 3 14
X12 X3
X1 . X7
X4 *11
X1 w9 X15

FiG. 2.6. Transformée d’ordre 16 en base 4

Drautres bases peuvent encore étre envisagées, par exemple la base 8; dans ce
cas, il y a des multiplications dans la matrice élémentaire et les gains par rapport a
la base 4 sont minimes.

Des bases différentes peuvent également étre combinées [5].

2.2.4 Algorithme de TFR en base double

Dans une transformée d’ordre N, la suite des valeurs transformées d’indices
impairs peut étre décomposée en deux suites, exprimées par les relations :

1 N-1
X(dk+1)= = X2 x(n)WrWdn
N rn=o0
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et: N1

1 N-
X (4k +3) = N 20 x (n) W3nW 4kn
Compte tenu de la définition (2-6) de W les sommations peuvent aussi s’écrire :

X(@k+1)= % N:‘Zol Hx(n) —x(n + ;)]

e 3ol v

et:

X4k +3)= % Nfzol Hx(n) —x(n + ;)]

+j[x(n+ %)—x<n+ 3TN>HW3”W4"” (2.14)

La suite des valeurs transformées d’indices pairs s’écrit :

X (2k) = % Nfg;l [x (n) + x(n + ;)]Wz"k (2.15)

Ces équations montrent que la premiere étape d’'une transformée d’ordre N avec
entrelacement temporel peut étre remplacée par le calcul d’'une transformée
d’ordre N/2 et de deux transformées d’ordre N/4.

L’algorithme en base double est obtenu par applications successives de cette
décomposition.

Pour I’entrelacement fréquentiel ’algorithme en base double est obtenu par la
décomposition suivante :

N2 -1 N/ -1
X (k) = Zo x(2n) W2k 1 Wk 20 x(4n +1) Wank

n= n=
N/4 -1
+ W3k X x(dn+3)W¥k (2.16)
=0
Pour une transformée d’ordre N, le nombre de multiplications complexes M, (N)
est fourni par une récurrence déduite des relations ci-dessus :

My (N) = M02/4(;> + 2M02/4<;) + ; (2.17)
avec comme valeurs initiales M (2) =M (4) = 0.
La valeur ainsi obtenue est 1égerement inférieure a celle donnée par la base 4.
En pratique, compte tenu des opérations triviales et en utilisant la possibilité
de réaliser une multiplication complexe avec trois multiplications réelles et trois
additions comme indiqué plus loin, on montre que la transformée d’ordre N néces-
site Nlog,(N) — 3N + 4 multiplications réelles et 3N log,(N) — 3N + 4 additions [6].
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Les algorithmes qui ont été présentés, entrelacement temporel et fréquentiel,
en base deux et quatre, sont des éléments d'un ensemble d’algorithmes. Une pré-
sentation unifiée des algorithmes de TFR est donnée dans le chapitre suivant, elle
permet de déterminer I’algorithme le plus approprié dans chaque application.

Dans les calculs, les opérations sont faites avec une précision limitée, ce qui
amene certaines dégradations du signal.

2.3 DEGRADATIONS DUES AUX LIMITATIONS
DANS LE CALCUL

Les machines réelles apportent des limitations dans le calcul, qui sont dues aux
opérateurs arithmétiques et aux mémoires. D’abord les coefficients sont souvent
stockés dans une mémoire morte, avec un nombre de chiffres limité; en fait le
contenu de la mémoire représente une approximation des coefficients, en général
obtenue par arrondi. Ensuite tout au long du calcul des arrondis sont opérés pour
limiter le nombre de chiffres des nombres traités a la capacité des positions de
mémoire ou des opérateurs arithmétiques. Ces deux types de limitations entrai-
nent des dégradations qu’il est important d’analyser pour pouvoir déterminer avec
précision le matériel strictement nécessaire a la mise en ceuvre d’une Transformée
ayant des performances spécifiées.

2.3.1 Effets de lI'arrondi des coefficients

Les coefficients réellement utilisés par la machine représentent une approximation
des coefficients théoriques, dont la valeur des parties réelle et imaginaire est com-
prise dans l'intervalle [- 1, + 1]. _n

Une quantification a b, bits, signe compris, entraine sur le coefficient e’ N
une erreur d’arrondi 8 (n) = dg (n) + jd;(n) telle que I’on ait :

Br(m)] <27t et [3;(n)| <2-F
Le calcul de chaque nombre transformé X (k) a partir des données x(n) est fait

avec une erreur A (k) telle que :

1 NGt —‘ZE’i{
X(K)+A(K) == 2 x(n) [N +3(nk)]

soit :
1

N-1
A(k) = N }EO x(n)d(nk)

Comme il existe entre les x(n) et X (k) la relation (2.2) :

N-1 ok
x(n) = 20 X(k)e'™ N
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il vient :
N-1
A(k) = EO X(@)e(i, k) (2.18)

avec:

1! 2n

e(i, k)= — X d(nk)e’" N (2.18a)

N rn=0
Par suite I’arrondi des coefficients de la transformée entraine pour le nombre
transformé X (k) une perturbation A (k) obtenue en faisant une somme de pertur-
bations élémentaires dont chacune est égale au produit d’'un nombre transformé
par un facteur représentant sa contribution. Les nombres transformés réagissent
les uns sur les autres et ne sont plus strictement indépendants.

Pour toute transformée il est possible de calculer les € (i, k). Il est en général
intéressant de connaitre la valeur maximale €,, que peuvent prendre les |e (i, k)|
pour un ordre de transformée et un nombre de bits de quantification b, donnés.

D’apres Iinégalité : |8 (n)] < V2.2~ un maximum pour ¢,, est fourni par :

e =V2.2-h

En fait les valeurs trouvées en pratique pour g, sont nettement inférieures a ce
maximum. Par exemple pour N = 64, on trouve ¢, = 0,6.27%; cette valeur se
conserve ensuite pour les valeurs de N supérieures [7].

2.3.2 Bruit de calcul dans la TFR

Les données se présentent a ’entrée d’un calculateur de TFD avec un nombre de
bits limité. A chaque opération, addition et multiplication, ce nombre de bits aug-
mente. En général le nombre de bits affecté a chaque donnée reste fixe dans tout
le calculateur; il en résulte la nécessité d’opérer des limitations du nombre de bits
des nombres au cours du calcul.

Ces limitations sont presque toujours faites par une élimination des bits de
plus faible poids avec arrondi. En effet, un dépassement vers les forts poids n’est
pas acceptable en général et le cadrage des nombres dans les mémoires doit étre
étudié en conséquence.

Deux cas importants et simples vont étre examinés pour une transformée en

1
base 2. D’abord la transformée directe : avec le facteur d’échelle N il suffit de divi-

ser par 2 les résultats des additions et soustractions dans chaque croisillon pour
maintenir un cadrage convenable. Ensuite sera étudié le cas ou le cadrage au début
de la transformée est tel qu’il permet la totalité des calculs sans risque de dépasse-
ment. Ce cas peut étre celui de la transformée inverse.

Pour évaluer la puissance du bruit de calcul, on considére que la machine
stocke les nombres dans des mémoires ayant la capacité de b, bits pour chaque
nombre réel et 'on prend comme unité la plus grande amplitude représentable;
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c’est-a-dire que les nombres internes prennent des valeurs comprises dans l'inter-
valle [~ 1, + 1] et que ’échelon de qualification g a pour valeur :

qg=2.2"b=21-bi
La figure 2.7 donne le schéma d’un croisillon avec multiplication.

Po==q
]

Bs 11/2F - B,
""\)___ q2/L Lq2/12
r--f -

Bs 11/2} wk ——eB,

Fic. 2.7. Croisillon de TFR en base 2

A T’entrée du croisillon les données complexes sont représentées par une par-
tie réelle et une partie imaginaire comprenant b, bits chacune. Apres multiplication

les nombres subissent une limitation a b, bits avec arrondi. Cette opération sur un
2

nombre réel apporte une puissance de bruit estimée a 61]—2 La multiplication

complexe se réalisant généralement par 4 multiplications réelles, il y a introduction
2
d’une puissance de bruit égale a 4 % Le coefficient W¥ ayant un module qui ne

dépasse pas I'unité, aucun recadrage des données dans les mémoires n’est nécessaire.

Bruit de calcul avec recadrage

Le recadrage des données est supposé étre réalisé avant les opérations d’addition
et soustraction du croisillon, ce qui est un cas défavorable mais facilite la réalisa-
tion. Les parties réelle et imaginaire sont divisées par deux par un décalage au

cours duquel un bit est éliminé; ce bit ayant la valeur 0 ou 1 avec la probabilité 3

on admet que sur chaque nombre réel il en résulte une puissance de bruit égale a
2

% et sur le nombre complexe une puissance de bruit égale a qZ Par contre les

bruits présents antérieurement sont divisés par 4.

A l’entrée de chaque croisillon le signal est affecté du bruit Be, a la sortie du
bruit Bs. Avec le recadrage il existe entre Bs et Be la relation suivante:
L) o) L e

Bs:2<—+ —
4 4 12) 2

4

Le premier étage de la transformée ne comprenant pas de multiplication; si le
bruit a ’entrée du calculateur de TFR n’est pas pris en considération, il vient en

sortie du premier croisillon :
2

q
Bs, = L
$q 5
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Le second étage, dans I’entrelacement temporel par exemple, a des multiplica-
tions par j qui n’entrainent pas d’arrondi.
Le bruit en sortie s’écrit dans ces conditions :

g’ 1 q* q?
BSZ:Z(Z + —le>= — + Z

4 2
de méme :
q? 1 9> q* q* q* q*
BS3=2<Z+ZBS2>+ﬁ=5+Z+§+ﬁ

Au dernier étage de rang log 2(N) :

Ll
Be=7* A 7323 A T
Finalement en sortie de transformée on peut écrire :
Bs; = g2
D’ou le résultat : dans une transformée avec recadrage par division par 2 a chaque
étage, la puissance de bruit sur chaque sortie peut étre estimée a :
Bsyp =220-5) (2.19)

Bruit de calcul sans recadrage
Les puissances de bruit a ’entrée et a la sortie d’un croisillon sont liées par la
relation :
q2
Bs=2Be +4 —
12

En considérant qu’il n’y a pas production de bruit dans les 2 premiers étages, le
bruit total sur chaque sortie est donné par :

()
q* N 1
Bep=4 L — —
ST 7128 Eo 2i
d’ou ,
q
Bs.=N L
STENDR

Dans une transformée sans recadrage, la puissance de bruit sur chaque sortie peut

étre estimée a :

22(1-b)
12

Ce résultat peut s’interpréter en disant que la précision des données se trouve

Bsp=N. (2.20)
réduite de 5 bits apres le calcul d’une transformée d’ordre N = 2M,

Le méme raisonnement peut étre appliqué au calcul suivant d’autres bases, en par-
ticulier la base 4. Les résultats obtenus sont comparables.
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En pratique les puissances de bruit doivent étre associées aux puissances du
signal et le parametre le plus intéressant est le rapport signal a bruit. Pour détermi-
ner comment évolue ce parametre dans une Transformée, la relation qui lie la
puissance du signal a la puissance de son spectre est utilisée :

1 N-1 , N-1 .

© Z kP B X0
Le rapport signal a bruit en sortie de la Transformée dépend de la répartition de la
puissance entre les X (k). Par exemple dans le calcul avec recadrage de la
Transformée directe, avec ’hypothese d’une répartition uniforme de la puissance
entre les X (k), la puissance de chaque sortie se trouve divisée par N.

Dans ces conditions si S désigne la puissance du signal en entrée, si le bruit a
I’entrée est négligé, le rapport signal a bruit en sortie de transformée (S/B)gy s’écrit :

S

Dans les mémes conditions, mais sans recadrage la puissance du signal est multi-
pliée par N et le rapport (S/B)¢r devient :

(S/B)sr = (2.22)

22(1—bi)/12
Les calculs qui ont été faits dans ce paragraphe doivent étre considérés comme
approximatifs. Ils ont été menés dans I’hypotheése d’une absence de corrélation
entre les erreurs. Une telle hypothese n’est pas toujours vérifiée, en particulier
pour les transformées d’ordre N faible.

L’analyse simplifiée qui a été présentée est suffisante dans la plupart des appli-
cations; une analyse approfondie est donnée dans la référence [8].

L’application la plus directe de la TFD est I’analyse spectrale.

2.4 CALCUL DE SPECTRE PAR TFD

Le calcul d’un spectre par la Transformation de Fourier Discréte oblige a faire cer-
taines approximations et nécessite un choix convenable des parametres pour
atteindre les performances imposées. Avant de considérer les applications il est utile
cependant de bien voir la fonction remplie par la Transformation de Fourier Discrete.

2.4.1 Fonction de filtrage remplie par la TFD

Examinons la relation qu’établit la Transformation de Fourier Discrete entre les
sorties X (k) et les entrées x (n) considérées comme le résultat de I’échantillonnage
d’un signal x (f) avec la période T. Pour k = O cette relation s’écrit :

1 N-1
X(0) = N n§0 x(n)
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Le signal X (0) ainsi défini résulte de la convolution du signal x () avec la distribu-
tion @, (¢) telle que :
1 N-t
)= — 0(t—nT
@O = 3 d(-nT)

La Transformée de Fourier de cette distribution est donnée par :

1 N-1 1 1 — e~ Jj2nnfNT

®(N=5 2, ¢ =R oot

Ou encore :
Dy (f) =e W N-DT. @ (f)

avec

1 sin (fNT)

®(N=Y S @fT) ET) (2.23)

Or une opération de convolution dans ’espace des temps correspond a un produit
dans P’espace des fréquences, c’est-a-dire que X (0) est un signal obtenu par filtrage
du signal d’entrée par la fonction @, ( f). La figure 2.8 représente la fonction @ ( f) et
la fonction ¢ (¢) dont elle est la transformée de Fourier; la fonction @ ( f) s’annule

aux points de ’axe des fréquences multiples entiers de NT sauf aux multiples de T

Lo . 1 . .
Elle est périodique et de période T conformément aux lois de I’échantillonnage ;

il s’agit simplement du spectre d’une impulsion de largeur NT échantillonnée.
A la sortie X (k) correspond la fonction g, () telle que :
2

1 NS e
cPk(t):Nngo e T NJ(t-nT)

1 N-1 o nk
i — .
D,.(f)= N rzo e /"N e-izafnT

Fic. 2.8. Fonction de filtrage
dela TFD
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Sous forme concise, apres simplification, il vient :
k
. i — k
@, (f)=(=1)keinfN-DT TN (D<f+ ﬁ) (2.23 bis)
La sortie X (k) fournit le signal filtré suivant la fonction ®( f) translatée de

—— sur ’axe des fréquences.
NT d

Finalement la transformée de Fourier Discrete constitue un ensemble de N
filtres identiques, ou banc de filtres, répartis uniformément dans le domaine des

fréquences avec le pas 1
q p NT

Si le signal d’entrée est une suite périodique, suivant I’hypothese de définition
. L . k
de la TFD, ce banc de filtres se trouve échantillonné en fréquence avec le pas NT’
et I'on peut remarquer qu’il n’y a pas d’interférences entre les sorties X (k). Cette
propriété cependant est perdue, en toute rigueur, si les coefficients sont arrondis,
comme un paragraphe précédent I’a montré.

La mise en évidence de la fonction remplie par la TFD illustre aussi le pro-
bleme du cadrage des nombres dans les mémoires d’un calculateur de TFR. En
effet supposons que les nombres a transformer x (n) résultent de 1’échantillonnage
d’un signal aléatoire dont la loi de probabilité des amplitudes a la variance o2. Si

ce signal a une distribution spectrale énergétique uniforme, sa puissance se répartit
2

. . . £ s O
uniformément entre les X (k), et chacun a une variance égale a N Par contre

si le signal a une distribution spectrale qui peut se concentrer sur un X (k), cet
X (k) a la méme loi de probabilité que les x(n), en particulier la variance o2 Le
recadrage des nombres par division par 2 a chaque étage d’un calcul de TFR est
adapté au traitement de tels signaux.

On peut approfondir I’étude du processus de filtrage en observant que les sor-
ties X (k) de la TFD sont les sommes des entrées x (n) aprés déphasage. En effet la
sortie X (0) est la somme des x(n) avec déphasages nuls, la sortie X (k) est la

somme des x (n) avec déphasages multiples de 2xt N comme le montre la figure 2.9.

A chaque sortie les composantes des signaux résultants qui sont en phase s’ajou-
tent, les autres s’annulent. Par exemple si les x(n) sont des nombres complexes
ayant la méme phase et le méme module, tous les X (k) s’annulent sauf X (0).

*“,‘\

Xp

/N

XN-1

FiG.2.9. Filtrage par déphasage dans la TFD
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Cette observation est utile dans I’étude des bancs de filtres qui comprennent
un calculateur de TFD.

2.4.2. Résolution spectrale

L’analyse spectrale est utilisée dans de nombreux domaines. Elle se fait a partir
d’un enregistrement fourni par un capteur. Or, par définition la TFD établit une
relation entre deux suites périodiques, les x (n) et X (k) qui comprennent chacune N
éléments différents. Pour I'utiliser il faut donc introduire cette double périodicité.
La périodicité en fréquence est introduite par I'opération d’échantillonnage
du signal. L’enregistrement a traiter se présente soit sous forme numérique, alors
I’échantillonnage et le codage ont été effectués par le capteur, soit sous forme ana-
logique et alors il faut le numériser. Le choix de la fréquence d’échantillonnage

f. = T doit étre tel que les composantes du signal de fréquence supérieure a f,/2

soient négligeables et en tout cas inférieures en amplitude a 'erreur tolérée sur
I’amplitude des composantes utiles. On peut s’assurer que cette condition est bien
remplie en procédant a un préfiltrage du signal.

La périodicité temporelle est introduite artificiellement en supposant que le
signal se reproduit en dehors de I'intervalle de temps 6 = NT qui correspond a I’en-
registrement a traiter. Dans ces conditions la TFD fournit un échantillonnage du
spectre avec une période fréquentielle Af égale a 'inverse de la durée de I’enregis-
trement et qui constitue la résolution fréquentielle de l’analyse. La relation

Af= NT exprime pour I’analyse spectrale la relation d’incertitude de Heisenberg.

Une analyse plus fine peut étre obtenue en augmentant la durée de I’enregistre-
ment, par exemple en la portant a8 N'T (avec N’ > N) avec des échantillons complé-
mentaires nuls; les échantillons fréquentiels supplémentaires obtenus constituent
simplement une interpolation des précédents; cette opération se pratique couram-
ment pour avoir un nombre de données N’ qui soit une puissance de 2 et pour pou-
voir utiliser les algorithmes de calcul rapides. D’autre part le fait que le signal ne

. P . . . 1
soit pas composé uniquement de raies aux fréquences multiples de NT entraine

une interférence entre les composantes spectrales obtenues; en effet la fonction de
filtrage @ (f) de la TFD, qui a été donnée au paragraphe 2.4.1, présente des ondula-
tions dans toute la bande de fréquences et si le signal posséde une composante
spectrale S ( f;) a la fréquence f;, c’est-a-dire si x (¢) = S ( f;) e/, on obtient :

X0 =S ()|~ ) (24

k+1 . ; e
T il en résulte une contribution non seule-

k
O0sks=N-1Si — <f<
pour SINT fo

ment sur les sorties X (k) et X (k + 1) de la TFD, mais sur toutes les sorties, comme
le montre la figure 2.10; ainsi apparaissent les limitations du pouvoir séparateur
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de I’analyseur. Cet effet peut étre atténué en modifiant la fonction de filtrage de la
TFD par pondération des échantillons du signal avant transformation.

1 N
A Y
/
= e/ \ e o P

’ \‘s_r/ R 7 \\LI ~47 eSS ;
o 1 2 3 4 b5

1
Fic. 2.10. Analyse d’un signal de fréquence non multiple de NT

Cette opération revient a remplacer la fenétre temporelle rectangulaire ¢ (¢),
par une fonction dont la transformée de Fourier présente des ondulations plus
faibles. De nombreuses fonctions sont utilisées, les plus simples sont la cosinusoide
surélevée :

o (f) = % (1 + cos 2 1\%) (2.25)

et la fenétre dite de Hamming :
t
1) =0,54 + 0,46 20 — 2.26
@(t) =0,54 + 0, cos(nNT> (2.26)

Cette derniere fonction a 99,96 % de son énergie dans le lobe principal et le lobe
secondaire le plus important se trouve a environ 40 dB au-dessous du lobe princi-
pal. La référence [9] présente un ensemble de fonctions ayant des propriétés
variées pour application a I’analyse spectrale.

Si @ (f) désigne le spectre de la fonction fenétre ¢ (¢) aprés échantillonnage, la
formule (2.24) se généralise a un signal ayant un spectre quelconque S ( f), en utili-
sant la définition du produit de convolution et en tenant compter de la périodicité
de ®(f);il vient :

X(k):ﬁ[%HEIOCS(u—%)]d)(%—u)du 2.27)

Cette expression fait apparaitre le repliement de bande du signal di a I’échan-
tillonnage avec la période T.

Pour mieux maitriser les interférences entre les composantes spectrales calcu-
1ées, il faut faire appel a un banc de filtres plus sélectifs, comme celui qui est pré-
senté au chapitre 10.

La TFD peut étre utilisée d’'une maniere indirecte dans la procédure de calcul
des convolutions.
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2.5 LA CONVOLUTION RAPIDE

La puissance de calcul des algorithmes de Transformation de Fourier Rapide
conduit a utiliser la TFD dans des cas autres que I’analyse spectrale et en particu-
lier pour la réalisation d’opérations de convolution. Bien que cette approche ne
soit pas en général la plus efficace, elle peut présenter de I'intérét dans les applica-
tions ol un calculateur de TFR est disponible.

Parmi les propriétés de la TFD figure la propriété suivante : la transformée
d’un produit de convolution est égale au produit des transformées. Etant donné
deux suites x (n) et h(n) de période N et dont les transformées sont X (k) et H (k),
la convolution circulaire :

1

N-—
Y= 2 h(m)x(n-m)

est une suite de méme période dont la transformée s’écrit :
Y (k) = H(k).X (k).

La convolution rapide consiste a calculer la suite y (n) en effectuant une trans-
formée de Fourier Discrete inverse sur la suite Y (k). Comme en général un des
termes de la convolution est constant I’opération demande une TFD, un produit et
une TFD inverse. Cette technique s’applique aux suites de durée finie; si x(n) et
h(n) sont deux suites de N1 et N2 termes non nuls, la suite y (n) définie par :

v = B hm)x(n-m)

est une suite de durée finie, ayant N; + N, — 1 termes; la convolution rapide s’ap-
plique en considérant que les trois suites y(n), x(n) et h(n) ont la période N tel
que N = N, + N, — 1; il suffit de compléter par un nombre convenable de termes
nuls. Il est alors intéressant de choisir pour N une puissance de deux.

Cependant en pratique 'opération de convolution est une opération de fil-
trage, ou les x(n) représentent le signal et les /i (n) les coefficients. La suite des
x (n) est beaucoup plus longue que la suite des & (n) et il faut fractionner le calcul.
Dans ce but la suite des x(n) est considérée comme une superposition de suites
élémentaires x, (n) de N5 termes. C’est-a-dire que I'on a :

x(m) = 2 x,(n)

avec x, (n) =x(n) pour kN; <n < (k+ 1)N; -1 et x, (n) = 0 ailleurs.
Alors on peut écrire :

v = 3 hen) T (n-m)

ym =2 3 hmxm-m= 2 y,m)
m=0
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Chaque suite y, (n) compte N5 + N, — 1 termes non nuls. Les convolutions a réali-
ser portent sur N; + N, — 1 termes. Le diagramme de la figure 2.11 montre I’enchai-
nement des opérations; les suites y, (n) et y,, ;(n) ont N, — 1 termes qui se super-
posent.

h(n) Dﬁ—l
| |
| IN
xk (n) F ! 2 4
! |
! N2+ N3-1 !
yk(n)= t T —_
' ! ] |
| | N
Xpq(n) | f } — i
! ! | I
! t N2 + N3 -1
L 1 N2 3 )
yk+1(n): : | [ !
: ] 1 |
I |
: Nz—l ! : N2 -1] N2-1
y{n)—¥555555544 % 554 55555555+

Fic. 2.11. Enchainement des opérations dans la convolution rapide avec fractionnement

Dans ce processus, le nombre de calculs a effectuer par élément de la suite
y(n) croit comme log2 (N, + N; — 1) et il ne faut pas choisir N; trop grand; si
N; < N, aucun terme de la suite y (n) n’est obtenu directement. Par suite il existe
une valeur optimale pour N;. Le nombre de positions de mémoires nécessaire croit
comme N; + N, + 1. Un bon compromis consiste a prendre pour N; la premiere
valeur supérieure a N, telle que N5 + N, — 1 soit une puissance de deux.

2.6 CALCUL D'UNE TFD PAR CONVOLUTION

Dans certaines applications on ne dispose que d’opérateurs capables de faire des
convolutions pour calculer une TFD. C’est le cas des circuits utilisant les dispositifs
a transfert de charges qui permettent de faire des calculs, sous forme analogique et
sur des signaux échantillonnés, a des vitesses compatibles avec les fréquences ren-
contrées dans le domaine des radars par exemple.
La relation de définition de la TFD s’écrit :
1

N-1 ok
X (k) = N n§0 x(n)e’ "N

En posant :

2m
—j=

nk=x[n*+k*-~(n-k)?] et W=e N

N =
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il vient :
k? N-1 n? -(n-k)?
X(k)=W 2 'EO x(Mw?2w 2 (2.28)
nZ
Cette expression exprime le produit de convolution circulaire des suites x (n) W 2
n2

et W 2. 1l s’en suit que le calcul des X (k) peut étre effectué en trois étapes
comprenant les opérations suivantes : 2
— multiplication des données x (n) par les coefficients W 2
n2
— produit de convolution par la suite de coefficients W 2
k2
— multiplication des résultats par les coefficients W 2

Le processus est représenté sur la figure 2.12.

Convolution
Fic. 2.12.  Calcul d’une TFD

par wW-" X(k) par convolution

x(n)

Wwn¥/2 wkés2

Cette méthode s’étend au cas ot W est un nombre complexe dont le module
est différent de I'unité [10].

Apres la présentation et I'application des algorithmes de TFR, certains
aspects de la réalisation vont étre abordés.

2.7 REALISATION

Pour mettre en ceuvre les algorithmes de calcul de la TFD il faut disposer d’équi-
pements comprenant les éléments suivants :

— unité de mémoire pour stocker les données d’entrée-sortie et les résultats
intermédiaires;

— unité de mémoire pour stocker les coefficients de la transformée ;

— unité arithmétique capable d’effectuer des additions et multiplications por-
tant sur des nombres complexes;

— unité de commande pour enchainer les opérations.

Ces éléments de base se retrouvent dans toute machine destinée au traitement
numérique du signal, que ce soit en logique cablée ou en logique programmée. Les
particularités liées a la mise en ceuvre de la TFR tiennent a deux caractéristiques
principales :

— un volume de calculs arithmétiques important;

— les permutations a effectuer sur les données qui conduisent a des calculs
d’indices compliqués.
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Les contraintes sont d’autant plus grandes que 1’ordre de la Transformée est
élevé.

Le probleme de réalisation qui se pose est celui d’une mise en ceuvre efficace
des algorithmes décrits dans les paragraphes précédents. Une mise en ceuvre effi-
cace est celle qui conduit a un taux élevé d’utilisation des différentes unités de la
machine et particulierement 1'unité arithmétique. On peut imaginer différents
agencements de circuits et modes d’organisation des calculs [11] et [12]. A titre
d’exemple, un circuit simple pour réaliser 1’algorithme de la figure 2.4 est donné
par la figure 2.13. Les données x(n) se présentent en série, la Transformée est

d’ordre N = 8.
+ — — l (H—s,
v {59 ™ '
E
x(n) : WP WP
! M2 r M;
: = — — D5
[} : [}
' I '
Cq C,y Cs
E PXg Y Xg !l X9 4 Xg ) Xyt Xg ) Xg 1Xg !
¢ —1 1 | T
¢ S S I R
¢ S s Iy I e I
Si —_— Xy ' Xy ! Xq ) Xy
S, —d X, ' Xg t Xg ' Xq p———

Fic. 2.13. Réalisation série d’'une TFR en base 2

Le circuit comporte un registre M, de 4 données, deux registres M, de 2 don-
nées et 2 registres M; d’'une donnée. Les dispositifs de commutation, commandés
par les signaux C1, C2 et C3 respectivement permettent un enchainement conve-
nable des calculs. Les coefficients WP doivent étre appliqués aux multiplieurs au
moment approprié. La figure donne les signaux de commande et les signaux d’en-
trée et sortie.

Le multiplieur complexe est réalisé a I’aide d’un ensemble de multiplieurs et
additionneurs réels qui pour faire ’opération :

Cr +JC; = (ag +ja;) (bg + jb;)
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effectuent les calculs suivants :
Cr = agbg —a;b;
C,=agb; + a;by

Il faut noter qu’il existe une autre possibilité qui conduit pour chaque multiplica-
tion complexe a 3 multiplications réelles au lieu de 4 et 5 additions au lieu de 2 :

(ag +ja;) (bg +jb;) = [(ag + a;) bg — a;(bg + b;)]
+j[(ag + a;) by + ag (b; = bg)] (2.29)

Et méme, si le nombre complexe by + jb; est fixe, le nombre d’additions a faire se
réduit a 3 pour chaque multiplication.

Si le débit de données est continu et que les calculs de TFR sont a faire sur des
blocs de données adjacents, le rythme de base des calculs est celui des données et
I’on peut remarquer que les multiplieurs sont inactifs pendant la moitié du temps.
Il est possible de perfectionner le circuit pour que les multiplieurs soient utilisés a
leur capacité maximale, en traitant des blocs de données consécutifs avec un
rythme de base égal a 1a moitié de la cadence des données.

L’exemple de réalisation décrit ci-dessus appelle deux remarques :

— Le circuit comprend trois étages de structure différente, avec des signaux de
commande différents; c’est un inconvénient car on recherche plutot les circuits
modulaires, en particulier pour 'intégration a grande échelle.

— Les résultats se présentent dans un ordre permuté; il faut un traitement
complémentaire pour retrouver I’ordre naturel des indices.

Quand un certain degré d’optimisation est recherché, plutdt qu’adapter les
circuits aux algorithmes, il est préférable de rechercher des algorithmes compa-
tibles avec les contraintes qu’impose la technologie aux circuits.

D’autre part, en vue de réduire encore le volume des calculs arithmétiques,
des algorithmes plus sophistiqués que la TFR peuvent étre envisagés. De plus si les
données présentent des particularités, par exemple si ce sont des nombres réels, si
des symétries apparaissent, des simplifications importantes peuvent intervenir.

Ces sujets sont abordés dans le chapitre suivant, a partir d’une représentation
unifiée des algorithmes de TFR.
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EXERCICES

1 Calculer la Transformée de Fourier Discréte de la suite comportant N = 16 termes
tels que :
x(0)=x(1)=x2)=x(14)=x(15) =1
x(n)=0 pour 3=n<13
et de la suite :
x(0)=x1)=x2)=xB)=x4) =1
x(n)=0 pour 5=n<15

Comparer les résultats obtenus. Effectuer la Transformée inverse sur ces résultats.

2 Etablir le diagramme de I’algorithme de TFR d’ordre 16 avec entrelacement tempo-
rel et entrelacement fréquentiel. Quel est le nombre minimum de multiplications et addi-
tions nécessaires ?
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3 Calculer, en utilisant le programme donné en annexe, la Transformée de Fourier
Discrete de la suite comportant N = 128 termes tels que :

x(0)=x(1)=x(2)=x(126) =x(127) =1
x(n)=0 pour 3=<n<125

Comparer les résultats a ceux donnés par ’exercice 1.

La suite X (k) obtenue constitue une approximation du développement en série de
Fourier d’une suite d’impulsions. Rapprocher les résultats obtenus avec les chiffres du
tableau de I’annexe I du chapitre 1. Expliquer les différences. Comment évolue I’approxima-
tion si N =5127?

4 Soit a réaliser une TFD d’ordre 64 avec le minimum d’opérations arithmétiques.
Evaluer le nombre de multiplications et d’additions nécessaires avec les algorithmes en
base 2, 4 et 8.

5 Soit a analyser la puissance du bruit de calcul produite dans une Transformée
d’ordre 32. Montrer, en utilisant les résultats du paragraphe 2.3, comment varient les résul-
tats sur les différentes sorties. Calculer la distorsion introduite par une limitation a 8 bits des
coefficients.

6 Montrer que chaque sortie d’une TFD, X (k), peut étre obtenue 2 partir des entrées
x (n) par une relation de récurrence. Evaluer le nombre de multiplications nécessaire.

7 Soit a réaliser une TFD d’ordre 64 sur des données qui sont des nombres de 16 bits.
Evaluer la dégradation du rapport signal a bruit quand on fait en cascade une Transformée
directe et inverse, avec une machine a 16 bits.

8 La bande supposée occupée par un signal a analyser s’étend de 0 4 10 kHz. La réso-
lution spectrale recherchée est de 1 Hz. Quelle longueur d’enregistrement doit-on prélever
pour faire une telle analyse ? Quelle capacité de mémoire faut-il pour stocker les données
supposées codées a 8 bits ? Déterminer les caractéristiques d’un calculateur capable de réali-
ser une telle analyse spectrale : capacité de mémoire, cycle mémoire, temps d’addition et
multiplication.

9 Calculer la TFD de la suite x () définie par :

n n
= si — i — <n=<15.
x(n) =sin 2w 35 +0,2sin2mx c5 avec 0sn<15

’ ’

Pour améliorer ’analyse on utilise les fenétres suivantes :
1721 2
gn)= ~cos —¢

2nn

=0,54-0,46
g(n)=0, ,46 cos 16

(Hamming)

2nn 4mn
g(n)=042-0,5 cos ST 0,08 cos =T (Blakman)

Comparer les résultats de cette analyse.

10 Décrire de maniére détaillée le fonctionnement du circuit de la figure 2.13. Donner
en particulier la suite des nombres qui se présentent en sortie de chaque additionneur et



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Exercices 79

soustracteur. Montrer que pour faire fonctionner les multiplieurs a leur pleine capacité, il
faut introduire une mémoire d’entrée supplémentaire; donner les signaux de commande
dans ce cas.

11 Généraliser a la base 4 la réalisation série donnée au paragraphe 2.7. Donner le
diagramme des temps détaillé.

Si la Transformée est d’ordre N = 64, si les données ont 16 bits et se présentent a la
cadence de 8 kHz, si les coefficients ont 16 bits, exprimer la puissance de calcul nécessaire et
le volume de mémoire pour les données et les coefficients. Rapprocher ces résultats des
caractéristiques d’un microprocesseur courant.



Chapitre 3

Autres algorithmes
de calcul rapide de lIa TFR

Les algorithmes de calcul rapide de la Transformée de Fourier Discrete (TFD)
sont basés sur une factorisation de la matrice de cette Transformée. Cette factori-
sation est déja apparue dans les algorithmes a entrelacement temporel et fréquen-
tiel introduits dans le chapitre précédent et qui sont des éléments d’un ensemble
d’algorithmes tres variés.

Pour appréhender I’ensemble des algorithmes de calcul rapide et pouvoir ainsi
exploiter au mieux les particularités des signaux a traiter et les possibilités techno-
logiques, il est nécessaire de faire appel a un outil mathématique bien adapté, le
produit de Kronecker des matrices. En combinant ce produit avec le produit au
sens habituel il est possible de décomposer simplement toute matrice de TFD.

3.1 LE PRODUIT DE KRONECKER
DES MATRICES

Le produit de Kronecker est une opération du calcul tensoriel qui constitue une
généralisation de la multiplication d’une matrice par un scalaire [1].

Etant donné deux matrices A et B ayant respectivement m et p lignes et n et g
colonnes, le produit de Kronecker de A par B, noté A & B, est une nouvelle
matrice a mp lignes et ng colonnes, que I’on obtient en remplagant chaque élément
b;; de 1a matrice B par le tableau b; A suivant :

bija11 bl-]-a12 b,-jaln

by, .. b

i

b;a a

m1 mn

Ce produit n’est généralement pas commutatif :
AXRB#B®A
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Par exemple, si la matrice B est telle que :

by, b
B-= [ 11 12}
by by,

Le produit de Kronecker de la matrice A par la matrice B est défini par :

buA bpA ] G.1)

A®B= [b21A b, A

On peut remarquer en particulier que le produit de Kronecker de la matrice unité
de dimension N, I, par la matrice unité de dimension M, I, est égal a la matrice
unité de dimension MN :

Iy ® Iy =Iwm (32)

De méme le produit de Kronecker d’une matrice diagonale par une autre matrice
diagonale est encore une matrice diagonale.

Le produit de Kronecker se combine avec le produit de matrices au sens habi-
tuel, avec les propriétés suivantes, qui vont étre utilisées dans les prochains para-
graphes, pourvu que les dimensions soient compatibles :

— Le produit de Kronecker d’un produit de matrices par la matrice unité est
égal au produit des produits de Kronecker de chaque matrice par la matrice unité :

(ABC) ® I=(A ® )(B ® I)(C ® I) (33)

— Un produit de produits de Kronecker est égal au produit de Kronecker des
produits :

(A®B®C)(D®E®F)=(AD) ® (BE) ® (CF)  (34)

— L’inverse d’un produit de Kronecker est égal au produit de Kronecker des
inverses :

A®BRC)'=AT®B!®C! (3.5)
L’opération de transposition a la méme propriété que 'inversion :
A®B®C)'=A'® B ® C! (3.6)

La matrice transposée d’un produit de Kronecker est le produit de Kronecker des
matrices transposées.

Ces propriétés sont aisément mises en évidence sur des exemples simples;
elles sont utilisées pour la factorisation des matrices a éléments redondants et en
particulier les matrices de la TFD [2]. L’entrelacement fréquentiel est considéré en
premier lieu.

Il faut noter que le facteur d’échelle 1 n’est pas pris en compte dans la suite
de ce chapitre. N
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3.2 FACTORISATION DE LA MATRICE
DE L'ALGORITHME D’ENTRELACEMENT FREQUENTIEL

Dans les algorithmes examinés au chapitre précédent, 'une des suites, en entrée
ou en sortie, se trouve permutée; la matrice qui représente cet algorithme est une
matrice qui se déduit de la matrice T par permutation des lignes ou des colonnes
suivant que I’on considére ’entrelacement fréquentiel ou temporel [3].

Désignons par Ty la matrice qui correspond a I’entrelacement fréquentiel et
est obtenue par permutation des lignes de la matrice Ty définie par la regle sui-
vante : chaque ligne est numérotée en binaire; on inverse 1’ordre des chiffres de ce
nombre binaire; la valeur du nombre binaire ainsi obtenu indique le numéro de la
ligne dans la nouvelle matrice. Par exemple pour N = 8 il vient :

11 1 1 11 1 1 5000=0
1 W W2 W3 -1 -W  -W2 -W3|001=1
1 W2 -1 -W2 1 W2 -1 -W?|010=2
|1 W w2 W -1 W W2 -W [011=3
Y11 -1 1 -1 1 -1 1 -1 [100=4
1 -W W2 -WP -1 W -W2 W |101=5
1 -w2 -1 w21 -W2 -1 w2 [110=6
1 -W3 —W?2 -W -1 W' W2 W |111=7
1 -1 1 1 11 1 1 5000=0
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 [100=4
1 W2 -1 -W2 1 W2 -1 -W?|010=2
o |1 -wr -1 w21 -W2 -1 w2 [110=6
ST 11 W W2 W3 -1 W W2 -W? |001=1
1 -W W2 -WP -1 W -W2 W |101=5
1T W3 —W2 W -1 -W W2 -W |011=3
1 -W3 -W2 -W -1 W' W2 W |111=7

On peut remarquer que pour N = 2, la matrice T, est égale a T,, matrice de la
Transformée d’ordre 2.
La matrice Ty se factorise en faisant apparaitre la matrice Ty, et la matrice
2

N —1. En effet :

diagonale D y dont les éléments sont les nombres WX avec 0 < k < >

2

i i
N Ty
! —
Ti=| 2 2
! !
N - Ty Dy
2

2 2 2
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Cette décomposition apparait clairement pour Ty par exemple. Si I désigne la

. .. N . . 2
matrice unité d’ordre > il vient :

ou encore :
TX 0 Iy 0 Iy Iy
T, =| 2 2 2 2
0 TX 0 Dy || In -Iy
2 2 2 2
En utilisant les produits de Kronecker des matrices, on obtient pour Ty :
To=(Ty ® L) Ay (Iy ® T) (3.7)
2 2

ol Ay est une matrice carrée d’ordre N diagonale, dont les 5 premiers éléments

N

valent 1 et les suivants sont les puissances de W, W avec 0 < k < 5~ 1.
Par itération on obtient la factorisation complete :
=TIy AKRIWL®T,®Iy)
2 n n
AN ®L)(INy @T,® 1)
2 4
My @ T)
2
ou encore :
Log, N
T= Y ML ®T,®Iy) (3.8)
=1 2i 2i

Cette expression montre que la transformée se calcule en Log,(N) étapes qui cha-
cune comprennent :

— une partie d’arrangement des données correspondant au facteur
(L. ® T, ® 1) et qui ne comprend que des additions et soustractions,

i

— une partie comprenant les multiplications par les coefficients représentés

dans la matrice (A, ® Iy).
2
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L’étape correspondant a i = 1 ne comprend pas de multiplications. On peut
vérifier que toutes les matrices ont bien la dimension N.

Pour voir comment la factorisation se généralise a la base 4, il est intéressant
d’examiner la matrice T}, obtenue a partir de la matrice T, par la permutation sui-
vante des lignes : les lignes sont numérotées en base 4; on inverse 'ordre des
chiffres dans les numéros de ligne; la valeur obtenue indique le numéro de la ligne
dans la nouvelle matrice. Suivant cette permutationon a : T, =T,.

Avec les notations suivantes :

1 0 0 0

Cloowio0 o

Di=1o 0o w2 o
0 0 0 w3

la matrice de la transformée d’ordre 16 ainsi obtenue s’écrit :
T4 T4 T4 T4
T.D; T,(-j)Di T,(-1)D; T,(+j)D}

o=l 102 T,-1)D} TP} T,(-1)D]

T,D] T,(+))Di T,C1)D} T,(j)Dj
T, 0 0 0 L 0 0 0
_ |0 T, 0 0 0O DI 0 0
=10 0 T, 0 0 0 D2 0
o 0 0 T, 0O 0 0 D}

L, L, I, I

L —jl -1 +jL
L, -L I, -l
L, +j, - -jl

Sous forme de produits de Kronecker cette expression s’écrit :
T = (T, ® 1) Ay (I, ® T,) (3.9)

A4 est une matrice diagonale dont les 4 premiers termes ont pour valeur 1, les
4 suivants Wk avec 0 < k < 3, les suivants (W2)* et (W3)kavec0 < k < 3.

La factorisation en produits de Kronecker est a la base d’algorithmes ayant
des propriétés variées, notamment sur I'ordre de présentation et d’extraction des
données et ’enchainement des opérations.

Elle s’applique aussi aux transformées partielles qui ont une grande impor-
tance pratique.

3.3 LES TRANSFORMEES PARTIELLES

Les transformées qui ont été étudiées dans les paragraphes précédents portent sur
des ensembles de N nombres qui peuvent étre complexes. Dans une analyse
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spectrale fine il se peut que I’ordre de la transformée N devienne tres grand alors
que seuls sont intéressants a connaitre un nombre réduit de points du spectre. La
limitation du calcul aux seuls points utiles peut alors permettre une économie
importante.

Soit a calculer la transformée partielle définie par I’équation suivante ou r est
un diviseur de N :

X, 1 we W2 L WN-DP X

X, 1 WP+1 W2E+) | WEN-DEP+1) X,

X0, |21 wee o weeen o woenee2) %, (3.10)
X, 1 W WN-DE || ey,

N . . N
A partir de ’ensemble des données, on forme — sous ensembles de r termes

P
chacun :
(X, XN> XNy s x(r—l)N)
r r r
(XN s > Xr-1DN )
— +
r r
(N ]vsz L xN_1)
o

Soit D/ la matrice diagonale de dimension r et dont les éléments de la diagonale
sont les puissances de W, soit Wk avecO0 <k <r-1.

. . N .
La matrice de la transformée partielle peut étre séparée en — sous-matrices
r

qui s’appliquent chacune a l'une des suites définies précédemment et I’équation
matricielle de la transformée s’écrit :

Ny
r N
[X],,= Z DT, (W»)iDyr [x],, (3.11)

ou [X], , désigne I'ensemble de r nombres X, avec p < k <p +r—1et[x],

N
I’ensemble des données x, aveck=n. — +ietn=0,1, ... r - 1. D’autre part T,
r

est la transformée d’ordre r.
Par suite si rest un diviseur de N une transformée partielle portant sur r

. . N .
points se calcule a ’aide de — transformées d’ordre r auxquelles sont associées
r

des matrices diagonales convenables.
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Si N et r sont des puissances de 2, le nombre de multiplications complexes a
effectuer M, s’exprime par :
N /r r 1 r
Mp=—|(zlog2(=|+2r|=N|=zlog2|=|+2 3.12
L (2 o8 (2)+ r) [2 o8 <2>+ } (312)
Par rapport a la transformée globale, il apparait ainsi que la transformée partielle
est avantageuse pour N > 16r, donc pour les faibles nombres de points a calculer.
Ce résultat est également valable lorsque c’est le nombre de points a transfor-
mer qui est limité, ce qui est aussi un cas fréquent en analyse de spectre.
Un exemple courant de transformée partielle est celle qui porte sur des don-
nées réelles.

3.3.1 Transformée de nombres réels et TFD impaire

Si les nombres a transformer sont réels, les propriétés énoncées au chapitre 2 indi-
quent que les nombres transformés X (k) et X (N — k) sont complexes conjugués,
c’est-a-dire que X (k) = X(N - k); alors il suffit de calculer I'ensemble des X,

N .
avec0 <k =< > - 1 et le résultat précédent s’applique :
[X],n =Tn[x] n +DNTn[r] n (3.13)
2 2 2 2 2 2

Dans ce cas précis il est possible de n’effectuer qu’une seule fois le calcul de la

transformée Ty, en tenant compte de la propriété suivante de la Transformée de
2

Fourier Discrete; si la suite a transformer x, est purement imaginaire, la suite

transformée est telle que :

X (k)=-X (N -k)

Dans ces conditions la procédure pour le calcul de la transformée d’une suite réelle
est la suivante :

N
— Former a partir des x (k) une suite complexe de > termes
. N
y(k)=x(2k) +jx(2k +1)avec0 < k < 5 - 1.

N
— Calculer la transformée Y (k) de la suite y (k) avec 0 < k < 5~ 1.
— Calculer les nombres cherchés par I’expression :
1 — (N 1. jmX[=/(N
X(k):§ Y(k)+Y ?—k t 5] N|Y 7—1{ -Y (k) (3.14)

N N
avec0 s k < > etY(?> =Y (0).
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En regroupant les facteurs on peut écrire sous une autre forme:
= (N
X(k)=A(k) Y(k)+B(k) Y<7 —k) (3.15)

avec A (k) = % (1-jWK et B (k) = % (1 +jWh).

. N . N
La transformée inverse s’obtient a partir des N+1 termes X (k) avec 0 < k < 5
en calculant:

Y (k) = A (k) X (k) + §(k)§(;—k) (3.16)

N . . N
pour 0 <k < >~ 1, puis en calculant la TFD inverse d’ordre > de ces valeurs et
enfin en prenant les parties réelles de I’ensemble obtenu comme données d’indices

impairs et les parties imaginaires commes données d’indices pairs.

Si N est une puissance de 2, le nombre de multiplications complexes Mc a
effectuer s’éleve a :

N Ny N N
Mc = ZIOg2<Z)+ 5 = ZlogZ(N) (3.17)

Le nombre de mémoires nécessaire est de N positions réelles. La référence [4]
décrit en détail un algorithme de calcul pour données réelles.

Une autre méthode pour calculer les transformées de nombres réels consiste a
faire appel aux transformées impaires [5].

La Transformée de Fourier Discrete impaire établit par définition les relations
suivantes entre deux ensembles de N nombres complexes x (n) et X (k) :

N-1  @k+Dn

1 _jon

X(k)=5 Z x(ne N (3.18)
N-1 L, @K+

x(n) = kzo X(k)e'™ N

Les coefficients de cette transformée ont pour affixe les points M du cercle unité
tels que le vecteur OM fasse avec I’axe des abscisses un angle multiple impair de

2
% comme le montre la figure 3.1.

b Im

=
Y ‘Z-\r‘;

Fic. 3.1. Coefficients de la TFD impaire

o
A
L]
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T
En posant W = ¢’ N la matrice de cette transformée s’écrit :

1w w2 L. WA

1 W3 Weo coo W3WINED
Ty=[1 WS  wwo . wWsN-D

Lowesn . WEN-D D

Si les x (n) sont des nombres réels, on peut écrire :

1 N-1 L 2N-1-R) 1
X(N—l—k):ﬁ n§0 x(n)e '™ 2N
1 N-1 o 2kt (3.19)
R E T
D’ou le résultat suivant :
X(N-1-k)=X(k) (3.20)

Par suite les X (k) d’indice pair et d’indice impair sont complexes conjugués; il suf-
fit donc de calculer les X (k) d’indice pair pour faire une transformée sur des réels.
Une telle transformée correspond a la matrice Ty, telle que :

N

1w w2 ... W, ... WN-1
5N
T 1 W3 w0 W, oL WHoN-1)
R = .
. (2N-3)N
1 W2N=3 W o, ... WEN-3)N-1

Soit D la matrice diagonale dont les éléments de la diagonale sont les W avec
2

N N
O0=<ks=< > 1 et T la matrice de la transformée d’ordre 5 Compte tenu du fait
2

N
que WN=1 et W 2 =—j, il vient:
Te=[T\D,~jTyD]=(TyD) @ [1-]] (321)
2 2 2

Alors la transformée impaire sur des nombres réels se calcule en effectuant une

. N .
transformée d’ordre > sur la suite des nombres complexes

y(n):[x(n)—jx(;+n)] W7 avec OSn&?—l. (3.22)
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Le nombre de calculs est le méme que dans la méthode indiquée au début du
paragraphe, mais la structure est plus simple. Il faut noter cependant que les
nombres transformés donnent un échantillonnage du spectre du signal que repré-
sente les x (n), décalé d’un demi-pas d’échantillonnage en fréquence.

Un cas important ol des simplifications notables interviennent est celui des
suites réelles symétriques. Les réductions de calcul sont mises en évidence par uti-
lisation de la transformée doublement impaire [6].

3.3.2 La Transformée doublement impaire

La Transformée de Fourier Discréte doublement Impaire établit par définition les
relations suivantes entre deux ensembles de N nombres complexes x (n) et X (k) :

1 N-d _@k+1)@n+1)
X(k)== 2 x(n)e’” & (3.23)
N »=0
N-1 L Gkt
x(n)= Zo X(k)e'™ aN (3.24)

Les coefficients de cette transformée ont pour affixe les points M du cercle unité
tels que le vecteur OM fasse avec I’axe des abscisses un angle multiple impair de

2
% comme le montre la figure 3.2.

Fic. 3.2.  Coefficients de la TFD doublement impaire

Si les x (n) sont des nombres réels on vérifie la relation :
X(N-1-k)=-X(k)
De méme, si les X (k) sont réels, alors :
x(N-1-n)=-x(n)

T
En posant comme précédemment W = ¢’ N la matrice de la transformée s’écrit :
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C W, W wh, 7]
3 9 15 1
W, W Wo W3(N’£)
TR = 5 15 2 5<N,1) (325)
W, W3 W \W% 2
SERNESY ool
W W 2) . W
Une telle transformée se factorise comme suit :
1 0 O 0 1 1 1 ... 1
0 W O 0 1 w2 w4 L. W2(N-1)
ngwé : : 1 W¢ WS . weN-D
0 0 WI.‘T*1 1 W2(.N*1) W2(N—'1)(N—1)
1 0 0 0
1 W O 0
0 0 . WN-L
C’est-a-dire que :
1
T =W 2D\TyDy (3.26)

Considérons le cas ol la suite des données x(n) est une suite réelle et antisymé-
trique, c’est-a-dire que x(n) = — x(N - 1 — n); alors il en est de méme de la suite
X (k). La suite des x(n) pour n pair est égale a la suite des x (n) pour n impair au
signe pres; de méme pour la suite des X (k).

Pour calculer la transformée, il suffit dans ce cas de mener les calculs sur les

N . .
x(2n)avec0<n < 5 - 1 puisque les X (k) sont des nombres réels; d’autre part, il

. N
suffit de faire ces calculs sur les X (2k) avec 0 < k < 5 - 1.

La matrice correspondante Tyy s’écrit :
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~ 1 1 1 - ~1 0 0 -
s(N o1
1 W2 W, 0 W2 0
1 Wi
N N N N
rowlE) w6 0 0 w(3
Compte tenu du fait que W2N =1, il vient :
TN TN
1 PR
Trr = W2Dn DN (3.27)
2 TN TN 2
PR
, N
Et comme W™ 4 = —j ce calcul peut étre conduit en n’effectuant qu’une seule fois

les opérations représentées par la matrice T, sur Pensemble de nombres
y

N N N
x(2n) - jx<2n + 7) avec 0 < n < T 1. Les ) nombres obtenus sont des

nombres complexes dont les parties réelles constituent ’ensemble des X (2k) avec

N
0 < k =< — -1 recherchées. En effectuant 'opération définie par Try pour les

N N .
nombres transformés de rang 2k + - avec 0<ks= il 1, on peut vérifier que
I’on obtient les nombres précédents multipliés par — j; c’est-a-dire que la partie ima-
ginaire des nombres obtenus précédemment, fournit I’ensemble des X(Zk + 7) I

s’en suit que la transformée doublement impaire appliquée a une suite de N
termes, réelle antisymétrique, ou a une suite symétrique rendue antisymétrique
par un changement de signe convenable, se réduit a I’équation :

[X(Zk) + jX(Zk + g)] = W%DNTNDN {x(Zn) —jx(Zn + gﬂ (3.28)

N N
avec0 < k < T 1,0sns< 7 1 et ou D est une matrice diagonale dont les

4
éléments sont les W2 avec 0 < i < 7 1.

Le nombre de multiplications complexes nécessaire Mc s’éleve a :
N N N N
Mc=—log2(—=|+2—=—1log2 (2N 2
680g<8)+4 g l0g2(N) (3:29)
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Les comparaisons de volume de calculs entre les différentes transformées condui-

sent au tableau 3.1 :

Tableau 3.1 — QUANTITES DE CALCULS DANS DIVERSES TFR.

Multiplications Additions Positions
complexes complexes de mémoire
N N
TFD complexe > log, > N log, (N) 2N
N N N
TFD impaire-données réelles y log, (N) > log, > N
TFD doublement impaire- N N N N
données réelles paires r} log, (2N) 4 log, 4 5

L’intérét des transformées impaires apparait clairement. I faut cependant
noter que d’autres algorithmes permettent d’obtenir avec les données réelles et
réelles symétriques des réductions en calcul un peu supérieures [7], mais sans avoir
la facilité de mise en ceuvre, en particulier pour les réalisations matérielles, qu’of-
frent les transformées impaires.

Une particularité de la transformée doublement impaire appliquée a une suite
réelle antisymétrique est qu’elle est identique a la transformée inverse; il n’y a pas

de distinction, mis a part le facteur d’échelle N’ entre transformées directe et

inverse dans ce cas.

La transformée de Fourier d’une suite réelle symétrique intervient par
exemple dans le calcul de la densité spectrale énergétique d’un signal a partir de la
fonction d’autocorrélation.

3.3.3 Les Transformées discrétes en cosinus et sinus

Les transformées considérées jusqu’a présent ont des coefficients complexes. Des
transformées discrétes de la méme famille peuvent étre obtenues a partir des par-
ties réelles et imaginaires des coefficients complexes. On peut ainsi définir :

¢ Une transformée de Fourier Discrete en cosinus (TFD-cos) :

1N 2
Xpe (k)= — 3 x(n)cos ( mnk ) (3.30)
N »=o0
¢ Une transformée de Fourier Discrete en sinus (TFD-sin) :
1 NGt . (2nnk
X (k) = N ’EO x(n) sm< N ) (3.31)
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e Une transformée en cosinus discrete (TCD) :

\/§ N-1
Xep ()= Z x(n)

2 Nt 2n(2n + 1)k
X = — —_— 32
w® = 3 vl cos LI (3:32)
a laquelle correspond la transformée inverse :
1 Nt 2n(2n +1)k
x(n) = \TE Xep (0) + kgl Xep (k) cos ( — N )
e Une transformée en sinus discréte (TSD) :

2 Nt 2n(n+1)(k+1)
Xsp (k) =\ —— i 3.33
s (k) N+1n2::0x(n)sm< N2 ) (3:33)

A Taide de manipulations comparables a celles des données dans les para-
graphes précédents, on peut établir des relations entre la TFD et ces diverses
transformées ainsi qu’entre ces transformées elles-mémes.

Par exemple, d’apres les définitions, il vient :

TFD (N) = TFD-cos (N) — j TFD-sin (N)

Considérant la transformée en cosinus, il vient :

X (k) = lezol x(2n) cos (%) . NMzOl [c(2n+1)+x(N=2n— 1)]

n= n=

S

c’est-a-dire que la transformée en cosinus d’ordre N peut se calculer a ’aide d’une
. . N T .
transformée en cosinus d’ordre > et d’une transformée discrete d’ordre N/4, soit

sous forme concise :

N N
TFD-cos (N) = TFD-cos (7) +TCD (Z)

De méme, la transformée en cosinus discrete (TCD) s’écrit :

N2-1

X =% I [x(Zn) cos ZZn+ Dk

4N
2n[4(N-n-1)+1]k

2n+1
+x(2n + 1) cos AN

c’est-a-dire qu’en posant, pour 0 <n <N/2-1:

y(n) =x(2n)
y(N-n-1)=x(2n+1)
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il vient :

2

N-1
Xep(k)= = . y(wcos 2 L DE

4N

et en développant le cosinus :

2k 27k
TCD (N) = cos N TFD-cos (N) —sin — N TFD-sin (N)

ce qui s’écrit également, en fonction des données et sous une forme concise:

TCD(x) = 2¢ (k) Re [e‘f X TFD (y)} (3.34)

avec: etc(k)=1pourk=1,...,.N-1.

c(0) = \/’
Ainsi, la transformée en cosinus discrete d’ordre N peut se calculer a 1’aide
d’une transformée de Fourier discrete de méme ordre. Compte tenu du fait que
seule la partie réelle est utilisée dans I’expression ci-dessus, on peut méme calculer
2TCD, en utilisant également la partie imaginaire. La méme méthode s’applique a
la transformée inverse et on peut calculer 2TCD inverses avec une TFD inverse, en
effectuant les opérations indiquées a la figure 3.3. Les relations entre les variables:

- ™~

TCD (xo) a

S — TFDinv.— s

Fi6.3.3 Calcul de 2 TCD inverses avec une TFD inverse de méme dimension

a l’entrée de la TFD inverse sont les suivantes [8] :
S - Co(xy) +7Cy (xp) g Crn(xy) +JCxip (%)
0 V2 3ON2 T NG

2, = {[Ck(xl) + Cx_ i (x,)] cos ( % ) + [Cn k() = Cy g (xp)] sin ( 2; )}

k k
7 1Cute) + G et sin | ey -y o[ 2 )

aveck=1,....N—-1;k=N/2.
De méme en sortie de la TFD inverse:
x(2p)=Rels(p)l;x; 2p+1)=Re{s(N-p-1)};
x(2p)=Im{s(p)};x, 2p+ 1) =Im{s(N-p-1)}
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La méthode permet de réduire la quantité de calculs en compression d’images,
par exemple.
Parmi les transformées a coefficients réels, on peut aussi mentionner la trans-
formée, dite de Hartley discrete (THD), définie par :
1! k k
Xyp (k) = N ,Eo x(n) [cos 2n % +sin 2x %] (3.35)

et pour la transformée inverse :
N-1

nk nk

= Xup (k 27t — + sin 2w —

x(n) IEO p ( )[cos ng +sin 2n N}

La liaison avec la TFD est donnée par [9] :
1 .
X (k) = 5 [Xup (k) + Xyp (N =1 k) = j(Xpp (k) = Xp (N -1 -K))]  (3.36)

La transformée en cosinus discrete est utilis€ée en compression de I’'informa-
tique, notamment en traitement d’images. En effet, elle fournit pour les signaux
d’images une approximation de la transformation propre, qui permet de représen-
ter un signal par le minimum de composantes.

Ce pouvoir de compression provient du fait qu’elle élimine les discontinuités
de bord de la TFD mentionnées au paragraphe 2.1, car elle correspond a la TFD
d’une suite symétrisée. Pour pouvoir effectuer cette symétrisation avant d’appli-
quer la TFD, il faut éviter d’avoir une valeur a I'indice zéro, ce qui est obtenu en
prenant la suite u (n) telle que:

u?p)=0 ; 0sp<2N-1
u@p+1)=u(@N-2p-1)=x(p) ; 0sp=sN-1

La TFD d’ordre 4N de la suite u (n) conduit, apres simplifications, a I’expres-
sion (3.32).
3.3.4 La transformée en cosinus discréte a 2 dimensions

La transformée en cosinus discréte a deux dimensions (TCD-2D) est définie, pour
un ensemble de N x N données réelles, par les équations :

de(kpe(k) 5" TS

X (ky, ky) = N2 nlzzo nzzox(n]’nZ)
2(2n + Dk, 2n(2n, +1) k,
cos N cos AN (3.37)
et:
N-1 N-1

x(ny, ny) = k2:0 k2:0 e (k) e(ky) X(ky, ky)

2n(2n, + 1)k1> (2n(2n2+ 1)k2)
cos (T cos | ——
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avece :

e(k) = pour k=0

5=

e(k)y=1 pour k # 0.
Cette transformée est séparable et peut étre calculée de la maniere suivante :

2 N1 2n(2n, + 1)k
X (ky, ky) = N e(k,) &, cos %

2 NSt 2n(2n, + 1)k
[ﬁ e(k,) nlzj() x(ny, n,) cos #]

Ainsi la transformée & deux dimensions se calcule en utilisant 2N fois I’algo-
rithme correspondant a la transformée TCD & une dimension et le nombre de mul-
tiplications réelles a effectuer est de ’ordre de N2 log 2 (N). En fait, cette valeur peut
étre atteinte, notamment en faisant appel & un algorithme basé sur la réduction

N
d'une TCD d’ordre N a deux TCD d’ordre > [10]. Il est méme possible d’atteindre

3 . . e
la valeur T NZ2log 2 (N) en n’utilisant pas la propriété de séparatibilité de la TCD-2D
mais en étendant a deux dimensions le principe d’entrelacement par décomposi-

N N
tion de I’ensemble des N x N données en ensembles de 5 %5 données [11].
Appliquée a une image, la TCD-2D fait apparaitre les fréquences spatiales.
Par exemple, pour une ligne verticale définie par :
1 .
N b

x(n,n)=0; n =0

x(ny, ny) = n =0

les valeurs transformées X(k,, k,) s’annulent pour k, = 0. On vérifie également
qu’une diagonale constante est transformée en une diagonale constante, la matrice
unité est un élément propre de la transformation.

3.4 TRANSFORMEE AVEC RECOUVREMENT

La fonction de filtrage de la TFD peut étre améliorée en considérant des transfor-
mées effectuées sur des blocs de données qui se recouvrent [12].

Soit un bloc de données de longueur 2M, double de ’ordre M de la transfor-
mée. Au temps n, le bloc de données traitées est représenté par un ensemble de
2vecteurs a M éléments désignés par X,(n) et X,(n) comme le montre la figure 3.4.
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temps n + 1

- | -
Xl(n & 1) Xz(n+ _)
Xy (n) X5 (n)
temps n

Fig.3.4. Recouvrement des blocs de données

Au temps (n + 1), le bloc de données comporte la moitié des données du bloc
précédent, c’est-a-dire que X,(n + 1) = X,(n).

La transformée avec recouvrement permet de restituer les vecteurs X, (n) et
X,(n). Sa matrice comporte 2M lignes et M colonnes et elle correspond aux opéra-
tions suivantes, sur deux blocs consécutifs :

et:

ou A et B sont deux matrices carrées de c6té M.
Si I’on considere maintenant les opérations :

Y,(n) .
[Yz(”) ] -

on obtient :

= [B'AX,(n) + BBX,(n) + AAX,(n + 1) + ABX,(n + 1)]

_ X(n)
U, = [A, B] {xz o ]
(3.38)
B X (n+1)
U.=[A. B] {Xz(n + 1)]
AT [Yim+1)] A
[B’]Ul’ [Yz(n+1)]_[B’]U2 (3:39)
1
7 [Ya(m) + Yy(n +1)]
! (3.40)

|

Pour retrouver les données d’origine a la fin du temps (n + 1), c’est-a-dire

1
X,(n) = 7 [Y,(n) + Y, (n + 1)], il faut que les conditions suivantes soient vérifiées :

B/A=AB=0

1

S[BB + AA] =1y, (3.41)
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Par exemple, ces conditions sont vérifiées si les éléments de la matrice [A, B]
de la transformée sont tels que :

o=t e o+ 25 )5

avec : O0sn=s=2M-1; 0sksM-1let

. 1\ =
h(n) =-sin (n + E)N

En fait, on a obtenu un banc de M filtres orthogonaux et les termes 4(n) sont
les coefficients du filtre prototype qui, dans ’exemple est un filtre passe-bas dont la
réponse en fréquence, donnée au paragraphe 5.8, est plus sélective que celle du
filtre de la TFD.

En compression d’image, les transformées avec recouvrement produisent un
lissage et permettent de réduire les effets dits de blocage.

3.5 AUTRES ALGORITHMES DE CALCUL RAPIDE

Les algorithmes de TFR constituent une technique pour calculer une TFD d’ordre
N avec un nombre de multiplications de I’ordre de N log 2(N). Dans les para-
graphes précédents, il a ét€ montré que ces algorithmes ont une structure relative-
ment simple et offrent suffisamment de souplesse pour qu’une bonne adaptation
aux contraintes d’exploitation et aux caractéristiques technologiques puisse étre
aisément atteinte, d’ou leur grand intérét pratique.

Cependant ils ne constituent pas la seule méthode de calcul rapide de la TFD
et 'on peut élaborer des algorithmes qui nécessitent, tout au moins dans certains
cas, un temps de calcul moindre ou un nombre de multiplications plus faible, ou
qui sont applicables quel que soit 'ordre N et pas obligatoirement une puissance
de deux.

Une premicre approche consiste a remplacer les multiplications complexes,
coliteuses en circuits ou en temps de machine, par un ensemble d’opérations plus
faciles a mettre en ceuvre. La référence [13] décrit une technique qui utilise une
caractéristique de la TFD mentionnée au paragraphe 2.4.1, le fait que les opéra-
tions de multiplication par les coefficients Wk, correspondent a des rotations de
phase. La technique dite CORDIC (calcul numérique a rotation des coordonnées)
permet de réaliser ces rotations par un enchainement d’opérations simples : pour

. . 0 R
faire tourner un vecteur (x, y) d’un angle 6 avec la précision —, on opeére une
on
suite de n rotations élémentaires d’angles d6; tels que tg d0, =2-favecO0<i<n-1
JT n z ~ e 2 . . .
et— = <0< ok Les coordonnées x; et y; du vecteur a l'itération i conduisent aux

2
coordonnées a I'itération i + 1 par les relations :
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X;,1=X;+signe [0;].y,2"¢

Yio1=y;—signe [0;].x,27" (3.42)

0,,,=0;,—signe [0,].d0,

La fonction signe [6,] est le signe de 6, et on prend 6, = — 0. Ces opérations ne com-
portent que des additions avec décalages, elles peuvent étre plus avantageuses que
la multiplication complexe de méme précision.

Le calcul d’'une TFD d’ordre N avec un volume de multiplications qui soit de
lordre de N, au lieu de N log 2(N), peut étre obtenu par une factorisation de la
matrice Ty d’un type particulier. En effet la matrice Ty peut se décomposer en un
produit de trois facteurs :

Ty = By\CyAN

ol Ay est une matrice de dimension J x N, avec J entier, Cy est une matrice diago-
nale de dimension J et By une matrice de dimension N x J. La particularité de
cette factorisation réside dans le fait que les éléments des matrices Ay et By sont 0,
1 ou — 1. Dans ces conditions le calcul demande J multiplications. Par exemple la
multiplication complexe se met sous cette forme :

0 0 1 1
-b 1 -1 0 a
[Z a]:[l 0 1] 0 a+b 0 ||0 1
0 0 a-b 1 0
ce qui permet de 'effectuer avec 3 multiplications réelles seulement comme indi-

qué au paragraphe 2.7. Cette décomposition est évidente pour J = N2, par exemple
pour N = 3, il vient :

1 100
_ 1 (0] - -010_
1 001
111000000 1 100
T,=1]000111000 w 010
000000111 W? 001
1 100
(0] w2 010
W 001

Avec certaines valeurs de N faibles, il existe des factorisations telles que J soit de
I'ordre de N, alors il en est de méme du nombre de multiplications. Pour générali-
ser cette propriété et mettre en évidence une factorisation de Ty convenable il faut
opérer une permutation des données avant et apres transformation. Par exemple,
pour N =12, en posant :



100 3 o Autres algorithmes de calcul rapide de la TFR

- X0 = - X) =

X, X,

X, X,

X, X,

X, X,

X7 Xl

r_ XlO r_ XlO
X'= X, et x'= X,
X8 XS

Xll XS

XZ XZ

XS Xll

et en faisant appel aux produits de Kronecker de matrices, on vérifie que :
X'=(T; ® T,)x'
De méme, si N se décompose en L facteurs premiers entre eux :
N=N_.N,_,...N;
On peut montrer que :
X'=(Ty, ®Ty, ,® ... & Ty)x' (3.43)

En utilisant la factorisation définie précédemment pour les matrices Ty, et les pro-
priétés algébriques des produits de Kronecker, il vient :

X'=(By, ® By, , ® ... ® By) (Cy, ® Cy, , ® ... Cy,)
(Ay, ® Ay, | ® ... ® Ay)x’

Ce résultat définit un type d’algorithme appelé algorithme de Winograd.

Il apparait clairement que 1’algorithme d’ordre N se déduit des algorithmes
d’ordre N; avec 1 < i < L; d’ou I'importance des algorithmes a faible nombre de
multiplications pour les petites valeurs de N. La référence [14] donne des algo-
rithmes pour N=2,3,4,5,7, 8,9, 16, ol le nombre de multiplications est de ’ordre
de N, comme le montre le tableau 3.2. Dans la colonne des multiplications, les
chiffres entre parentheses donnent le nombre de multiplications par des coeffi-
cients différents de 1. De plus ces multiplications sont des multiplications com-
plexes qui correspondent a deux multiplications réelles. Le nombre d’additions est
comparable a celui des algorithmes de TFR.

Les algorithmes pour les faibles valeurs de N sont obtenus en calculant la
Transformée de Fourier comme un ensemble de corrélations :

N-1
X, = 21 (x,—x)Wrm: k=1,...,N-1
iy



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

3.5 Autres algorithmes de calcul rapide 101

Tableau 3.2. — NOMBRE D’OPERATIONS DANS LES ALGORITHMES
DE WINOGRAD D’ORDRE N FAIBLE.

deOI;C}E;D Multiplications Additions
B 2 (0) 2
3 3 6
4 4 (0) 8
3 6 (5 17
7 9 (8 36
8 8 (2) 26
9 11 (10) 44
16 18 (10) 74

et en utilisant les propriétés algébriques de ’ensemble des exposants de W, définis
modulo N.
Par exemple, pour N = 4, ’enchainement des opérations est le suivant :
t =Xy + Xy, b, =X, + X5
my=1.(t; +t,), my=1.(¢4; -1,
my=1.(xg—x,), mz=j(x;—x3)
Xo=my
X =m, + my
Xy =m
Xy =my—my
Pour N =8:
H=Xy+ Xy bL=Xy+Xe bL3=X+Xs,
=X —Xs, ls=X3+X; lg=2X3—Xq

L=t +l, Ig=b+1,

my=1.(t; +ty), my=1.(t; - 1),
my=1.(t; -1, my=1.(xy—xy),

T .
m4:cos<z).(t4—t6), ms=j(t;-1s),

. .. (T
mg = . (x; - Xg), my=jsin| 7 Aty + 1),
Sy =M+ My, S,=M3—Ny, S3=Mg+MmM,; S,=Mg—n,
Xo=my, Xi=81+85 Xo=m,+ms, X;3=5,—-5
Xy=my, Xs=8,+584, Xg=my,—ms;, X;=5 -5
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Finalement les algorithmes de Winograd apportent une réduction du volume
de calcul, qui peut étre importante, par rapport aux algorithmes de TFR. Il en est
de méme pour d’autres algorithmes, comme ceux qui consistent a utiliser les trans-
formées polynomiales [15].

Ces techniques peuvent apparaitre intéressantes dans certaines applications,
mais il faut bien noter qu’elles peuvent conduire a une plus grande capacité de
mémoire et a un enchainement plus compliqué des opérations, se traduisant par un
accroissement du volume de matériel de I'unité de commande du systeme ou de la
taille des mémoires de programme.

Une autre voie séduisante dans la recherche de ’optimisation du traitement et
des machines, est celle qui fait appel aux transformations algébriques.

3.6 TRANSFORMEE DE FOURIER BINAIRE - HADAMARD

La transformée de Fourier discrete et ses variantes nécessitent une quantité de cal-
culs qui peut étre jugée excessive pour certaines applications, certains traitements
d’images en temps réel par exemple. Alors, on peut faire appel a des transformées
ayant des propriétés comparables, mais sans multiplications, comme la transfor-
mée dite de Fourier binaire ou Hadamard [16].

La transformée de Hadamard d’ordre N=2M est définie par la matrice Hy qui se
déduit de la TFD d’ordre 2, T,, par produits de Kronecker:

HZ:TZ:“ _11];H4:T2®T2: 11 1 1 q;
1 -1 1 -1
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
Hy=T, ® Hy, (3.44)

C’est une transformée réelle, symétrique et orthogonale:

1 H =1,
N

Les algorithmes rapides sont les mémes que pour la TFR, avec les croisillons
mais sans les multiplications. Sur le plan du filtrage, le banc de filtres obtenu est
beaucoup moins sélectif que celui de la TFD, car les fonctions élémentaires com-
portent une fréquence et des harmoniques. Par exemple, la figure 3.5 représente le
module de la transformée de Fourier de la ligne 31 de la matrice Hg,.
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Fig.3.5. Spectre du code 31/64 de Hadamard

Les matrices de Hadamard trouvent un domaine d’application important en
radiocommunications mobiles, car les éléments sont utilisés comme codes d’étale-
ment dans les systemes basés sur I’étalement de spectre.

3.7 LES TRANSFORMATIONS ALGEBRIQUES

La transformation de Fourier conduit a faire des opérations arithmétiques dans le
corps des nombres complexes; les machines qui réalisent ces opérations utilisent
généralement des représentations binaires qui sont des approximations des don-
nées et des coefficients. La précision des calculs est fonction du nombre de bits dis-
ponible dans la machine.

En fait une machine a B bits effectue des opérations sur 'ensemble a 2B éléments
des entiers : 0, 1, ..., 2B — 1. Dans cet ensemble les lois d’addition et multiplication
habituelles ne peuvent étre respectées, il faut introduire le décalage et la troncation qui
entralnent des approximations dans les calculs, comme indiqué au paragraphe 2.3.

La premiere condition a remplir pour que les calculs soient exacts dans un
ensemble E est que le produit ou la somme de deux éléments de 1’ensemble E
appartiennent a cet ensemble. Cette condition est vérifiée dans ’ensemble des
entiers 0, 1, ..., M — 1 si les calculs sont faits modulo M. En choisissant convenable-
ment le module M il est possible de définir des transformations ayant des proprié-
tés comparables a celles de la TFD et permettant le calcul de convolutions sans
erreur avec des algorithmes de calcul rapide.



104 3 o Autres algorithmes de calcul rapide de la TFR

La définition de telles transformations repose sur les propriétés algébriques
des entiers modulo M, pour certains choix de M; on peut les désigner par transfor-
mations algébriques.

Le choix du module M est régi par les considérations suivantes :

a) Simplicité des calculs dans une arithmétique modulo.

Dans son principe, une arithmétique modulo implique une division par le module
M. Cette division est triviale pour M = 2; elle est tres simple pour M = 2" + 1, car il
suffit pour obtenir le résultat d’ajouter une retenue (arithmétique en complément
a un) ou de la soustraire.

b) Le module doit étre suffisamment grand.

Le résultat de la convolution doit pouvoir étre représenté sans ambiguité dans
I’arithmétique modulo M. Par exemple, une convolution a 32 termes avec des don-
nées a 12 bits et des coefficients a 8 bits impose M > 22,

¢) Propriétés algébriques convenables.

L’ensemble des entiers modulo M doit présenter des propriétés algébriques
permettant de définir des transformations comparables a la TFD.

Dr’abord il doit exister dans cet ensemble des éléments périodiques, pour que
I’on puisse élaborer des algorithmes de calcul rapide; il faut disposer d’un élément
a tel que :

aN=1

On peut alors définir une transformation par I’expression :

N-1
X (k) = 20 x(n) ok (3. 45)
Pour que la Transformation inverse, définie par I’expression :
N-1
x(n)=N-1 kzo X (k) o~k (3. 46)

existe, il faut d’abord que N et les puissances de o posseédent des inverses.
On démontre que N a un inverse modulo M si N et M sont premiers entre eux.
L’élément o doit étre premier avec M et d’ordre N, c¢’est-a-dire que aN = 1.
L’existence de la transformation inverse implique de plus une condition sur
les af, c’est-a-dire que :

N-1 . .
: . 8()=1 si i=0moduloN
ik —

2, =No (i) avec 5()=0 si i# 0moduloN

Cette condition se traduit par le fait que les éléments (1 — o) doivent posséder
un inverse. On démontre que I'’ensemble des conditions pour I’existence d’une trans-
formation et de son inverse se ramene a la condition suivante : pour tout facteur pre-
mier P de M, il faut que N divise P — 1. Ainsi, si M est premier, N doit diviser M — 1.

Des algorithmes de calcul rapide peuvent étre élaborés si N est un nombre
composite, en particulier si N est une puissance de 2; ces algorithmes sont sem-
blables a ceux de la TFR.
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Dr’autre part, les calculs a faire dans la transformation se trouvent considéra-
blement simplifiés dans le cas particulier ol a = 2.
Finalement un choix du module M tres intéressant est le suivant :

M=22"+1

quand M est premier. Ces nombres sont les nombres de Fermat.
Une transformation algébrique basée sur les nombres de Fermat est définie
comme suit :

Module M =22m + 1
Ordre de la Transformée : N =2m+1
— Transformée directe :

N-1
X (k) = n§0 x(n)2mk

Transformée inverse :

N-1
*(m =) kgo X(k)2-"k avec t=2m*l-m-1

Exemple :m=3,2m=8 M=257,N=16,1t=12.

Cette transformation permet de calculer des convolutions de nombres réels,
comme la Transformation de Fourier Discrete, mais avec les avantages suivants :

— Le résultat est obtenu sans approximation.
— Les opérations portent sur des nombres réels.

— Le calcul de la transformée et de son inverse ne nécessite aucune multiplica-
tion. Seules restent les multiplications dans 1’espace transformé.

Cependant, cette technique présente des limitations importantes. Les calculs
étant exacts, le module M doit étre suffisamment grand, ce qui conduit a des
nombres de grande longueur.

Les relations entre les parametres M et N données ci-dessus, imposent que les

. . . N .
calculs soient faits avec un nombre de bits B de I'ordre de 5 c’est-a-dire que le

nombre de termes de la convolution est approximativement le double du nombre
de bits des données dans le calcul. L’application se trouve par suite restreinte aux
convolutions comportant peu de termes.

Le domaine d’application des transformations algébriques peut &tre élargi en
faisant appel a d’autres nombres que les nombres de Fermat, ou encore en traitant
les convolutions a grands nombres de termes comme des convolutions a deux
dimensions [17]. La référence [18] décrit un exemple de réalisation.

Les transformations algébriques sont utilisées en codage correcteur d’erreur,
notamment pour les Codes de Reed-Solomon.
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EXERCICES

1 Effectuer le produit de Kronecker A ® I, de la matrice A telle que :
ay ap
A= |: dy ay, ]

par la matrice unité I; de dimension 3.
Effectuer le produit I; ® A et le comparer au précédent.

2 En prenant des matrices carrées de dimension 2, vérifier les propriétés des produits
de Kronecker des matrices données au paragraphe 3.1.

3 Ecrire la factorisation de la matrice de la TED d’ordre 64 en base 2, en base 4 et en
base 8, selon la procédure donnée au paragraphe 3.2.

4 En utilisant I’entrelacement temporel, factoriser la matrice de la TFD d’ordre 12.
Quel est le nombre minimum de multiplications et additions nécessaire? Ecrire le pro-
gramme de calcul.

5 Factoriser la matrice de la TFD d’ordre 16 en base 2, dans les deux cas suivants :

— les données se présentent en entrée et sortie dans I’ordre naturel,

— les étages de calcul sont identiques.

Donner, dans le dernier cas, un schéma de réalisation en utilisant comme mémoires,
des registres a décalage.

6 Soit a calculer une Transformée de Fourier Discrete d’ordre 16 portant sur des don-
nées réelles.

Ecrire I'algorithme qui utilise une TFD d’ordre 8, pour ce calcul.

Ecrire I’algorithme basé sur la TFD impaire.

Comparer ces algorithmes et les nombres d’opérations.

7 Soit a calculer une TFD d’ordre 12, en utilisant une factorisation du type donné au
paragraphe 3.6 et avec les permutations indiquées pour les données.
Evaluer le nombre d’opérations et le comparer aux valeurs trouvées dans 1’exercice 4.

8 Pour effectuer la convolution circulaire des deux suites : x = (2, — 2, 1, 0) et
h = (1, 2,0, 0), on utilise une transformée algébrique de module M = 17 et de coefficient
a=4.

Comme N = 4, vérifier que oN = 1. Ecrire la matrice de la transformation et de la trans-
formation inverse. Vérifier que le résultat cherché est la suite y = (2, 2, - 3, 2).



Chapitre 4

Les systemes linéaires discrets
invariants dans le temps

Les systemes linéaires discrets invariants dans le temps (LIT) constituent un
domaine treés important du traitement numérique du signal, qui est celui des filtres
numériques a coefficients fixes. Ces systémes se caractérisent par le fait que leur
fonctionnement est régi par une équation de convolution. L’analyse de leurs pro-
priétés se fait a I’aide de la Transformation en Z, qui joue pour les systemes dis-
crets le méme role que la transformée de Laplace ou de Fourier pour les systemes
continus. Dans le présent chapitre les éléments les plus utiles pour I’étude de tels
systémes sont introduits brievement. En complément on peut se reporter aux réfé-
rences [1,2, 3,4, 5].

4.1 DEFINITION ET PROPRIETES

Un systeme discret est un systéme qui convertit une suite de données d’entrée x (n)
en une suite de sortie y (n). Il est linéaire si la suite x,(n) + ax,(n) est convertie en
la suite y,(n) + ay,(n). Il est invariant dans le temps si la suite x (n — n,) est conver-
tie en la suite y (n — n,) quel que soit n, entier.
Soit u,(n) la suite unitaire représentée sur la figure 4.1. et définie par :
uy(n)=1 pour n=0

4.1)
uy(n)=0 pour n#0

Toute suite x(n) peut se décomposer en une somme de suites unitaires convena-
blement décalées :

©

x(n)= X x(muy(n-m) 4.2)

=—o0



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

4.1 Définition et propriétés 109

ug(n)
)1
. ] -

O ¢
2

Fic. 4.1.  Suites unitaires

D’autre part soit 4 (n) la suite qui constitue la réponse du systeme a la suite uni-
taire u,(n). A la suite u,(n — m) correspond la réponse 4 (n — m) en raison de I'in-
variance temporelle. La linéarité entraine alors la relation suivante :

y(n)= % x(m)h(n-m)= ;,,: h(m)x(n—m)=h(n)=x(n) (4.3)

C’est I’équation de convolution qui caractérise le systeme linéaire invariant dans le
temps (LIT). Un tel systeme est donc completement défini par la donnée de la
suite & (n), qui est appelée réponse impulsionnelle du systeme.

Ce systeme possede la propriété de causalité si la sortie a I'indice n = n, ne
dépend que des entrées aux indices n < n,,. Cette propriété implique que A (n) =0
pour n < 0, et la sortie est donnée par :

y(n) = mi;o h(m) x (n — m) (4.4)

Un systeme LIT est stable si a toute entrée d’amplitude bornée correspond une
sortie bornée. Une condition nécessaire et suffisante de stabilité est donnée par
I'inégalité :

3 Jh(m)| <= (4.5)

Pour montrer que la condition est nécessaire il suffit d’appliquer au systéeme la
suite d’entrée x (n) telle que :

x(n)=+1 si h(n)=0
-1 si h(n) <0

Il vient alors pour n =0:

»(0)= 2 [h(m)

Si I'inégalité (4.5) n’est pas vérifiée, y(0) n’est pas borné et le systeme n’est
pas stable.
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Si la suite d’entrée est bornée, c’est-a-dire :
lx(n)] <M pour tout n
alors il vient :

[yl = S )l e -m)| < M S 1 (m)

Si I’égalité (4.5) est vérifiée, alors y (n) est borné; la condition est suffisante.
En particulier le systéme LIT défini par la réponse suivante :

h(m)=am™ avec m=0

est stable pour |a| < 1.
Les caractéristiques des systemes LIT sont étudiées a 1’aide de la transforma-
tion en Z.

4.2 LA TRANSFORMATION EN Z

La transformée en Z, X(Z) de la suite x (n) est définie par la relation suivante :

o0

X@Z)= 3 x(mz" (4.6)

Z est une variable complexe et la fonction X(Z) posseéde un domaine de conver-
gence qui en général est un anneau centré sur ’origine, de rayons R1 et R2. C’est-
a-dire que X(Z) est défini pour R1 < |Z| < R2. Les valeurs R1 et R2 dépendent de
la suite x (n). Si la suite x (n) représente la suite des échantillons d’un signal préle-
vés avec la période T, la transformée de Fourier de cette suite s’écrit :

S(f)= 3 x(myen

Ainsi, pour Z = ¢ /%7 la transformée en Z de la suite x (n) coincide avec sa
transformée de Fourier. C’est-a-dire que I’analyse d’un systeme discret peut se
faire avec la transformée en Z et, pour connaitre la réponse en fréquence, il suffit
de remplacer Z par e /2T,

Cette transformée posséde une transformée inverse. Soit I' un contour fermé
contenant tous les points singuliers, ou pdles, de X(Z) ainsi que l'origine; on peut
écrire :

o

Zm-1X(Z)= ¥ x(n)Zm-1-r=x(m)Z'+ X Zm1-"x(n)
n o n#m

et d’apres le théoreme des résidus :

1
x(m) = 2 L Zm-1X(Z2)dZ 4.7)
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1
Par exemple si X(Z) = T 71" on obtient par application directe de ’équation
_p -

ci-dessus :
x(n)=p" pour n=0
x(n)=0 pour n<0

De méme a X(Z) définie par :

X(2)= igl 1-pZ-!

correspond la suite x (n) telle que :
N
x(n) = ‘21 a;p? pour n=0
x(n)=0 pour n<0

Une condition de stabilité apparait tres simplement en observant que la suite
x (n) est bornée si, et seulement si |p,| < 1 pour 1 <i < N, c’est-a-dire que les pdles
de X(Z) sont a 'intérieur du cercle unité.

Dans ces exemples, les termes de la suite x(n) peuvent aussi étre obtenus
directement par développement en série. Quand X(Z) est une fraction rationnelle
une méthode trés simple pour obtenir les premiéres valeurs de la suite x(n)
consiste a faire une division de polyndmes. Par exemple pour :

142Z'+Z2+273

X2 =177 8z72+122°>

la division directe donne :

X(Z)=1+3Z1+12Z2+25Z3 + ...

x(0)=1; x(1)=3; x(2)=12; x(3)=25

La transformation en Z possede la propriété de linéarité. D’autre part la transfor-
mée en Z de la suite retardée x (n — n,) s’écrit :

X,,(Z) =2 X(Z) (4.8)

Ces deux propriétés sont utilisées pour calculer la transformée en Z, Y(Z), de
la suite y(n) obtenue en sortie d’un systeme linéaire discret, par convolution des
suites x (n) et h(n) qui ont pour transformées X(Z) et H(Z).

En calculant la transformée en Z des deux membres de I’équation de convolu-
tion (4.3) :

y(n)= 2 h(m)x(n-m)
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il vient :

Y(2)= Z h(m) 2" X(Z) = H(Z).X(2) (4.9)

Par suite la transformée en Z d’un produit de convolution est le produit des trans-
formées. La fonction H(Z) est appelée fonction de transfert en Z du systeme LIT
considéré.

La transformée en Z du produit de deux suites x; (n) = x; (n).x, (n) est la fonc-
tion X, (Z) définie par :

1 V4
- Z)
X;5(2) = 27 Jr X, (v) X2< ” )v dv (4.10)
Le contour d’intégration est a 'intérieur du domaine de convergence des fonctions

X, (v)etX, (%)

L’application aux suites causales amene a introduire la transformation en Z
monolatérale.
La transformation en Z monolatérale de la suite x (n) s’écrit :

X(Z) = io x(n) Z @4.11)

Les propriétés sont les mémes que celles de la transformation définie par la
relation (4.6), sauf pour les suites retardées. En effet la transformée de la suite x (n
- ng) s’écrit :

X, (Z) = gox(n—nO)Z‘"=Z‘”0.X(Z)+ glx(—n)Z‘(”ﬂ‘”) (4.12)

L’intérét de cette transformation est de prendre en compte les conditions ini-
tiales et de faire apparaitre les régimes transitoires dans 1’étude de la réponse d’un
systétme. D’autre part elle permet de déterminer a partir de X(Z) les valeurs
extrémes de la suite x (n). La valeur initiale x (0) s’écrit :

x(0) = lim X(Z) (4.13)

et la valeur finale, obtenue en calculant la transformée de la suite x(n + 1) — x(n) :

x () = Zliin1 (Z-1)X(2) = }LIIll (1- z7HX(2) (4.14)

Pour des développements plus importants sur la transformation en Z et ses
applications, on peut se reporter a la référence [6].

Les résultats ci-dessus s’appliquent au calcul de la puissance des signaux dis-
crets.
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4.3 ENERGIE ET PUISSANCE DES SIGNAUX DISCRETS

Soit a calculer I'énergie E du signal représenté par la suite x(n), dont la
Transformée en Z s’écrit X(Z). Par définition :

oo

E= = k(P

La suite x;(n) définie par :
x3(n) =[x (n)|?

peut étre considérée comme le produit de deux suites, x, (n) et x, (n) telles que :
x(n) =x(n); x,(n)=x(n)

La transformée X, (Z) se calcule a partir des fonctions X, (Z) et X, (Z) a I’aide de
la formule (4.10) donnée au paragraphe précédent pour la transformée en Z du
produit de deux suites. L’évaluation au point Z = 1 conduit a la relation :

X0 3 koo | X 0% () ¢

1%

SiT est le cercle unité,

1 _ .
> =y et par suite :

©

x(1)=x0= 3 TmE-Xm

et comme alors v = /2%, il vient :

1

[

E= 3 k=, X af (4.15)

n=-ow

C’est la relation de Bessel-Parseval donnée au paragraphe 1.1.1 qui exprime la
conservation de I’énergie pour les signaux discrets : I’énergie du signal est égale a
I’énergie contenue dans son spectre.

Les calculs ci-dessus font apparaitre une expression utile pour la norme [|X]|,
de la fonction X(f); en effet, par définition :

1

IXI3= [, XL af

2
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Il vient :

1
XIi= 537 | X@)x@H S (@16

Si X(Z) est une fonction holomorphe de la variable complexe dans un
domaine contenant le cercle unité, I'intégrale se calcule par la méthode des résidus
et fournit directement la valeur de ||X||, qui est aussi la norme L, du signal discret

x(n).

Soit maintenant a calculer I'énergie E, du signal y (n) en sortie du systeme LIT
de réponse impulsionnelle % (n) auquel est appliqué le signal x (n).

Le signal x (n) est d’abord supposé déterministe. D’apres la relation (4.15), on
peut écrire, en posant w =2 f:

1on
y=ﬁJ [Y(er)? do

— T

La relation (4.9) fournit directement le résultat suivant :
1 (= , A
By= gz | HEEX(Em)Rdo @17)

Ces résultats s’étendent aux signaux aléatoires.

4.4 FILTRAGE DES SIGNAUX ALEATOIRES

Si le signal x(n) est aléatoire et possede un moment d’ordre 1, E[x(n)], on peut
calculer ’espérance de la sortie y (n) du systeme LIT. Il vient :

E[y(n)] = % h(m) E[x(n-m)] (4.18)

Si I’espérance de x (n) est stationnaire, il en est de méme de celle de y (n), pourvu
que le systéme soit stable, c’est-a-dire qu’il vérifie la relation (4.5).

Pour un signal x (n) stationnaire d’ordre deux, de fonction d’autocorrélation
7. (1), on peut calculer la fonction d’autocorrélation r,, (n) de la sortie du systeme
LIT. D’aprés I’expression de définition (1.58),on a :

) =Ely () y(-m] = 2 hm).Ex(i-m) y(i-n)]
En faisant apparaitre la fonction de corrélation r,, (n) entre x(n) et y (n) :
ro(n) =E[x (@) y(i-n)] (4.19)

il vient :

ryy(n) = > h(m) ry(m—m)=h(n)*r,(n) (4.20)
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Puis :

ry(m) = 2 h(m) Efx (i) x(i-n—m)] = h(=n) *r.(n)

Finalement, on obtient le résultat suivant :

Tyy (n)y=hn)=h(=n)=r, (n) (4.21)
Alors, entre les transformées en Z, @, (z) et @, (Z) il existe la relation :
@, (Z)=H(Z).H(Z"). 2, (2) (4.22)

Cette expression peut constituer une approche plus commode que (4.21) pour cal-
culer par transformation inverse la fonction d’autocorrélation du signal de sortie.
Avec la transformée de Fourier, il vient :

1

)= 3 | HER @, () e do (423)

En particulier, ’énergie du signal de sortie s’écrit :
1 (= , ,
B =0 52 | HEPo @0 @29
C’est I’équivalent de la relation (4.17) pour les signaux aléatoires.

Il arrive que le signal x (n) puisse étre assimilé & un bruit blanc de variance o2.
Alors la variance o7 du signal de sortie y (1), est donnée par :

o2 (= :
o2 = o an [H(e/®)|2 dw (4.25)
ou encore en utilisant I’égalité (4.15) :

o= 03.[%: hz(n)} (4.26)

Ces résultats, d’un grand intérét pratique, sont souvent utilisés par la suite, par
exemple pour ’évaluation des puissances de bruit de calcul dans les filtres.

4.5 SYSTEMES DEFINIS
PAR UNE EQUATION AUX DIFFERENCES

Les systemes LIT, les plus intéressants sont les systémes ou les suites d’entrée et
sortie sont liées par une équation aux différences linéaire a coefficients constants.
En effet d’'une part ils correspondent a des réalisations simples et d’autre part ils
constituent une excellente modélisation de nombreux systemes naturels.
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Un systeme de ce type d’ordre N est défini par la relation suivante :

N N
y(n) = Eo ax(n—i)- lgl b,y(n—i) (4.27)

En appliquant la transformation en Z aux deux membres de cette équation, et
en désignant par Y(Z) et X(Z) les transformés des suites y (n) et x (n), on obtient :

Y(Z) = EO a, 27 X(Z) - %0 b,Z-'Y(Z) (4.28)
soit :
Y(Z)=H(Z) X(Z)
avec:

ag+a,Z 1+ ... +ayZN
1+b,Z7 1+ ...+ byZN

H(Z) = (4.29)

La fonction de transfert du systeme H(Z) est une fraction rationnelle. Les g; et
b; sont les coefficients du systéme ; certains coefficients peuvent étre nuls, ce qui est
le cas par exemple quand les deux sommations de 1’expression (4.27) portent sur
des nombres de termes différents. Pour faire apparaitre la réponse en fréquence, il
suffit de remplacer dans H(Z), la variable Z par e/2"/.

La fonction H(Z) s’écrit sous forme d’un quotient de deux polynémes N(Z)
et D(Z) de degré N et qui possedent N racines Z, et P, respectivement avec
l<sisN.

En mettant en évidence ces racines, une autre expression de H(Z) apparait :

N
Nz ~Ha-zzY

1

H(Z) =5 2 =%~ (4.30)
I_Il (1-P,Z
ol a, est un facteur d’échelle; on peut écrire :
N
H(z-2z)
H(Z) = ay (4.31)
I1(z-p)

i=1

Dans le plan complexe, Z est I’affixe d’un point courant M, P,et Z. (1 < i < N)
sont les affixes des poles et des zéros de la fonction H(Z). On peut écrire :

Z-Z.=MZ,.ef et Z-P,=MP,. e/
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et par suite la fonction de transfert s’exprime aussi par :

N
N MZ S 60
1 . (el_ l)
H(Z) = a, Ill MP, el s (4.32)
Il en résulte une interprétation graphique dans le plan complexe. La réponse
en fréquence du systeme est obtenue quand le point courant M parcourt le cercle
unité. La figure 4.2 représente le cas d’un systeéme d’ordre N = 2.

J
4 Chl

Zq M

Fic. 4.2. Interprétation graphique P !

d’une fonction de transfert. o
R, I
X 2

2y

Le module de la réponse en fréquence est ainsi égal au quotient du produit
des distances du point courant M aux zéros Z, par le produit des distances de M
aux poles P;; la phase est ¢gale a la différence entre la somme des angles que font
les vecteurs P,M avec I'axe réel et la somme des angles que font les vecteurs ZM
avec I’axe réel, pour suivre la convention prise au chapitre 1.

Cette interprétation graphique est trés utilisée en pratique car elle offre une
visualisation tres simple de la forme de la réponse en fréquence d’un systeme.

En fait, ’analyse d’un systéme par sa réponse en fréquence correspond a un
fonctionnement en régime permanent; elle est suffisante dans la mesure ou les
phénomenes transitoires peuvent étre négligés. Si ce n’est pas le cas il faut intro-
duire les conditions initiales, traduisant par exemple ’état d’un équipement et le
contenu de ses mémoires a la mise sous tension.

Soit a étudier pour les valeurs de I'indice n = 0, le comportement du systeme
défini par I’équation (4.27) auquel est appliqué la suite x (n), nulle pour n < 0. La
suite y (n) est completement déterminée si les valeurs y(— i) avec 1 < i < N sont
connues. Ces valeurs correspondent aux conditions initiales, et pour les introduire
il faut faire appel a la transformation en Z monolatérale.

La transformation en Z monolatérale est appliquée aux deux membres de
I’équation (4.27), en supposant que I’entrée x(n) est un signal causal, c’est-a-dire
que x(n) = 0 pour n < 0. Compte tenu de la relation (4.12) qui donne la transfor-
mée Y/(Z) de la suite retardée y (n—1i) :

Y(2)=7Z7.Y(Z) + él y(=n) Z-G-n
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il vient :

N N N i
Y2)= £ aZ'X(Z)~ £ bZY(Z)~ T b T y(-n)Zn

Oou encore
N i
S b, 2 y(-n)z-0n
Y(2) =H(Z) X(Z) - =" (4.33)
1+2 b2

i=1

La réponse du systeme a l'indice n, y(n), est obtenue par développement en
série ou transformation inverse.

11 faut noter que les valeurs y (- i) représentent I’état d’un systeme a la mise
en fonctionnement seulement si ce systtme n’a en mémoire que des nombres de la
suite de sortie. En fait il utilise souvent d’autres variables internes qui peuvent étre
introduites dans I’analyse en vue d’une généralisation et pour faire apparaitre
d’autres aspects touchant en particulier a la réalisation des matériels.

4.6 ANALYSE PAR LES VARIABLES D’ETAT

L’état d’un systeme d’ordre N a I'instant n est défini par un ensemble d’au moins N
variables internes représentées par un vecteur U(n) appelé vecteur d’état. Son
fonctionnement est régi par les relations entre ce vecteur d’état et les signaux d’en-
trée et sortie. Le fonctionnement d’un systéme linéaire auquel est appliquée la
suite d’entrée x (n) et qui fournit la suite de sortie y(n) est caractérisé en théorie
des systeémes par le couple de relations suivantes, appelées équations d’état [7] :

Ur+1)=A.U()+B.x(n)
y(n)  =CLUn) +d.x(n) (4.34)
A est appelée matrice du systeme, B la commande, C le vecteur d’observation et d
le coefficient de transition. La suite x (n) est I'innovation et y(n) ’observation. La
justification de ces dénominations, qui ont leur origine en automatique, apparait
dans la suite, en particulier aux chapitres 7 et 13.

La matrice A est une matrice carrée de dimension N, B et C des vecteurs de
dimension N.

L’état du systeme a l'instant n est obtenu a partir de I’état initial a I'instant
z€ro par I’équation :

n

U =A"U@0) + = A" 'B.x(i-1) (4.35)
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Par suite le comportement d’un tel systeme dépend des puissances successives de
la matrice A.

La fonction de transfert en Z du systeme est obtenue en prenant la transfor-
mée en Z des équations d’état (4.34). Il vient :

(Z1- A) U(Z) = BX(Z)
Y(Z) = C'U(Z) + dX(Z)

avec I matrice unité de dimension N; par suite :
H(Z)=C!{(ZI-A)"'B+d (4.36)

Les poles de la fonction de transfert ainsi obtenue sont les valeurs de Z
qui annulent le déterminant de la matrice (ZI — A), c’est-a-dire les racines du
polyndme caractéristique de A. Par conséquent, les pdles de la fonction de trans-
fert du systeme sont les valeurs propres de la matrice A, qui doivent rester en
module inférieures a I'unité pour que la stabilité soit assurée. Ce résultat est en
concordance avec ’équation de fonctionnement du systeme (4.35); en effet, en
diago-nalisant la matrice A, on voit que c’est la condition pour que le vecteur
U(n) = A".U(0) tende vers zéro quand n tend vers linfini, situation qui corres-
pond a I’évolution libre du systéme a partir d’un état initial U(0).

L’examen de la fonction de transfert du systeme (4.36) montre par ailleurs
que, quand un systeme est spécifié par la relation d’entrée-sortie, il existe une cer-
taine latitude dans le choix des parametres d’état; en effet, seules les valeurs
propres de la matrice A sont imposées, et la matrice du systeme peut étre rempla-
cée par une matrice semblable A’ = M-! AM, ot M est une matrice inversible, qui
a les mémes valeurs propres. Alors pour conserver la méme suite de sortie, d’apres
(4.35) il faut :

A'=M-1AM; C'=C'.M; B'=M-B.

La matrice A peut aussi étre remplacée par sa transposée A’; alors le systeme
est décrit par un systeme d’équations dual de (4.34), correspondant au vecteur
d’état V(n) tel que :

V(in+1)=A.V(n)+C.x(n)

y(n)  =B.V(n)+d.x(n) (4.37)

Cette représentation d’état fournit un autre mode de réalisation du systeme.

Les résultats obtenus dans ce paragraphe sont utilisés par la suite pour étudier
certaines propriétés et pour faire apparaitre des structures de réalisation de sys-
temes LIT.

Une étude approfondie va étre faite dans les chapitres suivants pour deux
types de systemes LIT définis par une équation aux différences, les filtres numé-
riques a réponse impulsionnelle finie et infinie.
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EXERCICES

1 Soit un systeme LIT dont la réponse impulsionnelle / (1) est telle que :
h(n)=1, 0=sn=<3
h(n)=0, n<0 et n>3.

Calculer la réponse y (n) a la suite x () telle que :
x(n)=a", avec a=0,7 pour 0<n<5

x(n)=0 ailleurs.
Réponse a la suite :
2nn
x(n) =cos —5 ) Ppour 0sn<7

x(n)=0 ailleurs.

2 Montrer que la Transformée en Z de la suite causale x (n) définie par :

x(n)=nTe-*T pour n=0

x(n)=0 pour n<0
a pour expression :
X(Z) Te-4T 7-1
- (1—e-aT Z-1)2
Calculer les transformées inverses de In (Z - a), m et établir les condi-

tions sur a et b pour que la suite obtenue converge.
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3 Calculer la Transformée en Z de la réponse impulsionnelle

sin [(n + 1) 0]

hm=r" —Gey

h(n)=0

n=0
n<o0

Quel est le domaine de convergence de la fonction obtenue ? Placer ses poles et zéros dans
le plan des Z.

4 Soit un systéme LIT dont la fonction de transfert H(Z) s’écrit :

H(Z) =

1-1,6Z-1+092Z72-2

et auquel est appliqué un signal a spectre uniforme et de puissance unité. Calculer la puis-
sance du signal en sortie du systeme et donner la répartition spectrale.

5 Utiliser la Transformation en Z monolatérale pour calculer la réponse du systéme
défini par I’équation aux différences :

y(n)=x(n)+y(n-1)-08y(n-2)

avec les conditions initiales y (— 1) = a et y (- 2) = b a la suite x (n) définie par :
x(n)=e" pour n=0
x(n)=0 pour n<0

Mettre en évidence la réponse due aux conditions initiales et la réponse en régime perma-
nent.



Chapitre 5

Les filtres
a réponse impulsionnelle finie (RIF)

Les filtres numériques a réponse impulsionnelle finie (RIF) sont des systemes
linéaires discrets invariants dans le temps définis par une équation selon laquelle
un nombre de sortie, représentant un échantillon du signal filtré, est obtenu par
sommation pondérée d’un ensemble fini de nombres d’entrée, représentant les
échantillons du signal a filtrer. Les coefficients de la sommation pondérée consti-
tuent la réponse impulsionnelle du filtre et un ensemble fini d’entre eux seulement
prennent des valeurs non nulles. Ce filtre est du type «a mémoire finie», c’est-a-
dire qu’il détermine sa sortie en fonction d’informations d’entrée d’ancienneté
limitée. Il est fréquemment désigné par filtre non récursif, en raison de sa struc-
ture, car il ne nécessite pas de boucle de réaction dans sa réalisation, comme c’est
le cas pour une autre catégorie de filtres, celle des filtres a réponse impulsionnelle
infinie.

Les propriétés des filtres RIF vont étre mises en évidence sur deux exemples
simples.

5.1 PRESENTATION DES FILTRES RIF

Soit un signal x(¢) représenté par ses échantillons x(nT), prélevés a la fré-
1 . . o . .
quence f, = T et soit a déterminer I'incidence sur le spectre de ce signal de ’opé-

ration qui consiste & remplacer la suite x (nT) par la suite y (nT) définie par la rela-
tion :

y(nT)=12[x(nT) +x((n-1) T)] (5.1)
Cette suite est aussi celle qui est obtenue par échantillonnage du signal y (¢) tel que :
y(@)=12[x (@) +x(t-T)]
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Si Y(f) et X(f) désignent les transformées de Fourier des signaux y(z) et x(z), il
vient :

Y(f) = 12 X(f) (1 + e>0T)
L’opération étudiée correspond a la fonction de transfert
H(f) = Y(/)/X(f)
telle que :
H(f) = e7™fT cos (nfT) (5.2)

C’est une opération de filtrage appelée filtrage en cosinusoide, qui conserve la
composante continue et élimine la composante a la fréquence f,/2, comme il est
aisé de le vérifier directement.

Dans I’expression de H(f) le terme complexe e~/*T caractérise un retard

=5 qui est le temps de propagation du signal a travers le filtre.

La réponse impulsionnelle /4 (¢) qui correspond au filtre de fonction de trans-
fert [H(f)| s’écrit :

no=12[s(t+ 3 )+8 (- 5 |

La figure 5.1 représente les caractéristiques du filtre.

[H(£)] )
. 1
1 [}
: |
i I
1 L -
~fer2 0 fes2 fe f
h{t)
(]
1 o T t
2 2

Fic.5.1. Le filtrage en cosinusoide

Une autre opération simple est celle qui associe a la suite des x (nT) la suite
des y (nT') définie par :

y(nT)=14[x(nT)+2x[(n-1DT]+x[(n-2)T]] (5.3)
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Comme la précédente, elle conserve la composante a la fréquence zéro et élimine
celle a f,/2. Elle correspond a la fonction de transfert :

H(f) =1/4 (1 + 271221 4 12721 = ¢=1272fT 1/2 (1 + cos 2 f T) (5.4)

Le filtre obtenu est dit en cosinusoide surélevée; son temps de propagation est
t=T;a|H(f)| correspond la réponse impulsionnelle 4 (¢) telle que :

h(t)=1/48(+T)+125(f) + 1/43(t~T).

[H(f)]

-y

Fic. 5.2.  Filtre en cosinusoide surélevée

Ce filtre est un passe-bas plus sélectif que le précédent et il apparait claire-
ment que pour obtenir une fonction de filtrage plus sélective encore il suffit d’aug-
menter le nombre de termes de la suite x (nT) sur lesquels porte la sommation
pondérée.

Ces deux exemples ont permis de faire apparaitre les caractéristiques sui-
vantes des filtres RIF :

— La suite d’entrée x (n) et la suite de sortie y (n) sont reliées par une équation
du type suivant qui constitue la relation de définition :

N-1
y(n) = igo a;x(n—1i) (5.5)

Le filtre ainsi défini comporte un nombre N fini de coefficients a;; considéré
comme un systéme discret, il a pour réponse a la suite unitaire la suite /(i) telle
que :

h(i)=a; si 0<is<N-1
h(@)=0 ailleurs.

C’est-a-dire que la réponse impulsionnelle est simplement la suite des coeffi-
cients.
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— La fonction de transfert du filtre s’écrit :

N-1
H(f): ‘20 aie*fZTEfiT (56)

ou encore, exprimée en fonction de la variable Z :

N-1
H(Z)= 2 aZ (5.7)

— La fonction H(f), réponse en fréquence du filtre, est une fonction pério-
1
dique, de période f, = T Les coefficients ¢;(0 < i < N - 1) constituent le déve-

loppement en série de Fourier de cette fonction.
La relation de Bessel-Parseval énoncée au paragraphe 1.1.1 permet d’écrire :

N-1

S la=7 [ B ar 69)
=0 ! _fe 0 ’

L

— Si les coefficients sont symétriques, la fonction de transfert peut se mettre
sous la forme d’un produit de deux termes dont I'un est une fonction réelle et
I’autre un nombre complexe de module 1 représentant un temps de propagation t
constant et égal a un multiple entier de la demi-période d’échantillonnage. Un tel
filtre est dit a phase linéaire.

5.2 FONCTIONS DE TRANSFERT REALISABLES
ET FILTRES A PHASE LINEAIRE

Un filtre numérique traitant des nombres qui représentent les échantillons du
signal prélevés avec la période T, a une réponse en fréquence périodique et de

1
période f, = T Par suite cette fonction H(f) est développable en série de Fourier :

o

H(f)= X a,e /T (5.9)
avec
1 (£ .
o= L H(f) e-i2xT df (5.10)

Les coefficients a,, du développement sont a une constante pres les échan-
tillons prélevés avec la période T de la transformée de Fourier de la fonction H(f),
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prise sur un intervalle de fréquence de largeur f,. Comme ils constituent la réponse
impulsionnelle, la condition de stabilité du filtre donnée par la relation (4.5)
implique que les a,, tendent vers zéro quand » tend vers 'infini. Par suite la fonc-
tion H(f), peut étre approchée par un développement limité & un nombre fini de
termes :

L
H(f)= 3 a,e? " =H(f)

ou K et L sont des entiers finis; 'approximation est d’autant meilleure que ces
nombres sont plus grands.

La propriété de causalité, qui traduit le fait que dans un filtre réel la sortie ne
peut précéder I'entrée dans le temps, implique que la réponse impulsionnelle / (n)
soit nulle pour n < 0. D’apres les relations (5.5) et (5.6), si le filtre est causal, alors
L=0etil vient:

K
H (= % e

Il en résulte que toute fonction de filtrage numérique stable et causale peut
étre approchée par la fonction de transfert d’un filtre RIF.

Le filtrage a phase linéaire correspond, pour la réponse en fréquence, a 'ex-
pression suivante :

H(f) =R(f) e7#® (5.11)

ol R(f) est une fonction réelle ot la phase @(f) est une fonction linéaire :
¢ (f) = @y + 2nft; T est une constante donnant le temps de propagation a travers le
filtre.

Il faut bien noter que cette condition ne correspond pas, en toute rigueur, a
une linéarité de la phase. En effet, les changements de signe de R(f) amenent des
discontinuités de & sur la phase; celle-ci peut se décomposer en une composante
discrete et une composante continue, a laquelle la condition ci-dessus impose la
linéarité. Cependant, par extension, les filtres étudiés sont dits a phase linéaire.

La réponse impulsionnelle d’un tel filtre s’écrit :

h(t) = e-i J T R(f) -0 af (5.12)

En supposant d’abord ¢, nul et en décomposant la fonction réelle R(f) en une
partie paire P (f) et une partie impaire 1(f), il vient :

h(t+7)= ZJ P(f) cos 2nft) df + ZjJ 1(f) sin 2 ft) df
0 0
SiT’on impose a la fonction 4 (¢) d’étre réelle, il vient :

h(t+t):2r P(f) cos (2 fr) df



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

5.2 Fonctions de transfert réalisables 127

Cette relation montre que la réponse impulsionnelle est symétrique par rap-
port au point ¢ =t de ’axe des temps, c’est-a-dire que les coefficients du filtre doi-
vent €tre symétriques. Deux configurations se présentent alors, suivant que le
nombre de coefficients N est pair ou impair.

e N =2P + 1:le filtre a un temps de propagation t = PT. La fonction de trans-
fert s’écrit :

H(f) = e~i2xfPT [ho +2 %1 h; cos (2nfiT)] (5.13)

1
e N =2P: le filtre a comme temps de propagation t = (P - E)T La fonction

de transfert s’écrit :

H(f) = eﬂmf(l’* )T 2 (él h. cos (2nf<i— %)T]) (5.14)

Les h;, coefficients du filtre, constituent la réponse du filtre numérique a la
suite unitaire. En négligeant les repliements de spectre, ils peuvent aussi étre consi-
dérés comme les échantillons, prélevés avec la période T, de la réponse impulsion-
nelle continue /4 (¢) du filtre qui a la méme réponse en fréquence que le filtre numé-

1
rique dans l'intervalle <— 7T ﬁ)’ mais sans la périodicité sur ’axe des fré-

quences. L’illustration est fournie par les figures 5.3 et 5.4 pour les cas ol N est
impair et pair, respectivement.

h(t) h(t)
1 e |
: ’ \ .
A [ H h_x
P S N e Tt
1 1] ( i \ N Y7 0 F TSR
‘e (2P+1) T - e 2PT _:
Fic. 5.3. Filtre symétrique avec N impair Fic. 5.4.  Filtre symétrique avec N pair

Ces filtres font intervenir dans leur réponse en fréquence la fonction paire
P(f). Avec des coefficients réels on peut aussi obtenir une réponse en fréquence
qui corresponde a la partie impaire de R (f), la fonction I(f).

Comme la fonction 4 (¢) doit étre réelle, cette catégorie de filtres a pour fonc-
tion de transfert :

H() =-je e 1(f) =e” 3 e 1))

Au déphasage proportionnel a la fréquence s’ajoute un déphasage fixe

T
9= 5 qui fait correspondre a un signal, le signal en quadrature. Cette possibilité
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est intéressante dans certains types de modulation et est examinée ultérieurement.
La réponse impulsionnelle est nulle au point ¢ = T et antisymétrique par rapport a ce
point de I’axe des temps. Les configurations, suivant que le nombre de coefficients N
est impair ou pair, sont représentées sur les figures 5.5 et 5.6 respectivement.

e N =2P +1:le filtre a un temps de propagation t = PT

P
H(f) =-je/?t/*2 '21 h;sin 2rfiT) (5.15)
. 1
e N =2P:lefiltre a un temps de propagation t = (P ~5 T

H(f) =—je 7%/t 2 ié h; sin [an(i - %) T] (5.16)

Comme #, = 0, la fonction de transfert a la méme expression dans les deux cas.

h(t)

Al -— -

Y___

I
|
2P+1)T L 2PT
b} s

Fic. 5.5.  Filtre antisymétrique N impair FiG. 5.6. Filtre antisymétrique N pair

Il est aisé de concevoir que des déphasages fixes, autres que ¢, = 0 et
T .
Q= 5 peuvent étre obtenus avec des filtres a coefficients complexes.

Le calcul des coefficients des filtres RIF va d’abord étre étudié avec I’hypo-
these de la phase linéaire, qui correspond a I’essentiel des applications et lorsque
les spécifications sont données sur la réponse en fréquence.

5.3 CALCUL DES COEFFICIENTS
PAR DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER
POUR DES SPECIFICATIONS EN FREQUENCE

Les spécifications en fréquence correspondent a la donnée d’un gabarit.

Pour un filtre passe-bas on impose par exemple a la valeur absolue de la fonc-
tion de transfert d’approcher la valeur 1 avec la précision §,, dans la bande de fré-
quence (0, f) dite bande passante et la valeur 0 avec la précision d,, dans la bande
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( 5 %), dite bande affaiblie. Le gabarit correspondant est représenté sur la figure

5.7. L'intervalle Af = f, — f, est appelé bande de transition et la raideur de coupure
désigne le parametre R, tel que :

fi+th
R =777 5.17
=206 F) (5.17)
Ampl.A
V4 8y - - A
1-8 - 77777777
V7
82-— _______ —é - 1 / / A :
0 f, f, f9 f

Fi1.5.7. Gabarit de filtre passe-bas

Une méthode tres simple pour obtenir les coefficients #; consiste a développer
en série de Fourier la fonction périodique H(f) a approcher; il vient alors :

e o f
he [ e T

Dans le cas du filtre passe-bas correspondant au gabarit de la figure 5.7, la
relation (1.5) conduit a :

. fith
L _hth T 5.18)
' fo m’f1+f2 .
fe

Le tableau donné en annexe I du chapitre I peut ainsi étre utilisé pour four-
nir une premiere estimation des valeurs des coefficients d’un filtre RIF dont, en
fait, les valeurs optimisées calculées par la suite, s’écartent généralement assez
peu.

Pour que le filtre soit réalisable il faut limiter & N le nombre de coefficients.
Cette opération revient a multiplier la réponse impulsionnelle /4 (f) par une fenétre
temporelle g () telle que :

-NT
g(®=1 pour st<
g(® =0 ailleurs.
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La transformée de Fourier de cette fonction s’écrit en appliquant (1.10) :

sin (nfNT)

G(f) =NT </NT

(5.19)

La figure 5.8 montre ces fonctions.
Le filtre réel, a nombre limité N de coefficients, a pour fonction de transfert
Hg (f), le produit de convolution suivant :

Ho()=| B G- ar

La limitation du nombre de coefficients introduit des ondulations et limite la
raideur de coupure du filtre comme le montre la figure 5.9, qui correspond au cas
ou le filtre a réaliser est un passe-bas idéal de fréquence de coupure f.,.

g(t” H(f) 4

|
|z
pary
y
F
4
pur]
""V
m!’

2 2 - fe 0 fe
G(f)
NT He(f) 4
4
1/~ NS N\

/\/ |
0 1 f DG, H L i
NT -t 0 £t

FiG. 5.8. Fenétre rectangulaire Fi16.5.9. Incidence de la limitation

du nombre de coefficients

Les ondulations dépendent de celles de la fonction G(f) et, pour les réduire,
il suffit de choisir comme fenétre temporelle une fonction dont le spectre pré-
sente moins d’ondulations que celui de la fenétre rectangulaire ci-dessus. C’est
la situation exposée au paragraphe 2.4.2 pour ’analyse spectrale et on peut utili-
ser les mémes fonctions, par exemple la fenétre de Hamming définie comme suit :

g() =0,54 + 0,46 cos 2nt/NT) pour |t| < NT/2
§(=0 pour |t| > NT/2

La contrepartie de la réduction des ondulations en bandes passante et affai-
blie est un élargissement de la bande de transition.
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La fonction qui présente les ondulations les plus faibles pour une largeur don-
née du lobe principal, est la fonction dite de Dolf-Tchebycheff :

cos [K cos~! (Z, cos nx)]
ch [K ch1(Z,)]

G(x) = pour x,<x<1-x,

ch [K ch~! (Z, cos mx)] (5.20)

ch [K ch-1(Z)]

G(x) =

pour 0=sx=yx,

et l-xy<x=<1

1
avec x, = — cos! (7), K est un nombre entier et Z, un parametre. Cette fonc-
0

tion, que montre la figure 5.10, présente un lobe principal de largeur B, tel que :

2 1
B=2.x,= - cos~! (7)
0

et des lobes secondaires d’amplitude constante égale a :

1
A= @Keh (Zy)

|G(x)|l
1

xy

Fi6.5.10.  Fonction de Dolf-Tchebycheff

Elle est périodique et sa transformée de Fourier inverse est constituée d’un
ensemble de K + 1 valeurs discretes non nulles, utilisées pour pondérer les coef-
ficients du développement en série de Fourier de la fonction de filtrage a appro-
cher.

Exemple

Soit a calculer les coefficients d’un filtre passe-bas de fréquence d’échantillon-
nage f, = 1, fréquence de coupure f, = 0,25, bande de transition Af = 0,115 et com-
portant N = 17 coefficients.
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La fonction de Dolf-Tchebycheff correspondante a pour parametres K = 16
et Z,tel que :

2 1
2x, = - cos! (7) = Af.
0

1
Cette valeur correspond a des ondulations d’amplitude A = m

dont la valeur a été prise a A =0,1. La transformée de Fourier inverse g(¢) de cette
fonction se compose de 17 valeurs discrétes non nulles qui sont données sur la
figure 5.11, a un facteur d’échelle pres.

t 8 =1
9(t) g, =0,987

g, = 0,948
g, = 0,887

Tt

" g5 = 0,904

Fic. 5.11.  Coefficients de pondération d’une fenétre de Dolf-Tchebycheff

Ces valeurs constituent les coefficients de pondération de la réponse impul-
sionnelle /4 (¢) du filtre passe-bas idéal, donné a la figure 5.12.

h(t)A ho=05

h, =0318
hy=0
hy=-0,106
hy=0
hy=0,064
hy=0

h, =—0,045
hg=0

Fic. 5.12.  Réponse impulsionnelle du filtre idéal

Le filtre obtenu a pour coefficients les valeurs a; = g;. h; soit :

a,= 0,5 a, =0

a,= 03141  a5=0,0451

a,= 0 ag=0

a, =-0,0941 a, =-0,0224
ag=0

La fonction de transfert est donnée par la figure 5.13.
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H(t) A

1,025
14
0,975

P
P~

y ":\\\\_,/’/?
i 0125 0,25 0,375 05

3

Fic. 5.13.  Fonction de transfert du filtre réel

Il convient de remarquer que si les ondulations de la fonction G(x) sont d’am-
plitude constante il n’en est plus de méme des ondulations du filtre obtenu qui
décroissent en amplitude quand on s’éloigne de la bande de transition. D’autre
part les ondulations en bandes passante et affaiblie, sont les mémes.

Ainsi, la technique du développement en série de Fourier de la fonction a
approcher conduit a une détermination simple des coefficients du filtre mais elle
implique deux limitations importantes :

— les ondulations du filtre sont égales en bandes passante et affaiblie,

— l’amplitude des ondulations n’est pas constante.

La premiere des limitations peut étre levée par une méthode qui garde la sim-
plicité du calcul direct, la méthode des moindres carrés. De plus, elle correspond
précisément aux objectifs a atteindre dans un certain nombre d’applications.

5.4 CALCUL DES COEFFICIENTS
PAR LA METHODE DES MOINDRES CARRES

Soit a calculer les N coefficients /; d’un filtre RIF de mani¢re a ce que la fonction de
transfert approche une fonction donnée suivant un critere des moindres carrés.

Le calcul peut se faire directement a partir de la relation entre les coefficients et
la réponse en fréquence, comme exposé au paragraphe 5.16 pour un filtre & deux
dimensions. Cependant, il peut étre avantageux, notamment pour la précision des cal-
culs dans le cas d’'un nombre important de coefficients, de procéder dans le domaine
des fréquences et en partant d’'une solution approchée. De plus, cette méthode est
générale et s’applique aux fonctions-colit non quadratiques, par itération; une telle
approche peut s’utiliser pour le calcul des coefficients des filtres RII par exemple.

La Transformée de Fourier Discréte appliquée a la suite /;, avec (0 <i<N-1),

fournit une suite H, telle que :
N-1 o
> he’N (5.21)
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L’ensemble des H,, 0 < k < N — 1, constitue un échantillonnage de la réponse
en fréquence du filtre avec le pas %
Réciproquement les coefficients 4; sont liés a I’ensemble des H, par la relation :
N- ik

1 .
= 2 H /N (5.22)

Par suite, le probleme du calcul des N coefficients est équivalent au probleme
de la détermination de la réponse en fréquence du filtre en N points de I'intervalle
(0, £,). La fonction H(f) est ensuite obtenue par la formule d’interpolation qui

k
exprime le produit de convolution de la suite d’échantillons H, & (f N ﬁ) par la

transformée de Fourier de la fenétre rectangulaire échantillonnée, calculée au

paragraphe 2.4.
k
. sin {nN (7]: - ﬁ)]

N
H(f) = ,E‘o H N sin [Tﬂ (fi-%ﬂ

On peut remarquer que cette expression constitue un autre type de dévelop-
pement en série de la fonction H(f), a nombre limité de termes.

La fonction a approcher D(f) étant donnée, une premiere possibilité consiste
a choisir les H tels que :

(5.23)

k
Hk:D(ﬁ.fe) pour 0<k=<N-1
C’est la méthode dite de I’échantillonnage en fréquence.

La fonction de transfert du filtre H(f), obtenue par interpolation, présente des
ondulations en bandes passante et affaiblie, comme le montre la figure 5.14.

H(f) 4

9

'
!
P A P ainind
|
[}

0 fy fp~—" forz t

Fic. 5.14. Fonction de transfert interpolée
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L’écart entre cette fonction et celle qui est donnée représente une erreur
e(f) = H(f) - D(f) qu’il est possible de minimiser au sens des moindres carrés. La
procédure commence par une évaluation de l’erreur quadratique E qui est la
norme L, de la fonction d’écart. A cet effet la réponse H(f) est échantillonnée
avec un pas de fréquence A inférieur a %, de fagon a apparaitre les valeurs inter-
polées, par exemple :

fe
NL

La fonction e (f) est calculée aux fréquences multiples de A.
En général dans I’évaluation de I’erreur quadratique E une partie seulement

A= avec L entier supérieur a 1.

de la bande (0, %) est a prendre en compte : pour un filtre passe-bas ce peut étre

la bande passante, la bande affaiblie ou I’ensemble des deux. Pour exposer le prin-
cipe du calcul on suppose que la minimisation porte sur la bande passante (0, f;)
d’un passe-bas; il vient dans cette hypothese :

E = Nil e2<n L) avec ENL<N = ﬁNL+1
B NL fe ¢k
De plus il est souvent utile d’affecter un coefficient de pondération P,(n) a
I’élément d’erreur d’indice #, afin de pouvoir modeler la réponse en fréquence; on
obtient alors :
N, -1

E= Z Pz(n)ez<

f Ny-1
= 2 2
NL) ’EO Pi(n) 2 (n) (5.24)

La fonction erreur étant obtenue a partir de la formule d’interpolation (5.23),
Ierreur quadratique E est fonction de ’ensemble des H, avec 0 < k <N -1 et est
exprimée par : E(H). Si I'on donne a ces échantillons de la réponse en fréquence
des accroissements AH,, on obtient une nouvelle valeur de ’erreur quadratique
qui s’exprime par 1’égalité :

N-1
EMH+AH)=EH > oE AH
( + )_ ( )+ =0 3Hk k+
1 N-1 N-1 2B

)

= —— AH, AH 5.25
2 K=o 1§0 oH,oH, (5:2)

Compte tenu de la relation de définition de E, et de la relation d’interpolation
(5.23) il vient :
NO

oE _ 2 de(n)
I =2 HZ P%(n) e(n) o,
’E N,-1 de(n) de(n)

oH, oH, =2 2 Pi(n) “gH, - oH,
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Ces équations s’écrivent sous une forme matricielle; soit A la matrice a N
lignes et N, colonnes telles que :

dyo aoq s ANy-1)0

A = al 0 al 1 con a(N07 1) 1 avec ai[ = 66 (])
: : : oH,
QyN-1) dGN-1) - AN-1)(Ny-1)

Soit P, la matrice diagonale d’ordre N, dont les éléments sont les coefficients
de pondération P, (n); il vient :

[ 9E ] —2AP2 [e(n)] (5.26)
2
L’ensemble des termes 9 EH constitue une matrice carrée d’ordre N
J
telle que : S
2
_PE AP A (5.27)
oH, oH,

La condition pour que E (H + AH) soit le minimum de la fonction est que toutes

ses dérivées par rapport aux H, (0 < k& < N - 1) s’annulent en ce point. Or :
9 E &' 9E  OE
— EH+AH)= — + X = . __ AH,
oH, oH, =0 9H, oH,

La condition des moindres carrés s’écrit alors :
AP [e(n)] + AP} A'[AH] =0 (5.28)

Dans ces conditions, les accroissements AH, (0 < k < N - 1) qui permettent
de passer des valeurs initiales des échantillons de la réponse en fréquence, aux
valeurs optimales forment un vecteur colonne qui s’écrit :

[AH] = - [AP} Af]-1 AP% [e(n)] (5.29)
Finalement le calcul des coefficients du filtre par ’approche proposée pour la
méthode des moindres carrés demande les opérations suivantes :
1. Echantillonner la fonction a approcher en N points pour obtenir N
nombres H, (0 <k <N-1).

2. Dans la bande de fréquences oll ’erreur doit étre minimisée, interpoler la
réponse entre les H, pour obtenir N, nombres e(n) (0 < n < N, - 1) qui représen-
tent I’écart entre la réponse du filtre et la fonction a approcher.

3. En fonction des contraintes de I’approximation déterminer N, coefficients
de pondération P, (n).
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4. Calculer a I’aide de I’équation d’interpolation les éléments de la matrice A.
5. Résoudre I’équation matricielle qui donne les AH,.

6. Opérer sur I’ensemble des nombres (H, + AH,) avec 0 < k < N -1 une
transformation de Fourier inverse pour obtenir les coefficients du filtre.

Les coefficients de pondération P,(n) permettent, par exemple, d’obtenir des
ondulations en bandes passantes et affaiblies qui soient dans un rapport donné ou
encore d’'imposer a la réponse en fréquence de passer par un point particulier;
cette derniere condition peut aussi étre prise en compte par la réduction d’une
unité du nombre de degrés de liberté, ce qui est plus élégant mais plus compliqué a
programmer.

La mise en ceuvre de la procédure de calcul ne présente pas de difficultés par-
ticulieres; elle permet de calculer un filtre d’'une maniere directe. Cependant le
filtre obtenu a des ondulations qui n’ont pas une amplitude constante; or c’est un
objectif qui se rencontre fréquemment. Pour I’atteindre il faut faire appel a une
technique itérative.

Si I'inversion de matrice de la relation 5.29 est délicate ou impossible, il est
possible d’atteindre I'optimum en remplacant cette matrice par une constante
faible et en itérant le processus, c’est I’algorithme du gradient.

5.5 CALCUL DES COEFFICIENTS PAR TFD

Une premiére approche itérative consiste a utiliser la Transformation de Fourier
Discrete, qui se calcule efficacement par un algorithme rapide.

Soit a calculer un filtre a phase linéaire a N coefficients et satisfaisant au gaba-
rit de la figure 5.7. On va utiliser une transformée de Fourier Discrete d’ordre N
avec Ny = 10 N.

La procédure consiste a prendre des valeurs initiales pour les coefficients, par
exemple les termes h; donnés par (5.18), pour - P < i < P, si N = 2P + 1. Cet
ensemble de N valeurs est complété symétriquement par des z€ros pour obtenir un
ensemble de N, valeurs réelles, symétriques par rapport a I’origine.

Ensuite, un calcul de TFD donne la réponse H(f) en N, points de 1’axe des
fréquences. On peut écrire :

H(f)=H,, (f) + E(f)

ou H,,(f) est la réponse idéale et E(f) I’écart par rapport a cette réponse. On
effectue alors un écrétage de I’écart E (f), c’est-a-dire que 1’on remplace H(f) par
la fonction G(f) telle que :

G(f) =Hy (/) +EL(f) si H(f)>Hy(f)+EL(f)

G(f)=H,, (f)-EL(f) si H(f) <Hy(f)-EL(f)
ol E| (f) représente la limite de I’écart donnée par le gabarit, par exemple 9, ou d,
pour le filtre passe-bas de la figure 5.7.
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Un calcul de TFD inverse donne N, termes dont on conserve les N valeurs qui
encadrent ’origine, en annulant les autres. Puis, la procédure recommence, en pre-
nant la TFD des N, valeurs ainsi obtenues.

En désignant par J(k) la somme des carrés des N, — N termes annulés dans le
domaine temporel a 'itération k, on obtient une fonction décroissante si les spéci-
fications du filtre sont compatibles avec le nombre N de coefficients. On arréte la
procédure quand J(k) tombe au-dessous d’un seuil fixé.

En appliquant la méthode pour différents nombres de coefficients N, on peut
approcher la solution optimale et méme I’atteindre dans des cas particuliers. Tous
les types de filtres a phase linéaire peuvent se calculer ainsi.

Pour obtenir le filtre optimal, une méthode basée sur I’approximation de
Tchebycheff est utilisée.

5.6 CALCUL DES COEFFICIENTS
PAR APPROXIMATION DE TCHEBYCHEFF

Le but a atteindre est d’obtenir un filtre dont la réponse en fréquence présente des
ondulations d’amplitude constante, de maniere a approcher au mieux un gabarit,
comme celui qui est donné sur la figure 5.7 pour un passe-bas dont les ondulations
ne doivent pas dépasser I’amplitude 8, en bande passante et d, en bande affaiblie.
C’est un probléeme qui releve de ’approximation d’une fonction par un polyndome
au sens de Tchebycheff, la norme & considérer pour la fonction d’écart est la
norme L ...

D’apreés 'expression de la fonction de transfert d’un filtre RIF a phase
linéaire, le calcul des coefficients se raméne a la détermination de la fonction
Hg (f) qui s’écrit :

e

Hi (f) = l;: h;cos 2nfiT) (5.30)

quand le nombre de coefficients s’éleve a : N = 2r — 1. La technique qui va étre pré-
sentée est valable dans tous les cas, que N soit pair ou impair, que les coefficients
soient symétriques ou antisymétriques. Elle est basée sur le théoreme d’analyse
numérique suivant [1] :

Théoréme : Une condition nécessaire et suffisante pour que Hy(f) soit
I'unique et meilleure approximation au sens de Tchebycheff d’une fonction don-
née D (f) sur un sous-ensemble compact A de l'intervalle [0, 1/2], est que la fonc-
tion erreur e (f) = Hg (f) — D(f) présente au moins (r + 1) fréquences extrémales
sur A (fo, fi, - fo) tellesque e (f;) =—e(f,_) avec 1 <i<ret:

e(f)| = max |e
()] = max [e(f)

Ce résultat reste valable si une fonction de pondération P,(f) de I’erreur est

introduite.
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Le probleme se trouve ainsi ramené a la résolution du systeme de (r + 1)
équations :

Po(f) [D(f) -Hr (/)] = (-1)'d

Les inconnues sont les coefficients du filtre /#,(0 < i < r— 1) et le maximum de
la fonction erreur : d.
Sous forme matricielle en faisant apparaitre les inconnues dans un vecteur

. . 1 .
colonne et en normalisant les fréquences de maniere que f, = T= 1il vient :

D(fy) 1 cos 2nfy)... cos[2nf,(r—1)] B zfo) hy
-1
D(f]) 1 cos (an]) cos [2nf.1 (r-1)] () h.]
. . . . (_.1)r hr‘—l
L D(f,) | 1 cos(2xnf,)... cos[2nf.(r—1)] po(f) - L d

Cette équation matricielle conduit a la détermination des coefficients du filtre,
a la condition cependant que soient connues les (r + 1) fréquences extrémales f..

C’est dans la recherche des fréquences extrémales qu’intervient une procé-
dure itérative réalisée suivant un algorithme dit de Remez et dont chaque étape
comprend les phases suivantes :

— Des valeurs initiales sont affectées, ou sont disponibles pour les parametres
fi0=i=<r).

— La valeur d correspondante est calculée en résolvant le systéme d’équations,
ce qui conduit a la formule suivante :

ay,D(fy) + a;D(f)) + ... + a,D(f,)

O aaPo(fo)—ar TPy (f) + - (1) a, /Py (F))
avece .
r 1
T = ,I:I(])C cos (2nf,) — cos (2xf;)
i

— Les valeurs de la fonction Hy (f) sont interpolées entre les f;(0 < i < r)
pour calculer e (f).

— Les fréquences extrémales obtenues sont prises comme valeurs initiales
pour I’étape suivante.

La figure 5.15 montre I’évolution de la fonction erreur dans une étape du calcul.
La procédure est arrétée quand la différence entre la valeur d calculée au moyen
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des nouvelles fréquences extrémales et la valeur précédente tombe au-dessous
d’un seuil fixé a I’avance. Ce résultat est obtenu en quelques itérations dans la
grande majorité des cas.

La convergence de cette procédure est li€e au choix des valeurs initiales des
fréquences f;; pour la premiere itération, on peut prendre les fréquences extré-
males obtenues avec une autre méthode de calcul pour les coefficients du filtre, ou
méme simplement, une répartition uniforme des fréquences extrémales sur 'inter-
valle de fréquence considéré.

e(f)h

== ———A— - - - — - /+\_ —- — —eétape i+1
. | /.‘ :: etape i
ik A
N\ ¢ giv /) : LSl /A \
Lo f X [ \‘
/ |
7 \:

Fic. 5.15.  Evolution de la fonction erreur dans une étape
de lalgorithme de Remez

Comme dans la méthode des moindres carrés du paragraphe précédent, on
trouve une étape d’interpolation des valeurs de Hy (f) qui, du fait de la répartition
non uniforme des fréquences extrémales, est plus commode & réaliser en faisant
appel aux formules d’interpolation de Lagrange :

r-1
B d
k§0 (x —kxk) [D(fk) - }

Py (f)
Hg (f) = — o (531)
s _b
k=0 (x—xp)
avec:
r-1 1
By = iI:_Io Yox, et x=cos (2xf)
i*k

A la fin de la procédure d’itération, les fréquences extrémales obtenues sont
utilisées pour produire un échantillonnage a pas constant de la réponse en fré-
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quence, qui, par transformation de Fourier discrete inverse, fournit les coefficients
du filtre.

Des filtres ayant plusieurs centaines de coefficients peuvent étre calculés sui-
vant cette technique, qui s’applique aux filtres passe-bas, passe-haut et passe-
bande, avec ou sans déphasage fixe [2]. Un exemple de calcul est donné en
annexe.

5.7 RELATIONS ENTRE NOMBRE DE COEFFICIENTS
ET GABARIT DE FILTRE

Dans les techniques de calcul qui ont été exposées le nombre de coefficients N du
filtre a été supposé donné a priori. Or dans la pratique N est un parametre impor-
tant, par exemple dans les projets ou il faut évaluer la capacité de calcul nécessaire
a la mise en ceuvre d’un filtre numérique satisfaisant a un gabarit donné.

Pour un filtre passe-bas, comme indiqué sur la figure 5.7, le gabarit est donné
par 'ondulation en bandes passantes et affaiblie §, et 9,, la fréquence marquant la
fin de la bande passante f;, et la bande de transition Af = f, — f;. En analysant les
résultats du calcul d’un grand nombre de filtres avec des spécifications tres variées,
on constate qu’en premiere approximation le nombre de coefficients est proportion-

1 1
nel au logarithme de 5 et de 5 ainsi qu’au rapport de la fréquence d’échantillon-
1 2

nage fe a la bande de transition Af. Par ajustage des parametres on obtient alors
I’estimation Ne suivante pour le nombre de coefficients :

1 } fe
10.8,.9, | Af
Cette estimation particulierement simple est suffisante dans la plupart des cas ren-
contrés en pratique. Elle met bien en évidence I'importance relative des para-
metres. La bande de transition Af est le parametre le plus sensible; les ondulations
en bandes passante et affaiblie ont une contribution secondaire : par exemple
quand 9§, = 9§, = 0,01, une division par deux de 'une de ces valeurs entraine seule-
ment une augmentation de 10 % de I’ordre du filtre. De plus, il est remarquable de

constater que, selon cette évaluation, la complexité du filtre ne dépend pas de la
largeur de la bande passante.

2
Ne = 3 log [ (5.32)

Exemples

1. Le calcul d’un filtre a 39 coefficients (N = 39) a conduit aux valeurs sui-
vantes :

8, =0017; 8,=0,034; f,=0,10375;
£,=0,14375; Af=0,04

Avec ces valeurs de parametres I’estimation donne : Ne = 40.
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2. Un filtre a 160 coefficients (N = 160) a comme parametres :

8,=224.1072; §,=1,12.10%; f, =0,053125;
£,=0071875; Af=0,01875

L’estimation donne Ne = 164.
3. Un filtre a 15 coefficients (N = 15) a comme paramétres :
8, =00411; 8,=00137; f, =0,1725;
f,=0,2875; Af=0,115

L’estimation donne : Ne = 13.
Les coefficients du filtre correspondant a I’équation :

15
o= 3 axn-i)

ont pour valeur :

a; =—0,00047 = a5
a,= 0,02799 =a,,
a,= 0,02812 =q,
a,=-0,03572 =a,,
as=-0,07927 =ay,
as=0,04720 = ay,
a; = 0,30848 = qa,
ag= 0,44847

Les ondulations du filtre sont données sur la figure 5.16.

He(f) )

1,01.\_" _____ ﬂ T
1
0,36 :---M _______

A\
\Y

QU1 F~ """ TTTTmmms s SN s
- 0,01 FO _______ 0 i_1______9"3____--_.\_0%____9"5&./____9_:'5 g

Fic. 5.16. Exemple de filtre optimal a 15 coefficients

Il faut cependant noter que des écarts non négligeables peuvent apparaitre
entre la valeur N réellement nécessaire et la valeur estimée Ne, quand les limites
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de la bande de transition approchent les valeurs 0 et 0,5 ou encore quand N prend
des valeurs de quelques unités. Un ensemble de formules plus élaborées est donné
dans la référence [3].

Comme indiqué aux chapitres 7 et 10 un filtre passe-haut peut étre obtenu a
partir d’un passe-bas en inversant le signe d’un coefficient sur deux. Il s’en suit que
I’estimation (5.32) s’applique aussi aux filtres passe-haut. Quand le gabarit pré-
sente pour les bandes passante et affaiblie des plages de fréquences ou les ondula-
tions doivent étre différentes, un majorant du nombre de coefficients peut &tre
obtenu en prenant pour 9, et §, les contraintes les plus séveres en bandes passantes
et affaiblies respectivement.

Dans le cas des filtres passe-bande, il faut faire intervenir plusieurs bandes de
transition. La figure 5.17 donne le gabarit d’un tel filtre ayant deux bandes de tran-
sition Af; et Af,. L’expérience montre que le nombre de coefficients N dépend
essentiellement de la bande de transition la plus faible. Af,, = min (Af], Af;). On
peut alors appliquer ’estimation (5.32) avec Af = Af,,. Un majorant pour le nombre
de coefficients est obtenu en considérant le filtre passe-bande comme la mise en
cascade d’un filtre passe-bas et d’un passe-haut et en faisant la somme des estima-
tions.

Ampl. A

148 | Y3

1
-8 ¢ ez
(4

-+

-y

s, [0 f, f, f,  f, 105
~ Yeprrzz V7777777777
Afq Af, <

Fic. 5.17. Gabarit d’un filtre passe-bande

Exemple
Un filtre passe-bande a 32 coefficients (N = 32) présente les caractéristiques
suivantes :
8,=0,015; §,=0,0015; f,=0,1; f,=02;
f;=035; f,=0425; Af,=0,075.
L’estimation par la relation (5.32) avec Af = Af,, donne Ne = 32.

Un ensemble de formules pour I’estimation de I’ordre des filtres passe-bande
est donné dans la référence [3].
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Les formules d’estimation peuvent é&tre utilisées pour compléter le pro-
gramme de calcul des coefficients du filtre, en faisant déterminer le nombre N en
début de programme. La relation (5.32) est tres utile dans les projets, pour les éva-
luations de complexité.

Quand on observe les réponses en fréquence des filtres calculés dans la bande
de transition, on remarque qu’elles sont proches d’une cosinusoide surélevée et
d’autant plus que les ondulations en bandes passante et affaiblie sont proches. En
fait, ce type de réponse correspond aux spécifications imposées en transmission de
données avec les filtres dits de Nyquist et il représente une autre approche des
filtres RIF a phase linéaire.

5.8 FILTRE A TRANSITION EN COSINUS SURELEVE ET COSINUS
FILTRE DE NYQUIST - FILTRE DEMI-BANDE

La réponse en fréquence H(f) d’un filtre dont la bande de transition est en cosinus
surélevé est représentée a la figure 5.18.a.

H(f)
1
0.5
0 f
1,(F) A
1
0 £, o
f

Fic. 5.18.

a) réponse avec transition en cosinus surélevé,
b) impulsion en fréquence de largeur 2f,,
¢) impulsion en fréquence pour la transition.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

5.8 Filtre a transition en cosinus surélevé et cosinus 145

On vérifie qu’elle s’exprime comme le produit de convolution suivant :
nf
HOD =100+ L) g7 cos (57 ) | 539)

ou I, (f) est une impulsion de largeur 2f, et I, (f) une impulsion de largeur Af.
Dans ces conditions, la réponse impulsionnelle A(f) s’écrit comme le produit
de 2 réponses impulsionnelles i (¢) et i,(¢) données par :

) sin w2f,t
i) =2f, EE

et:
inAf 1 ’ 1
iz(t):% sin tA <t+12Af)+ sin TA ( 12Af)
ZAf(HZAf) 251 ( 2Af)

Apres simplifications, il vient :

sin2nf.t  cosm Aft
2nfr T 1-4Af2r?

h(r) = 2f. (5.34)

Le nombre total de coefficients du filtre est déterminé principalement par la
fonction i,(¢) et la largeur de son lobe principal, égale a 3/Af.
Ainsi dans un filtre 4 bande de transition en cosinus surélevé, le nombre de
coefficients peut étre estimé par :
3fe

N= 5 (5.35)

Cette estimation peut étre considérée comme une premiére approche, quand
on la compare a la relation (5.32).

Les coefficients du filtre numérique sont obtenus par échantillonnage de 4 (¢),
pour |i| < Pet N =2P + 1, soit :

| 2f, sinZn%i cosn:?—:ci
YLy Lo, 1-AAfILPE

e

(5.36)

A noter que cette expression peut étre appliquée a un filtre quelconque et
donne une estimation directe des coefficients plus précise que la relation (5.18).
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Les résultats ci-dessus se généralisent a toute bande de transition possédant la
propriété de symétrie, c’est-a-dire que:

H( ) =1-H(-p:lfl = S

Ces filtres sont a la base de la transmission numérique et on les désigne par
filtres «de Nyquist». Leur réponse impulsionnelle s’annule a tous les instants mul-
tiples de 1/2f, et, en traitement numérique, les coefficients d’indice multiple de
f.J2f. sont nuls. Un cas particulier important est celui du filtre demi-bande, dans
lequel f. = f,/4. Alors, les coefficients pairs s’annulent et, pour N = 4M + 1 coeffi-
cients, la relation d’entrée-sortie s’écrit :

1 M
y(n) = 5 [x(n—ZM) + '21 hy ([x(n=2M+2i-1)+x(n-2M-2i + 1]]
=
Pour la réponse en fréquence, il vient:
. 1 M
H(f) = e /2x2M/ 5 {1 +2 '21 hy;_ cos 2m (2i — l)f]
=

Ce filtre nécessite une quantité de calculs réduite et c’est un élément de base
du filtrage multicadence.

En transmission, la fonction de filtrage se partage entre I’émetteur et le récep-
teur et on utilise fréquemment le filtre demi-Nyquist, par exemple avec une bande
de transition en cosinus:

A

A =1 -

H”Z(f):cosn[f— (fC—A—zfﬂ/ZAf; f.- A—2f$f$fC+A—2f
A

HI)=0; [f1=f+

La réponse impulsionnelle s’écrit :

4A A 1 A
?fcos 2nt(fc + 7f> + p sin Zm(fc - 7f>
1- (4Af1)?

h2(t) = (5.37)
Comme précédemment, un filtre numérique « demi-Nyquist » peut étre obtenu

en échantillonnant cette fonction, c’est-a-dire en remplacant ¢ par i/f, dans la rela-
tion (5.37).

5.9 STRUCTURES POUR LA REALISATION DES FILTRES RIF

La mise en ceuvre des filtres RIF se fait par des circuits qui réalisent les trois opéra-
tions fondamentales que sont la mise en mémoire, la multiplication et I’addition et
qui sont agencés pour fournir, a partir de la suite des données x (n), une suite de
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sortie y(n) conformément a I’équation de définition du filtre. Aucune opération
réelle n’étant instantanée, I’équation qui est réalisée a la place de la relation (5.5)
du paragraphe 5.1 est la suivante :
N-1
y(n) = '20 ax(n-i-1) (5.38)
i=

Il faut N mémoires de données et pour chaque nombre de sortie il faut faire N
multiplications et N — 1 additions. Différents arrangements de circuits peuvent étre
envisagés pour mettre en ceuvre ces opérations [4, 5, 6].

La figure 5.19.a donne le schéma du filtre dans la structure dite directe. La trans-
position du graphe de ce schéma conduit a la structure dite transposée et représentée
sur la figure 5.19.b ot les mémes opérateurs sont agencés différemment. Cette struc-
ture amene a réaliser la multiplication de chacune des données x(n) par tous les
coefficients successivement; d’autre part les mémoires stockent des sommes par-
tielles; en effet au temps n la premieére mémoire stocke le nombre ay _,x(n), la sui-
vante : ay_;x(n —1) + ay_,x(n) et la derniére stocke la somme y(n). La différence
entre ces deux structures tient a la position des mémoires. On peut aussi envisager
une structure intermédiaire a deux mémoires par coefficient, ol les données internes
sont stockées pendant la durée T/2 dans chacune; la structure en chaine ainsi obte-
nue ne présente que des interconnexions locales.

g T T T T ---------- T
x{n)
xao\/ Xaq xaj XaN-2 XaN-1
a)  bB—t)——)-------
y(n)
xm 1 1 1
XaN_1 Xan_.2 Xan-3 Xay Xag
T T - - T -+ T —
y(n)

FiG. 5.19.  Réalisation des filtres RIF

a) structure directe,
b) structure transposée.

Dans les filtres a phase linéaire, la symétrie des coefficients peut étre exploitée
pour diviser par deux le nombre de multiplications a faire par nombre de sortie, ce
qui est trés important pour la complexité du filtre et justifie I'utilisation quasi générale
de filtres a phase linéaire. La structure correspondante est présentée sur la figure 5.20
pour la forme directe quand le nombre de coefficients est impair : N = 2P + 1.
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La complexité des circuits dépend du nombre d’opérations a faire, mais aussi
de I’ampleur de ces opérations; c’est ainsi que les termes de la multiplication doi-
vent avoir un nombre de bits aussi réduit que possible ce qui tend a diminuer la
capacité de mémoire nécessaire, tant pour les coefficients que pour les données.
Ces limitations modifient les caractéristiques de traitement.

x(n}

X2, L

Fic. 5.20.  Structure directe pour filtre a phase linéaire

5.10 LIMITATIONS DU NOMBRE DE BITS
DES COEFFICIENTS

La limitation du nombre de bits des coefficients d’un filtre entraine une altération
de la réponse en fréquence qui se traduit par la superposition d’une fonction para-
site. Les conséquences vont étre analysées dans le cas des filtres a phase linéaire.
L’extension des résultats aux filtres RIF quelconques ne présente pas de difficultés.

Soit un filtre a phase linéaire a N = 2P + 1 coefficients, dont la fonction de
transfert s’écrit d’apres le paragraphe 5.2, relation (5.13) :

P
H(f) = e-/2n/PT [ho +2 ;1 h; cos (2nfiT)]

La limitation du nombre de bits des nombres qui représentent les coefficients
se traduit par une erreur d/; (0 < i < P) sur le coefficient %, qui, dans I’hypothese
d’un arrondi avec un échelon de quantification g, est telle que :

q
oh;| = —.
’ l’ 2
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Il en résulte la superposition a la fonction H(f) d’une fonction parasite e (f)
telle que :

e(f) = e %P [6h0 +2 gpl dh; cos (2nfiT)] (5.39)

L’amplitude de cette fonction doit étre limitée, pour que la réponse du filtre
réel reste dans le gabarit imposé.
Une borne est obtenue comme suit :

P
eI = ol +2 3 Ioh leos (2x fiT)

le ()l =< g-N (5.40)

Cette borne est en général beaucoup trop grande; pour avoir une estimation
plus réaliste il faut faire appel a une estimation statistique [7].

Quand I’étude porte sur un grand nombre de filtres ayant des spécifications
variées et que l'on recherche des résultats généraux, on peut considérer les
variables 04,(0 < i < P) comme aléatoires, indépendantes et a répartition uni-

2
forme sur 'intervalle [— g, g], dans ces conditions elles ont comme variance : TR

La fonction e (f) peut étre considérée comme aléatoire également. Soit ¢, sa valeur
efficace sur 'intervalle de fréquence [0, f,], c’est-a-dire telle que :

1 (*
=1 [ lelar (541
fe Jo
En fait la fonction e (f) est une fonction périodique définie par son développe-
ment en série de Fourier et 1’égalité de Bessel-Parseval permet d’écrire, conformé-
ment a la relation (5.8) :

1 (f N-1
— 2 4f= Sh)2
| enrar= 3, o
Par suite, la variance o? de la variable aléatoire e, s’écrit :
q2

2 — 2] — i
o’=E[ef] =N. B

En faisant I’hypothese d’indépendance de la fréquence pour le moment du
second ordre et compte tenu de la relation (5.41), la variable e (f) peut étre consi-
dérée comme une variable aléatoire de variance o telle que :

q N
=14 = 5.42
°=513 (542)

Cette relation fournit une estimation de |e(f)| beaucoup plus faible que la

borne (5.40). En fait e(f), résultant d’apres (5.39) d’une somme pondérée de
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variables supposées indépendantes, peut étre assimilée a une variable gaussienne,
de moyenne nulle si la quantification est faite par arrondi, et d’écart type o. Pour
déterminer ’échelon de quantification g, on peut alors raisonner avec les inter-
valles de confiance ; par exemple la probabilité pour que |e (f)| dépasse la valeur 20
est inférieure a 5 % d’apres le tableau donné en annexe 2 au chapitre 1.

Les résultats ci-dessus vont maintenant étre utilisés pour estimer le nombre de bits
b, nécessaire dans la représentation des coefficients d’un filtre spécifié par un gabarit.

Etant donné un gabarit de filtre, soit d,, la valeur imposée par le gabarit pour
I’amplitude des ondulations; soit §, I’amplitude des ondulations du filtre avant limita-
tion du nombre de bits des coefficients. La fonction parasite e (f) doit étre telle que :

le (NI <8, -3

Le degré de confiance dans I’estimation est supérieur a 95 % si g est choisi tel que :

C_] ﬁ < 6m_60
2 V3 2
3
q < (6m_60) ﬁ (543)

Le nombre de bits b, nécessaire pour représenter les coefficients dépend de la
plus grande des valeurs 4,(0 < i < P) et, compte tenu du signe, I’échelon de quanti-
fication g est donné par :

Dans ces conditions :

q :21*’36.[ max |hi|] (5.44)
0<is<P
Si le filtre est un passe-bas dont la réponse en fréquence approche I'unité en
bande passante et correspondant au gabarit de la figure 5.7, les valeurs des coeffi-
cients peuvent en premiére approximation étre calculées par la relation (5.18).
Dans ces conditions le maximum est obtenu pour 4, avec :

+
hy = M (5.45)
fe
Alors (5.43) et (5.44) conduisent & ’estimation suivante :
h+f, [N 1
bc—1+10g2|:T ?6m—60 (546)
avec:
b, :nombre de bits des coefficients (signe compris).
N :nombre de coefficients du filtre.
fi :limite de bande passante.
f, :début de bande affaiblie.
f. :fréquence d’échantillonnage.
d,, : limite imposée par le gabarit pour ’amplitude des ondulations.
d, :amplitude des ondulations du filtre avant limitation du nombre de bits des

coefficients.
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Exemple

Soit le filtre passe-bas a 15 coefficients du paragraphe 5.7 dont les parametres
sont les suivants :

N=15 f,=1 f,=01725 f,=0,2875
Le gabarit impose :

8, =005 8,=002

Les ondulations du filtre en bandes passante et affaiblie, avant limitation du
nombre de bits des coefficients, ont pour valeurs :

8,9= 00411 8, =0,0137

Dans ces conditions :
d,, — 0g = min (8; — 80, 9, — d,y) = 0,0063

Il vient :
( : )
b.=1+1log2{0,46 0.0063 )= 83

On choisit b, = 8, c’est-a-dire des coefficients a 8 bits. La fonction e (f) corres-
pondante est représentée sur la figure 5.21.

e(f)h
0,01

-0,01

Fic. 5.21.  Erreur due a l'arrondi des coefficients.

Dans la pratique la relation (5.46) peut étre simplifiée. D’abord la tolérance
fournie par le gabarit du filtre est généralement répartie équitablement entre les
ondulations avant limitation du nombre de bits des coefficients et I’erreur supplé-
mentaire due a cette limitation, c’est-a-dire que 9, = 9,,/2. De plus, les filtres a réa-
liser sont généralement tels que :

A
Af

15 (5.47)
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ce qui, d’apres la relation (5.32) correspond a une gamme importante des valeurs
des parametres d; et d,. Dans ces conditions on peut se baser sur l’estimation

N
(5.35) et remplacer — par A—;‘ et une estimation convenable du nombre de bits

des coefficients est donnee par:

b621+log2[f];;f2 \/ijf;]

En faisant apparaitre la raideur de coupure du filtre (5.17) et la bande de tran-
sition normalisée, on obtient finalement :

bcz3+10g2<fle]{2) %log2(£f>+log2(IM) (5.48)

Ainsi le nombre de bits des coefficients est directement lié aux spécifications du
filtre. Il est remarquable de constater que les filtres & bande passante étroite
demandent moins de bits que les filtres a bande large.

Les relations (5.46) et (5.48) s’appliquent aux filtres passe-haut et elles s’éten-
dent aux filtres passe-bande.

L’analyse ci-dessus a été menée avec I’hypothese d’une séparation des opéra-
tions de calcul des coefficients et de limitation de leur nombre de bits. II est égale-
ment possible de considérer globalement I’ensemble de ces deux opérations, mais
les techniques de calcul correspondantes sont plus compliquées [8].

5.11 LIMITATION DU NOMBRE DE BITS
DES MEMOIRES INTERNES

La limitation du nombre de bits des mémoires dans un filtre constitue une source
de dégradations du signal a la traversée de ce filtre.

Dans un filtre RIF il est possible d’éviter cette dégradation. En effet si b,
désigne le nombre de bits des données d’entrée, b, étant celui des coefficients, il
suffit de pouvoir faire I’accumulation des produits a (b, + b,) bits pour réaliser
exactement les calculs définis par (5.38). De nombreux circuits multiplieurs et pro-
cesseurs permettent cette opération. Si les produits sont arrondis a b,, bits pour
simplifier les circuits de multiplication et accumulation; il apparait un bruit appelé
bruit de calcul.

Dans les structures considérées au paragraphe précédent ce bruit s’ajoute en
sortie de filtre.

La figure 5.22 montre le cadrage des nombres dans le filtre.

Compte tenu des valeurs des coefficients A, les produits sont décalés dun
nombre de bits b, qui, pour un passe-bas, s’écrit d’apres (5.45) :

b0_10g2<f1ff2)
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Données d’entree

bd

YL

Produits

Registre d'accumulation

ba

Fr r1 - Y U

20 N I

Fi6.5.22. Cadrage des nombres dans un filtre RIF.

La sortie du filtre est obtenue dans un accumulateur ayant au moins
b,= (b, +b,,) bits.

En fait le nombre de bits b; a I'intérieur de la machine doit &tre supérieur a
cette valeur b, pour éviter les débordements, bien qu’avec une représentation en
complément a deux des débordements temporaires soient acceptables. Ce nombre
de bits b, va maintenant étre relié aux spécifications du filtre.

Au signal qui se présente a ’entrée du filtre est superposé un bruit dont la
puissance est désignée par B,. Cette puissance de bruit est généralement liée au
nombre de bits b, utilisés pour représenter le signal; en fait elle est égale a k,, fois,
avec k, = 1, la puissance de bruit engendrée par la quantification a b, bits. Si le
bruit de calcul a pour puissance B,, si le signal d’entrée S et le bruit superposé B,
ont une distribution spectrale uniforme, le rapport signal a bruit SB en sortie du
filtre s’exprime en décibels (dB) par :

fith
e
B, fl;'fz +B,

S.

SB =10 log (5.49)

Alors, la réduction ASB du rapport signal a bruit a la traversée du filtre s’écrit :

B,
ASB =10 1o [1 + == ¢ ] 5.50
& B, fi+h ( )

Si cette dégradation doit rester faible, il vient :

B. [
B, fi+h

ASB =43. (5.51)

Il faut maintenant déterminer la relation entre la puissance du bruit de calcul
B, et le nombre de bits des mémoires internes b;.
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En prenant comme unité la valeur maximale des nombres d’entrée x (n), c’est-
a-dire :
() <1
on a en sortie, d’apres la relation de définition (5.38) :

N-1

yml< X laj
i=0
Pour un filtre passe-bas de réponse unitaire a la fréquence zéro, on a :

20 a-1 (5.52)

Dans ces conditions la somme des valeurs absolues des coefficients reste géné-
ralement inférieure a quelques unités et on peut considérer que les inégalités sui-

vantes sont vérifiées :
N-1
1< X |a|<2 (5.53)
0

=

L’arrondi a b, bits dans le processus d’accumulation amene alors un bruit de calcul
B, tel que :
22(2-by)

B.=N.
¢ 12

alors que le bruit a I’entrée B, a pour valeur :

22(2-ba)
B, =ky. —;  avee ky=1

Avec la méme approximation de N qu’au paragraphe précédent, la dégradation du

rapport signal a bruit a la traversée du filtre s’écrit :
3f, 4 f
ASB =43, — . C
VR E R A
En général les spécifications du filtre imposent une limite a la valeur ASB. En
supposant k, = 1 une estimation du nombre de bits des mémoires dans la machine

est donnée par :

bj=b,+3+ % [logZ(ASLB>+ 10g2(£—‘}>+log2<fl]:ff2)] (5.55)

I1 faut bien noter que la validité de cette estimation est limitée aux faibles valeurs
du terme ASB, exprimé en décibels. Il apparait que les filtres a bande passante
étroite demandent plus de bits; en fait il est possible de procéder a un recadrage
interne des nombres, en tenant compte de la réduction de puissance du signal
apres filtrage, qui correspond au nombre de bits by avec :

1
bR:§10g2< ]:f )

(5.54)




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

5.12 Fonction de transfert en Z d’un filtre RIF 155

Avec recadrage, le nombre de bits des mémoires dans la machine est donné par
b;r = b;— by, c’est-a-dire :

1 1 1 f.
br _bd+3+ log 2 ASB log2 (5.56)

Les estimations données dans ce paragraphe et les précédents fournissent une éva-
luation de la complexité des machines nécessaire pour réaliser les fonctions de fil-
trage RIF.

5.12 FONCTION DE TRANSFERT EN Z D'UN FILTRE RIF

La fonction de transfert en Z d’un filtre RIF a N coefficients est un polyndome de
degré N — 1 qui s’écrit (5.7) :

N-1
H(Z)= 2 a,Z"
i=0 !

Ce polyndme posseéde N — 1 racines Z, (1 < i < N - 1) dans le plan complexe
et s’écrit sous la forme d’un produit de facteurs :

N-1
H(Z) = a, ,I:Il (1-27,Z1) (5.57)

Ces racines possedent des particularités en raison des propriétés des filtres
RIF.

Drabord si les coefficients sont réels, a toute racine complexe Z; correspond
une racine complexe conjuguée Z,, de sorte que H(Z) s’écrit sous forme d’un pro-
duit de termes du premier degré et de termes du second degré a coefficients réels.
Un terme du second degré s’écrit ainsi :

Hy(Z)=1-2Re(Z) Z +|Z)? Z2 (5.58)

Drautre part, la symétrie des coefficients d’un filtre a phase linéaire doit appa-
raitre dans la décomposition en produits de facteurs. Pour un terme du second
degré a coefficients réels il faut, si les racines sont complexes, que |Z,| = 1, c’est-a-
dire que le z€ro soit sur le cercle unité. Pour un terme du 4¢ degré a coefficients

1

1
[’Z’Zv

L

réels, il faut que les 4 racines complexes soient les suivantes : Z,, Z, c’est-

a-dire :
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1 1 !
H,(Z)=1-2Re (Zi + Z) 71+ [|Zl.|2 + Z? +4Re (Z;) Re <Z )] 72

1
-2Re (Zi + Z) Z3+72+ (5.59)

1

Dans ces conditions un filtre RIF & phase linéaire peut se décomposer en un
ensemble de filtres élémentaires du deuxieéme ou quatrieme degré ayant la pro-
priété de symétrie des coefficients.

Les racines du filtre passe-bas a 15 coefficients donné comme exemple dans le
paragraphe 5.7 ont été calculées. Les affixes des 14 zéros sont les suivants :

Z,=-0976 £j0,217 Zs=0,492 +j0,266;
Z,=-0,797 £j0,603 Z,=1,573 +;0,851;
Z,=-0512+;0859 Z,=0,165
Z,=-0271+j0962 Z;=06,052

Leur position dans le plan complexe est donné sur la figure 5.23.

AJ
J
//.’__.‘\\
Pad ~ .
7 \\ P
P \ ,//
/ Pl
/ ./’ A
b e \ 6,052 —
td
! < | -
l\ \\\ "1 R
° e
\ ~S/
\ /> o
[ ] 7 ~
\\ s AN
o\\. _-7 A

Fic.5.23.  Configuration des zéros d’un filtre RIF

Cette figure illustre les caractéristiques de la réponse en fréquence du filtre et
est a rapprocher de la figure 5.16. Les couples de racines caractéristiques de la
linéarité en phase apparaissent également. Si cette contrainte n’est plus imposée la
configuration des racines est modifiée.

Il est intéressant d’observer que, comme le montre 1’expression (5.14), la
réponse en fréquence d’un filtre a phase linéaire a nombre de coefficients pair s’an-
nule a la demi-fréquence d’échantillonnage f,/2. Un tel filtre posséde donc un zéro
a f,/2. De méme, si un filtre 8 nombre de coefficients impair posseéde un zéro a
f.12, ce zéro est double, ce qui assure la symétrie de la réponse en fréquence au
voisinage de f,/2.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

5.13 Filtres a déphasage minimal 157

5.13 FILTRES A DEPHASAGE MINIMAL

Le temps de propagation a travers un filtre a phase linéaire peut étre trop impor-
tant pour certaines applications. D’autre part, il n’est pas toujours possible ou inté-
ressant d’utiliser la symétrie des coefficients d’un filtre a phase linéaire pour sim-
plifier les calculs [9]. Alors si la linéarité en phase n’est pas une caractéristique
imposée, on peut espérer réduire la complexité du filtre en abandonnant cette
contrainte. En effet une fonction de transfert a phase linéaire peut étre considérée
comme le produit d’une fonction a déphasage minimal par une fonction de dépha-
seur pur. La condition pour qu’une fonction de transfert en Z soit a déphasage
minimal est que ses racines soient a I'intérieur ou sur le cercle unité. Ce point est
développé au chapitre 9.

On peut obtenir les coefficients d’un filtre a déphasage minimal a partir des
coefficients d’un filtre a phase linéaire optimal d’'une maniere simple.

En effet soit un filtre a phase linéaire a N = 2P + 1 coefficients dont la réponse
en fréquence s’écrit :

P
H(f) = e 72/PT [ho +2 igl h; cos (2nfiT)}

Les ondulations en bandes passante et affaiblie sont 8, et 9, respectivement.
Examinons le filtre obtenu en ajoutant §, a la réponse précédente et en recadrant
pour approcher I'unité en bande passante. Sa réponse H,(f) est telle que :

1 P
H,(f) = e=i2n/PT, o [ho +0,+2 ,21 h; cos (aniT)] (5.60)
) i=

En bande passante, il présente des ondulations d’amplitude 9§; telle que :

! 61
%= {T+0)

Sa réponse en bande affaiblie est représentée sur la figure 5.24; les ondula-

tions sont limitées a 6, = 1+0)"
2

Hy(f)

-~Y

Fic. 5.24.  Ondulations en bande affaiblie du filtre surélevé
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Ce filtre est a phase linéaire car la symétrie des coefficients est conservée. Par
contre on peut observer que les zéros de la fonction de transfert en Z qui sont sur
le cercle unité sont doubles car H,(f) ne devient pas négatif. Dans ces conditions
la configuration des zéros est celle de la figure 5.25.

Fic. 5.25.  Configuration des zéros de H, (f) et du filtre a déphasage minimal

Les zéros qui ne sont pas sur le cercle unité ne sont pas doubles. Cependant le
module de la fonction H, (f) n’est pas modifié, a une constante pres, si I’'on rem-

: . [ o
place les zéros Z; extérieurs au cercle unité par les zéros - > qui sont intérieurs au
i
cercle unité et deviennent alors doubles également. En effet cette opération

revient simplement a une multiplication par G(Z) telle que :

s
1-zZzZz"Y(1A-Z27Z71)

Or, sur le cercle unité Z-1 = Z et la symétrie par rapport a I’axe réel conduit a
I’égalité :
(21-2)(Z'-Z)
(2-2)(Z2-Z)

(5.61)

Z=el®

Par suite :

i) = ——

1
Dans ces conditions, on peut écrire :
H,(f)=H?2,(f).K (K:constante)

ou H,,(f) est la réponse d’un filtre qui a une fonction de transfert en Z dont les P
zéros sont simples et a I'intérieur ou sur le cercle unité. Ce filtre satisfait a la condi-
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tion de phase minimale, il possede P + 1 coefficients et les amplitudes des ondula-
tions en bandes passante et affaiblie sont 3, et d,, telles que:

6, = |1+ gt O Y 5.62

m=N TR, T T 2 1rs, 2 (5:62)
23,

o= \115, = V2% (5.63)

Pour calculer ce filtre il suffit de partir du filtre a phase linéaire dont les para-
metres 9, et §, sont déterminés a partir de 9, et d,, et de suivre la procédure qui a
été décrite. Un inconvénient de cette procédure est qu’elle exige I’extraction des
racines d’un polynome de degré N — 1, ce qui limite les valeurs de N envisageables.
D’autres procédures peuvent étre utilisées [10], [11]. En particulier une méthode
simple peut étre déduite de la prédiction linéaire, comme indiqué au chapitre 13.

Une estimation N, de I'ordre du filtre RIF a déphasage minimal peut étre
déduite de la relation (5.32). Selon la procédure décrite ci-dessus, pour des spécifi-
cations 9, et d,, il vient :

ou encore :

, 1 L | L

La validité de cette formule est naturellement limitée au cas ou §; < 0,1. Le
gain obtenu sur I'ordre du filtre avec le déphasage minimal est fonction de 1’ondu-
lation en bande passante; il reste relativement modeste en général.

Exemple
Soit le gabarit de filtre passe-bas suivant (exemple 3, paragraphe 5.6) :

d,,=00411; o, =0,0137; Af=0,115

Alors il vient :
8, =0,0822. 6, =0,0000938

et le nombre de coefficients nécessaire pour le filtre a phase linéaire correspondant
est estimé a : N, = 24, ce qui conduit a N, = 12. En réalité, on vérifie que le filtre a
déphasage minimal satisfaisant au gabarit nécessite 11 coefficients au lieu de
15 pour le filtre a phase linéaire.

En conclusion, lorsque les symétries apportées par la linéarité en phase ne
peuvent pas étre exploitées, il peut étre avantageux de recourir aux filtres a dépha-
sage minimal.
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5.14 CALCUL DES FILTRES
A TRES GRAND NOMBRE DE COEFFICIENTS

Quand le nombre de coefficients du filtre est tres élevé, par exemple un millier ou
plus, ce qui correspond a des bandes de transition extrémement faibles, de ’ordre
de quelques milliemes, les techniques d’optimisation deviennent difficiles a utiliser
ou ne convergent plus. On peut alors utiliser des techniques sous-optimales mais
qui ne nécessitent que le calcul de filtres a nombre de coefficients réduit. C’est le
cas de la méthode dite du masquage en fréquence [12].

Soit a réaliser un filtre H(Z) dont la bande de transition Af est centrée sur la
fréquence de coupure f.. On commence par calculer un filtre passe-bas Hy(ZM),

fe

4Af°
bande de transition d’une des répliques de ce filtre sur I’axe des fréquences coin-
cide avec la bande de transition du filtre désiré, comme le montre la figure 5.26b.

Ensuite, on construit a partir de Hy(ZM) deux filtres complémentaires comme
indiqué sur la figure 5.26b, ce qui nécessite pour Hy(ZM) un nombre impair de
coefficients, 2P + 1.

On obtient un diagramme a 2 branches, auxquelles on applique les filtres
G,(Z) et G,(Z), dits interpolateurs et ayant les réponses données a la figure 5.26c¢.
Il suffit alors de sommer les sorties pour obtenir le filtre désiré de la figure 5.26a.
Le schéma global est celui de la figure 5.27.

avec une fréquence d’échantillonnage réduite a f,/M, avec M < et tel que la

H(f) A )Afk a)
I >
0 £, f
Ho(f) 4 : b)
o
Gy () : ; | o)
GZ(f) E \i

FiG. 5.26. Principe du masquage en fréquence
a) Filtre désiré
b) Filtre sous-échantillonné
c) Filtres interpolateurs
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— 7~ PM G1 (Z)

x(m)

1
— Hq(ZM) - 5 Z-FM G,(2)

y(n)

Fi.5.27. Schéma du filtre selon la technique de masquage en fréquence

La procédure nécessite ainsi le calcul de 3 filtres ayant comme bandes de tran-

fe
M

fréquence de coupure f.,.

sition MAY, f. — k

La fonction de transfert H(Z) du filtre désiré prend la forme :
H(Z) = Hy(ZM) G,(Z) + [Z-™ - Hy(ZM)] G4(2)

ce qui fournit les valeurs des coefficients.

,(k+1) % — f., ou k est I'entier qui permet d’encadrer la

(5.65)

A noter que le schéma de la figure 5.27 fournit une réalisation efficace du filtre
global puisque le filtre Hy(ZM) a M — 1 coefficients nuls entre deux coefficients non
nuls. Ce schéma peut se simplifier comme indiqué sur la figure 5.28. On peut prendre
comme filtres interpolateurs F,(Z) = G,(Z) + G,(Z) et F,(Z) = G{(Z) - G,(Z), mais
ces filtres peuvent aussi se calculer directement a partir de leurs spécifications

déduites de la figure 5.26.

— Z- PM F1 (Z)

x(n)

1
— Ho(2%) - 5 z-P Fo(2)

Fic. 5.28.  Schéma simplifié du filtre par masquage en fréquence

5.15 FILTRES RIF A DEUX DIMENSIONS

y(n)

Un filtre RIF a deux dimensions est défini par une relation entre la sortie

y(n, m) et ’entrée x (n, m) qui s’écrit :

N,-1 N,-1

yoom= 2 % apx(n-im-)

=

(5.66)
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L’ensemble des coefficients a; constitue une matrice Ay y, de dimension Ny x N,.
La fonction de transfert a 2 variables correspondante, H(Z,, Z,) s’exprime en fonc-
tion de cette matrice par :
N,-1 N,-1
H(Z,,Z,) = ,20 ,20 a; Z;' 7y (5.67)
i= j=

ou encore, sous forme vectorielle :

1
75!

H(Z,, Zy) = [, Zis oo Zi ™ D] A, (5.68)

ZE(NZ -1

La matrice des coefficients Ay, est aussi appelée le masque. A titre
d’exemple, les filtres passe-haut suivants sont d’utilisation courante en traitement

d’image :
-1 0 1 11 1
A’:[—Z 0 2]; A”:[ 1 -2 1]
-1 0 1 -1 -1 -1

Le filtre A’ est dit de Sobel et A" de Prewitt. Dans les procédures d’extraction des
contours dans une image, ils sont utilisés deux fois, comme ci-dessus et apres rota-
tion de 90°.

Les coefficients des filtres a deux dimensions peuvent étre calculés directe-
ment a partir des spécifications dans le domaine des fréquences a deux dimensions.

Quand la réponse impulsionnelle est une fonction paire par rapport aux deux
variables, la réponse en fréquence et les coefficients peuvent &tre obtenus a partir
d’un filtre a2 une dimension et & phase linéaire. En effet soit H(w) la réponse en fré-
quence d’un tel filtre, qui, d’apres (5.13) en négligeant le terme de phase, s’exprime
par:

P
H(w)=hy+2 X h,cosiwn
i=1
Or, il existe entre cos iw et cos w une relation polynomiale :
cos im =T, (cos w) (5.69)

ou T,(x) est le polyndme de Tchebycheff de degré i. Dans ces conditions H(w)
s’écrit aussi :

P
H(w) = ‘20 g; (cos w) (5.70)
iz
Ensuite, le changement de variables :
K-1 L-1

cos w = H, (w;, w,) = /Eo EU t(k, 1) cos ko, cos lo, (5.71)
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conduit a la fonction a deux variables suivante :

K-1 L-1

P
H(e®, e®) = _20 g ( kzo 120 t(k, 1) cos kw, cos lm2> (5.72)

qui peut étre réécrite sous la forme :
N -1 N,-1
H(w,, ®,) = '20 '20 h;; cos io; cos jo, (5.73)
i= j=
avec:
N, =2KP+1; N,=2LP+1

La fonction ¢ (k, /) peut étre choisie pour qu’a chaque valeur de w corresponde un
contour dans le plan (w,, w,). Par exemple pour :

1
cosw= 5 [cos w; + cos w, + cos w; cos w, — 1] (5.74)

on obtient approximativement une symétrie circulaire, comme le montre le déve-
loppement limité de cos w, pour m, petit.

La figure 5.29 montre un exemple de réponse de filtre calculé par cette
méthode.

La réalisation d’un filtre a2 deux dimensions peut se faire par application
directe de la définition (5.66). Dans le cas des filtres déduits d’une fonction mono-
dimensionnelle, la réalisation peut étre simplifiée en utilisant la relation (5.72) et
en procédant comme pour un filtre & une dimension et P + 1 coefficients g;(0 < i < P),
mais dans lequel le retard est remplacé par la cellule a deux dimensions correspon-
dant a la fonction H, (w;, ,) [13].

H (0, ©;)

H(w) y

FiG.5.29. Filtre RIF a deux dimensions calculé a partir d’un filtre 1-D a phase linéaire

Un cas de réalisation particulierement simple est celui des filtres dits sépa-
rables, pour lesquels la matrice des coefficients est dyadique, c’est-a-dire :

ANlNZ =V,V}§
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ol V, et V, sont des vecteurs. Alors, conformément a la relation (5.68), la fonction
de transfert se factorise :

H(zy, z,) = Hy(zy) Hy(z,). (5.75)

Les spécifications de tels filtres sont soumises a des limitations. D’abord, elles
doivent correspondre a la symétrie quadrantale suivant les axes de coordonnées.
Comme indiqué sur la figure 5.30, le domaine des fréquences utiles se divise en
quatre parties : passe-bas/passe-bas (BB), passe-bas/passe-haut (BH), passe-
haut/passe-bas (HB) et passe-haut/passe-haut (HH).

@2
T
BH HH Fic.5.30. Domaines de fréquence
pour un filtre 2D séparable
Wy ¢
BB HB
0 0 ¢ T @4

Ensuite, les spécifications d’ondulation doivent étre définies en conséquence. Par
exemple, pour un filtre 2D de type passe-bas, le domaine HH subit 1’affaiblisse-
ment des 2 filtres, horizontal et vertical. Une illustration est donnée par la figure
5.31 qui montre la réponse en fréquence d’un filtre 2D séparable, basé sur le filtre
demi-bande de la figure 5.13.

: -
%‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

‘
\_‘*-
=
——
pe——
e
;/22—

‘
— —

_— ——————

—————
————

= e
e ——

e T

— —

=

a) b)

Fic. 5.31. Filtre 2D demi-bande séparable
a) Passe-bas/Passe-bas
b) Passe-haut/Passe-haut

La réalisation peut se faire suivant la définition, c’est-a-dire qu’un tableau de
données représentant une image peut étre traité ligne par ligne avec le filtre hori-
zontal et colonne par colonne avec le filtre vertical.
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Quand I'image est soumise a un balayage horizontal comme en télévision, le
signal apparait en fait comme mono-dimensionnel et peut étre traité comme tel. Si
chaque ligne comporte N points, la fonction de transfert s’écrit :

H(zy, z,) = Hy(z) Hy(z") (5.76)

Par exemple, pour le filtre de Sobel A’,on a:

1
A’:[Z :|.[—1 0 1]
1

et le circuit correspondant est donné a la figure 5.32. La réalisation est particuliere-
ment simple, les circuits ne comportant pas de multiplieurs.

e Y B

Fic. 5.32.  Réalisation d’un filtre d’extraction des contours

x (n)

5.16 CALCUL DES COEFFICIENTS DE FILTRES RIF-2D
PAR LA METHODE DES MOINDRES CARRES

La méthode va étre développée pour un cas particulier important, celui des filtres
a symétrie quadrantale. Deux types de filtres correspondent a cette catégorie, les
filtres en rectangle et les filtres en losange, avec les domaines de fréquence de la
figure 5.33.

Wy Wy A

a) b)

FiG. 5.33.  Filtre 2D en losange (a) et en rectangle (b)
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La réponse en fréquence d’un filtre a phase nulle ayant (2M + 1) x (2N + 1)
coefficients avec symétrie quadrantale s’exprime par :

M
H(w,, m,) = hyy + 2 .21 h;, cos io,
=

N M M
+2 2 h; cos jw, + 4 12 ]21 h;; cos io; cos jw, (5.77)
Au total le filtre possede (1 + M + N + MN) coefficients h; de valeurs diffé-
rentes.
La méthode des moindres carrés avec pondération va étre appliquée directe-
ment, pour approcher la réponse désirée, D(w,, m,). Avec un facteur de suréchan-
tillonnage égal a k, la fonction quadratique d’écart, ou fonction cofit, 8 minimiser

s’écrit :
1%4 I§ mmx  nm mix  nw\|2 mmx  nm 578
J= H{+w—. vV |-D| v v )| W+ 7 7
Z I )l &) ViR 6

avec Ky = k(M + 0,5) et Ky = k(N + 0,5) afin de couvrir la totalité du domaine des
fréquences utiles.

La fonction de pondération W(w,, w,) permet d’ajuster I’approximation en
fonction des spécifications d’ondulation par exemple.

Avec des notations simplifiées, il vient :

Ky Ky
= 2—0 20 e2(m, n) W(m, n) (5.79)

Le minimum de la fonction cofit est obtenu pour :

de(m, n)

2 ZNe(m n) W, m) 201

=0 (5.80)
ij
Ce qui donne un systeme de (1 + M + N + MN) équations.
En désignant par [h;] le vecteur des coefficients et par V(m, n) le vecteur fré-
quentiel :

viim, n) = 1 ces 2 COS | cee 2 COS ] o
> > ’ [< ’ > [< ’ >
( ) |: < N[) ( N)

mm nm
4 cos (i K_M> cos (j K_N> ]
la solution s’écrit :

Ky Ky -1
(k] = {mzzo n§0 W(m, n) V(m, n) V'(m, n)]

[ I%w Elf W(m, n) V(m, n) D(m, n)} (5.81)
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Si le nombre de coefficients est pair, il faut modifier les parametres. Par
exemple, pour un filtre a (2M) x (2N + 1) coefficients, il faut prendre :

Vi(m, n) = [...,ZCOS {(i—O,S) rIZ—::],

4 cos ((i— 0,5) HKL:I) cos (j I%:) } (5.82)

avec Ky = kM et K=k (N +0,5).

Le vecteur des coefficients obtenu dans ce cas possede (M + MN) éléments.

Une caractéristique importante des filtres utilisés en traitement d’image est la
réponse a I’échelon unité. En effet, les suroscillations a la transition peuvent pro-
duire des répétitions de contours et ainsi dégrader I'image. En modifiant la
réponse désirée D(w,, ,) par une inclinaison a la fin de la bande passante et au
début de la bande affaiblie, il est possible de réduire ces suroscillations.

La méthode est illustrée par le calcul d’un filtre rectangulaire avec (2M + 1) x
(2N + 1) = 9 x 9 coefficients, avec 0,125 et 0,25 comme fin de bande passante et
début de bande affaiblie sur ’axe des fréquences horizontal et 0,0625 et 0,125 sur
I’axe vertical. Les 25 coefficients différents obtenus sont donnés par le tableau :

0,052427 0,0419028  0,0184534 -0,0002861 —0,006258
0,0491981 0,0393451 0,0173566 —0,0002629 - 0,0059292
h;=1 0,041534 0,0332908  0,0147612  -0,000261 —0,005282
0,0299102  0,0240605 0,0107414 -0,0002704 - 0,0041828
0,0180912 0,0146366  0,0065523 —0,0003836 - 0,0031209

et la réponse en fréquence correspondante est donnée a la figure 5.34. Visiblement
cette réponse est trés proche de celle d’un filtre séparable.

Considérant maintenant un filtre en losange avec (2M + 1) x (2N) = 9 x 8 coeffi-
cients, une fin de bande passante a 0,125 et un début de bande affaiblie a 0,25 sur
les axes horizontal et vertical, le tableau des coefficients suivant est obtenu pour un
quadran :

0,0763835  0,0680674  0,0403862 0,0130039 0,000071
0,0642979  0,03951 0,0217936 0,0008111  —0,002745
h;=1{ 00276109  0,0195655  0,0068997  -0,0050102 -0,0110481
0,0065124  0,0011002  0,0085984  —0,0099831 —0,0073724

La réponse en fréquence est donnée a la figure 5.35. Le calcul a été mené en cher-
chant a réduire la réponse a I’échelon unité g (i, j) définie par :
i

J
gi)= B hGi) (5:83)

Cette réponse est donnée également sur la figure, ou elle a été répétée sur les
4 quadrans, pour fournir une vue complete.
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N

Les deux filtres calculés ont été appliqués a une mire d’évaluation. La
figure 5.36 montre 1’élimination des répliques obtenue par le filtre rectangulaire et
le filtre en losange.

Pour des développements complémentaires sur les techniques de calcul des
filtres RIF-2D, y compris avec coefficients en précision limitée et contraintes sur la
réponse a I’échelon unité, on peut se reporter aux références [14, 15].

FiG. 5.36.  Filtrage d’une mire d’évaluation
a) Image d’origine
b) Filtrage en losange de la mire
c) Filtrage rectangulaire de la mire
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ANNEXE

Exemple de calcul d’un filtre RIF

FILTRE A 2 BANDES DE FREQUENCE
NOMBRE DE COEFF. = 32

¥¥%%% COEFFICIENTS ¥¥#¥¥%

A 1= 0.01064416 = A 32

A 2= <0.00703074 = A 31

A 3 = -0,02489676 = A 30

A 4 = -0,04257757 = A 29

A 5= =0.,04550193 = A 28

A 6 = «0.,02596906 = A 27

A 7= 0,00801637 = A 26

A 8= 0.,03449482 = A 25

A 9= 0.03164973 = A 24

A 10 = -0.00394829 = A 23

A 11 = =0,04885845 = A 22

A 12 = -0,06340511 = A 21

A 13 = =0.01710309 = A 20

A 14 = 0.08742009 = A 1g

A 15 = 0.20962396 = A 1

A 16 = 0.29156661 = A 17
BANDE NUMERO 1 2
LIMITE INF. 0.0000 0.1700
LIMITE SUP. 0.1400 0.5000
VAL. RECH, 1.0000 0.0000
PONDERATION 1.00 10.00
ECART 0.21175 0.02118
ECART EN DB 1.668 =33.484

FREQUENCES EXTREMALES
0.0000 0.0410 0.0801 0.1172 0,1400 0.1700 0.1798 0.2032
8.5%82 0.2618 0.2930 0.3243 0.3555 0.3888 0.4200 0.4513
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EXERCICES

1 On consideére les 17 premiers coefficients d’un filtre passe-bas de fréquence de cou-
pure égale a 0,25 f, donnés a la figure V.12. Combien prennent des valeurs différentes?
Donner I’expression de la réponse en fréquence H(f). Rechercher les points de I’axe des



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Exercices 173

fréquences ou elle s’annule et donner ’ondulation maximale. Calculer les zéros de la fonc-
tion de transfert en Z du filtre.

2 Soit un filtre dont la fréquence d’échantillonnage est prise comme référence (f, = 1)
et dont la réponse en fréquence H(f) est telle que :

H(k.0,0625)=1 pour k=0,1,2,3.
H(0.25) = 0,5
H(k.0,0625) =0 pour k=5,6,7,8.

Calculer par transformation de Fourier Discréte les 17 coefficients de ce filtre. Tracer
la réponse en fréquence et donner les zéros de la fonction de transfert en Z.

3 Utiliser les formules du paragraphe 5.7 pour déterminer les ondulations d’un filtre
passe-bas a 17 coefficients dont la fréquence de fin de bande passante est donnée par
fi=0,2, et la fréquence de début de bande affaiblie par f, = 0,3. Comparer les résultats obte-
nus a ceux des exercices précédents.

4 Soit un filtre dont la fonction de transfert H(f) est donnée, a un déphasage pres, par
I’équation :
4
H(f)=hy+2 X hy_,cos[2nf(2i—1)T]
i=1

Donner les structures directe et transposée permettant de réaliser ce filtre avec le mini-
mum d’éléments. Quelles simplifications interviennent si la fréquence d’échantillonnage de
sortie peut étre divisée par deux ?

5 Un filtre passe-bas étroit est défini par I’équation :

N-1

y= 2 ax(n-i)

Comment se trouve modifiée la réponse en fréquence si les coefficients a; sont rempla-

, in . .
cés par : a;(— 1)’ et par g, cos (7 ) ? Que deviennent les zéros du filtre dans cette opération.

6 Soit un filtre passe-bas satisfaisant au gabarit de la figure 5.7 avec les valeurs de
parametres :

£=005; f,=015; 8 =001 et ,=000l.

Combien de coefficients sont nécessaires et combien de bits faut-il pour les
représenter ? Si les données appliquées a ce filtre ont 12 bits, si la dégradation tolérable du
rapport signal a bruit est limitée a ASB = 0,1 dB, combien de bits doivent avoir les données
internes ?

7 Donner I’expression de la réponse en fréquence du filtre de I’exemple du para-
graphe 5.3. Vérifier la réponse en fréquence aux points 0, 0,25 et 0,5.

Les coefficients sont arrondis a 6 bits (signe compris). Donner I’expression de la fonc-
tion erreur e(f) introduite et la calculer au voisinage du point f = 0,1925 de I’axe des fré-
quences. Elaborer une formule analogue a (5.46) pour I'estimation du nombre de bits néces-
saire pour représenter les coefficients dans ce type de filtre, en suivant la démarche du
paragraphe 5.10.



Chapitre 6

Cellules de filtres
a réponse impulsionnelle infinie (RII)

Les filtres numériques a réponse impulsionnelle infinie sont des systémes linéaires
discrets invariants dans le temps dont le fonctionnement est régi par une équation
de convolution portant sur une infinité de termes. En principe, ils conservent une
trace des signaux qui leur ont été appliqués pendant une durée infinie, ils sont a
mémoire infinie. Une telle mémoire est réalisée par une boucle de réaction de la
sortie sur I’entrée, d’ol la dénomination courante de filtre récursif. Chaque él1é-
ment de la suite des nombres de sortie est calculé par sommation pondérée dun
certain nombre d’éléments de la suite d’entrée et d’un certain nombre d’éléments
de la suite de sortie précédents.

Le fait d’avoir cette réponse impulsionnelle infinie permet d’obtenir en géné-
ral des fonctions de filtrage beaucoup plus sélectives que celles des filtres RIF a
quantité de calculs équivalente. Cependant la boucle de réaction complique 1’étude
des propriétés et la conception de ces filtres et ameéne des phénomenes parasites.

Pour aborder 1’étude des filtres RII, il est plus simple de considérer d’abord
les cellules de filtres élémentaires du premier et du second ordre. En fait, I'intérét
de ces structures simples va bien au-dela d’une introduction aux propriétés des
filtres RII, car elles constituent la forme de réalisation la plus courante. En effet,
c’est en général sous la forme d’un ensemble de telles cellules élémentaires que se
présentent en pratique les filtres RII, méme les plus complexes.

6.1 LA CELLULE ELEMENTAIRE DU PREMIER ORDRE

Soit le systeme qui, a la suite de données x (n), fait correspondre la suite y (n) telle
que:

y(n)=x(n)+by(n-1) (6.1)

ou b est une constante.
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C’est une cellule élémentaire du premier ordre.
La réponse de ce systeme a la suite unitaire u,(n) telle que :

uy(n)=1 pour n=0

uy(n)=0 pour n=#0
est la suite y, (n) telle que :

yo(n)=0 pour n<0

yo(n)=b" pour n=0

Cette suite constitue la réponse impulsionnelle du filtre, elle est définie et la

condition de stabilité s’écrit :

> |b|" < o
n=0
dou: |p| < 1.
La réponse du systeme a la suite x (n) telle que :

x(n)=0 pour n<0
x(n)=1 pour n=0

est la suite y (n) telle que :

=0 <0
y ) 1_pn+t posE A (62)
y(n) 5 pour n=0
) 1 P R
qui tend vers - quand n tend vers I'infini, si le systeme est stable.
Cette réponse est représentée sur la figure 6.1.
y{n) 4
i E 34 5 6 7 8 § 1 o
L T o
o Bl

FiG. 6.1. Réponse de la cellule du premier ordre a I’échelon unité



176 6 ¢ Cellules de filtres a réponse impulsionnelle infinie

Par analogie avec le systeme continu de constante de temps T, échantillonné
avec la période T et dont la réponse y, (n) s’écrit :

T 1
yc(n)=[1—e_7("+ )}

on définit la constante de temps de la cellule numérique du premier ordre t en éga-
lant les valeurs y,.(0) = (1 - b) y (0). D’our :

y.(0)=(1-b)y(0)=1-b soit: e,% =b
pour b > 0. Il vient alors :
T= Ll (6.3)
i3}
Pour des valeurs de b proches de I'unité :
b=1-8 avec 0<0<1
c’est-a-dire les systemes définis par la relation :
y(m)=x(n)+1-08)y(rn-1) (6.4)
il vient :
T
= (6.5)

Cette situation se rencontre dans les systemes adaptatifs étudiés au chapitre 14.
Si la suite x (n) résulte, pour n = 0, de 'échantillonnage du signal x () = e/2%/
ou x (¢) = e/*, avec la période T =1, il vient :
ejnw b"”e‘f‘”

1-bei® 1-peiv

y(n) = (6.6)

Cette expression fait apparaitre un régime transitoire et un régime permanent
qui correspond a la réponse en fréquence H (w) du filtre :
1

H(©) = %7

(6.7)

En faisant apparaitre le module et la phase de cette fonction il vient :

1 ] _ Arct b sin w g
1-2bcosw+ b2’ ¢ () = " T b cos (6.8)

H (w)|? =
Pour le temps de propagation de groupe :

(6.9)

. (w)_d_q)_ bcosw—-b?
87 7 do 1-2bcosw+ b2
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On peut remarquer que pour o tres petit il est possible d’écrire :

1

H (w)|? = (6.10)

(1_b)2[1 +(1_b—b)2w2]

Cette expression est a rapprocher de la réponse Hg(w) d’un circuit RC qui

s’écrit :

1 .
[Hge (0)]? = 17 R2Cq? (6.10-bis)

Il apparait que pour les fréquences trés faibles devant la fréquence d’échan-
tillonnage, le circuit numérique a une réponse qui peut étre assimilée a celle d’'un

réseau RC.

La figure 6.2.a représente la forme de la réponse en fréquence du circuit
numérique du premier ordre. La figure 6.2.b donne la réponse en phase et la figure

6.2.c le temps de groupe.

@ (@) A g4 P
1-b
Prax [~~~ T
. \Arc cosb
—n O0Arccosb g o . o
Fic. 6.2.b. Réponse en phase FiG. 6.2.c. Temps de groupe

La phase peut encore s’écrire :

(©) = Arct sin o ) - b
¢(0) = Arctg ———— —®; COS 0
T
cpmax:E—Arccosb; cosm=b (6.11)

si
=+ A
o) ((;J) T rctg

nw
—— —w; cosw<b
sw—>b

Elle passe donc par un maximum pour o tel que cos w = b, ce qui correspond a
I’annulation du temps de groupe. Le coefficient b controle donc ainsi directement
le maximum de la phase de la cellule.

La fonction de transfert de la cellule du 1¢" ordre s’obtient aussi a ’aide de la
transformée en Z. Soit Y (Z) et X(Z) les transformées des suites de sortie et d’en-
trée respectivement; il vient :

Y(Z)=X(Z)+bZ 'Y (Z)
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d’out la fonction de transfert en Z, H(Z) telle que :
1 4
1-bZ1 " Z-b
La réponse en fréquence s’obtient simplement en remplagant Z par e/, dans
Pexpression de H (Z), avec w = 2xtf.
L’interprétation graphique conduit a la figure 6.2.d. qui représente le pdle P
de cette fonction dans le plan complexe; c’est un point de 1’axe réel, d’abscisse b.

H(Z) =

A
|H ] |
|
1 |
1-b l J
I
I j
i
I
: M
| )
a1 | AL
1+b |
1 I
0] 0.25 05 f
Fic. 6.2.a. Réponse en fréquence de la cellule Fic. 6.2.d. Pdle de la cellule
du premier ordre du premier ordre

Conformément a cette figure :

1
H=— et og=0-o
H|= 75 @
La condition de stabilité implique que le pdle P soit a I'intérieur du cercle
unité.
Un cas particulier intéressant est celui de I'intégrateur a bande étroite, défini
par la fonction de transfert suivante :

Hi(2) = = : (6.12)

(1-¢)z-1!

avec ¢ petittel que 0 < e < 1.
On peut montrer alors que la largeur de bande a 3 dB est approximativement
égale a ¢ et la constante de temps égale a 1/e. Quant a la norme de la réponse en

fréquence, elle s’écrit : |[H|[3 = %

La transformée en Z monolatérale permet de faire apparaitre les régimes
transitoires et d’introduire les conditions initiales En effet :

I Y0702 w7 B -0z

Y(Z)=X(Z) + by (- 1) + bZ-1Y (Z)
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d’ou
X(Z) byl
1-bZ-!  1-bZ-!

Y(Z) =

six(n) =el"e, X(Z) s’écrit :
1

T (6.13)

X(Z)= 3 emZ"=

La valeur y (n) s’obtient par la formule de la transformée en Z inverse :

. ! L byl
= — n-1
y(n)_]ZTC jrz |:1_6ij—1' 1_bz,1 + 1—bZ*l]dZ

En prenant comme contour d’intégration I' un cercle de rayon supérieur a
I’unité, le théoreme des résidus donne :

ejn(u bn+1e—jw
— — A -1)bn+t 6.14
—hem 1-per D (6.14)

y(n) =

Cette expression peut aussi étre obtenue de maniere directe par développement
en série de Y (Z). Elle fait apparaitre, en plus de la réponse correspondant au régime
permanent, la réponse transitoire et la réponse due aux conditions initiales. Ces der-
nieres disparaissent quand n croit si |b| < 1, c’est-a-dire si le systéme est stable.

De cette analyse, il résulte que la cellule du premier ordre offre des possibili-
tés restreintes car elle ne possede qu’un pdle, qui doit étre réel pour que le filtre
soit a coefficients réels, et sa réponse en fréquence est une fonction monotone. La
cellule du second ordre offre des possibilités beaucoup plus variées. C’est la struc-
ture la plus utilisée en filtrage numérique en raison de la modularité qu’elle
apporte dans la réalisation des filtres méme les plus complexes et de ses propriétés
concernant la limitation du nombre de bits des coefficients et le bruit de calcul.

Le cas de la cellule qui ne comporte que des poles, ou cellule purement récur-
sive, va étre examiné d’abord.

6.2 LA CELLULE DU SECOND ORDRE
PUREMENT RECURSIVE

Soit un systeme qui a la suite de données x (n) fait correspondre la suite y (n) telle
que:

y()=x(n)=b,y(n-1)-byy(n-2) (6.15)

Dans cette expression, le signe des coefficients b, et b, est changé par rapport
au paragraphe précédent, pour faciliter I’écriture de la fonction de transfert en Z
du systeme, H (Z), donnée par :
1 e

H(Z)= =
@ 1+b,Z-'+b,Z"2 Z?+b,Z+D,
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Cette fonction possede un zéro double a I’origine et deux poles P, et P,, tels que :
by

3 b2 —4b, (6.16)

N =

P,=- +

Deux cas se présentent alors suivant le signe de b3 —4b, :

® b3 = 4b, :les deux pdles sont situés sur I’axe réel du plan complexe; la fonc-
tion de transfert est simplement le produit de deux fonctions du premier ordre a
coefficients réels. La cellule de filtre correspondante est la mise en cascade de deux
cellules du premier ordre et ses propriétés s’en déduisent.

Les amplitudes se multiplient et les phases s’ajoutent. La réponse a I’échelon
unité en sortie de la seconde cellule s’écrit, si b, et b, désignent les coefficients :

n+1 n+1
bl _b2

1
y,(n) = A=b)(1=b) {1—133”—(1—172) W} (6.17)

La constante de temps correspondante T, s’écrit, pour des coefficients proches de

l'unité :
wm=V2V1r, (6.18)

et pour des cellules identiques :

Plus généralement, pour N cellules identiques, la constante de temps ty s’exprime
approximativement par :

w=VNr, (6.19)

e b2 < 4b, : les deux pdles sont complexes conjugués; ils s’écrivent P et P,
avec:

P=— 2 +j - Vdb,-b? (6.20)

La figure 6.3 illustre ce cas qui est le plus intéressant, et est considéré exclusi-
vement dans la suite de ce paragraphe.

La relation entre la position des poles et les coefficients du filtre apparait tres
simplement :

b, = -2Re (P) (6.21)

—

Fic. 6.3.  Cellule du second ordre a pdles complexes
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c’est-a-dire que le coefficient du terme en Z-! dans expression de H(Z) est égal
en module a deux fois la partie réelle du pole et de signe inverse.

b, =|OP|? (6.22)

Le coefficient du terme en Z-2 est égal au carré du module du pole ou encore au
carré de la distance du pole a 'origine. Ces deux relations sont tres utiles dans la
détermination des coefficients des filtres comme on le verra dans la suite.

Si M désigne le point d’affixe e/* dans le plan complexe, le module de la fonc-
tion de transfert s’écrit :

H(w)|= ——=
F )l MP.MP
et la phase :

¢(w) =0y +a,—2m

ol a, et a, désignent les angles que font les vecteurs PM et ﬁ/f avec I’axe réel.
Les expressions analytiques se déduisent de H(Z) en faisant Z = e/®. En pre-
nant pour H (Z) I’expression :
1
1+b,Z7 1+ b,Z-2

H(Z) =

il vient : 1
H(w)|?= 6.23
[H (o) 1+b3+b3+2b,(1+b,)cosw+2b,cos 2w (623)

b, sin o + b, sin 2w ]

@ (w) =- Arctg [ (6.24)

1+ b,cos w + b, cos 2w

Une forme élégante pour exprimer la réponse en fréquence et la phase est
obtenue avec une représentation des pdles en coordonnées polaires, P = re/®, a
partir d’une expression de H(Z) en produit de facteurs :

1
(1-PZ-") (1-PZ)
Les relations avec les coefficients b, et b, sont les suivantes :

b,=-2rcos0; b,=r?

H(Z) =

Pour H(w) on obtient :
1
[1-re/®-0)][1-re-i0-0)]

H(w) = (6.25)

11 vient alors :
1

1+r2=2rcos(0—w)][1+r2=2rcos (6 + w]) (6.23-bis)

H@P =

B rsin (6 + w) rsin (6 — w) )
@ ((D) = Arctg []m} - ArCtg [HT(B—(D)} (624-bls)
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Ces expressions permettent de tracer les courbes donnant [H(w)| et ¢ (w) en
fonction de la pulsation w = 2xf.

On vérifie que |H(w)| est une fonction paire et que ¢(w) est une fonction
impaire de la variable w.

Les valeurs correspondant a des extremums de [H(w)| sont les racines de
I’équation suivante, obtenue en dérivant I’expression (6.23) par rapport a o :

sin w [b, (1 + b,) + 4b, cos w] =0
Les fréquences 0 et 0,5 sont des fréquences extrémales en raison de la symé-

trie et de la périodicité de la réponse. Une autre fréquence extrémale f, existe si la
condition suivante est remplie :

bil+by)| g (6.26)
4b,
ou encore en coordonnées polaires :
2r .
cos 6 < m (626-bls)
Dans ce cas, il vient :
b,(1+b,)

cos (2mf)) = cos w, = — (6.27)

4b,

La fréquence f; est la fréquence de résonance de la cellule. L’amplitude a la
résonance s’écrit :

1 4b
H = 2 6.28
m 1 _ b2 4b2 _ b% ( )
ou encore en coordonnées polaires :
1 1
H (6.29)

m=1—r (1+r)sinf

Il apparait ainsi que la réponse en fréquence a la résonance est inversement
proportionnelle a la distance du pdle au cercle unité. Cette expression constitue un
résultat fondamental, souvent utilisé par la suite.

Il est intéressant également de faire apparaitre pour la cellule du second ordre
la caractéristique appelée largeur de bande a 3 décibels, B, telle que :

W, —
B3 :fz—f1 = I

1
avec: H ()]? = [H(0)|?> = zHﬁq
Pour une cellule a forte résonance (r = 1), d’apres (6.22) et (6.23) on peut
écrire approximativement au voisinage de la fréquence de résonance :

1 1 1 1

H 2= - )
H (o)) 4sin20 " 1+r2-2rcos (0-w,) 2 2(1-r2)sin20
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1+r2 (1-r?)2
2r 4r

d’olr: cos (0—w) =

Par développement limité, on obtient :
60— =1-r

D’ou I’approximation pour une cellule a forte résonance :

1-r
B;= - (6.30)

Ce résultat est utilisé par la suite dans les calculs de complexité.

Une autre caractéristique est parfois utilisée pour une cellule du second pure-
ment récursive, la bande équivalente du bruit B,. C’est la largeur de bande d’un
bruit dont la densité spectrale est supposée constante dans cette bande et égale a
H?2, et dont la puissance totale est égale a la puissance obtenue en sortie de la cel-
lule quand un bruit blanc de puissance unitaire est appliqué. Par définition :

B,. H7, =|H]3
En tenant compte de ’expression de [|[H||} donnée ci-dessous (6.36) et de la relation
(6.29) ci-dessus, il vient :
(1-r?)sin?06

B, = 1+ r4=2r2cos 26 (6.30-bis)

Cette expression est utile en analyse spectrale par exemple.
Les caractéristiques principales de la cellule du second ordre purement récur-
sive sont illustrées par un exemple.

Exemple
Soit une cellule du second ordre dont les pdles ont pour affixe :
P =0,6073 +j 0,5355
P =0,6073 —j 0,5355
Les parametres sont les suivants :
b, =-2Re (P)=-1,2146
b, = |OP|2 = 0,6556
1
1-1,2146 Z-1 + 0,6556 Z.-2
1
2,905 — 4,02 cos w + 1,31 cos (2w)

0=27.0,1156; r=081; f,=0111; H,=439; B,=0,06

H(Z)=

H(w)|*=

Le module de la réponse est représenté sur la figure 6.4 en fonction de la fré-
quence.
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Fic. 6.4. Réponse d’une cellule du 2¢ ordre purement récursive

La réponse en phase de la cellule du second ordre s’étudie a partir des rela-
tions (6.24) qui expriment la fonction ¢ (w). Pour préciser les variations de cette
fonction il est utile de calculer d’abord sa dérivée, c’est-a-dire le temps de groupe.
A partir de la relation (6.24-bis), on obtient :

do rcos (6 + w) —r?2 rcos (60 —w)—r?

%:1—2rcos(6+oo)+err 1-2rcos(6-w) +r? (6.31)

Soit :
r[cos (6 + w) —r] r[cos (6 —w) —r]
1-2rcos(B+w)+r2  1-2rcos(6-w)+r?

(o) = (6.32)

La fonction t(w) passe par un maximum au voisinage de la fréquence de réso-

R 0
nance. A la fréquence f= —— il vient :

2n
rr[1+(1—r) [cosZ@—r]} r

0)=1—- T 2reos20:2 "1, ©®

Exemple
r=081; 6=2r.0,1156

La figure 6.5 donne la courbe t( f) en fonction de la fréquence. Cette courbe
passe par un maximum égal a 3,8 au voisinage de la résonance. L'unité de temps
est la période d’échantillonnage T. Les valeurs obtenues sont a multiplier par T si
cette période est différente de I'unité.

Il apparait que la fonction T (f) prend des valeurs négatives. En fait il s’agit du
temps de propagation de groupe théorique de la cellule. En effet chaque élément
de sortie y (n) est calculé par une addition ol intervient un nombre d’entrée x(n) et
cette opération ne peut étre instantanée. Pour rendre le systeme réalisable il faut
retarder y(n), par exemple d’une unité; le temps de groupe se trouve alors aug-



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

6.2 La cellule du second ordre purement récursive 185

menté d’autant: a la phase ¢ (w), il faut ajouter la valeur w. La fonction ¢ (w) obte-
nue dans ces conditions est représentée sur la figure 6.6; la pente est maximale au
voisinage de la résonance.

T (f)
5 -

Fic. 6.5. Temps de propagation de groupe théorique de la cellule purement récursive
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FiG. 6.6. Caractéristique de phase de la cellule purement récursive

Les expressions qui ont été données pour les fonctions |H (w)|, @ (w) et t(w)
sont importantes car elles permettent de déterminer les mémes fonctions pour les
filtres réalisés par mise en cascade de cellules du second ordre, par multiplication
pour le module de la réponse en fréquence ou par addition pour la phase et le
temps de propagation de groupe.
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Pour faire apparaitre les conditions initiales et les régimes transitoires, la
transformation en Z monolatérale est utilisée, comme précédemment. A partir de
I’équation de définition de la cellule, on obtient la relation suivante entre les trans-

formées monolatérales Y (Z) et X(Z) :
X(2) by D)y DZ

YO =1h 245,22 140,21+ 0,22

Pour x (n) = e/"®, on obtient y (n) par la formule :
1
— . n-1
y(n) = o L 7"-Y(Z)dZ

avec
1
X2)= =gz

en prenant comme contour d’intégration I" un cercle de rayon supérieur a 'unité.
L’étude de la cellule purement récursive a été faite dans le plan fréquentiel.
Dans le plan temporel cette cellule possede une réponse impulsionnelle qui est une
suite 4 (n) que I’on détermine directement en examinant la réponse a la suite uni-
taire, ou par développement en série de la fonction H(Z); en effet on a, pour des

pOles complexes :
P %
H(Z) = N S —== 3 h(n)Z"
1-PZ-' p_P 1-PZ'! P-P =
Il vient alors :
i +1)6
sin(n+1)6 (635)

fi(m) =r". sin 0

La figure 6.7 donne la réponse impulsionnelle du filtre de 'exemple précé-

dent.
h(n)
7 \
14 |0
/
! \
I’ \
05: f \
!
', }
| ‘\‘ /(T\I“x‘ DY 3. N
-2-1 fo1 2 3\\11. 516,379 9 1011 g5~ 4~ n
/
\‘ V2

FiG. 6.7. Réponse impulsionnelle d’une cellule du second ordre
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La réponse a I’échelon unité s’écrit a partir de la définition, apres quelques
manipulations :

1
g(n) = 15 g, L+ bk —h(n+1)]

11 vient alors :
ri+ 1

g(n)= 1+r2-2rcos® [1+ sin 0

[rsin (i+1)0—sin (i +2) 8]} (6.34-bis)

Cette relation est utile en automatique.

La norme |H]||, de la fonction H (w) est utilisée par la suite; le calcul de cette
norme peut se faire par deux méthodes, comme indiqué au paragraphe 4.3. Par
sommation de série :

i 2 1-cos [22(11 +1)6]

sin20 <,

3= 3 hool2 =

Par un calcul d’intégrale suivant la méthode des résidus :

5 ZdZ
IH[3 = —— 5 5
]2 Jiz1-1 (Z-P) (Z-P) (1-PZ) (1-P2)

Finalement il vient :

153 = 1+r2 1 6.36
27 1-r2 " 1+7r*-2r2cos26 (6.36)
La valeur |[H]|, est également utilisée par la suite :
=l = X |a(n)|
n=0
Cette valeur est bornée par I'inégalité :
1 2 ) 1
- _ n T <0< .
[H], e ng() r*|sin [(n + 1) 0] A7) sin6 (0<6<m) (6.37)
Exemple :

7
Quand les poles sont sur I’axe imaginaire du plan des Z, 6 = 7 et la réponse
impulsionnelle s’écrit :
h(2p) =127 (- 1)?

Alors :

Hl3= 3 |h@p)|*= +—
p=0 1-r

& 1
H = h2 = —
Ml = % 1heo)l= 7
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Les résultats obtenus pour la cellule du second ordre purement récursive
s’étendent a la cellule du second ordre générale.

6.3 CELLULE DU SECOND ORDRE GENERALE

La cellule du second ordre la plus générale fait intervenir dans le calcul d’un élé-
ment de la suite de sortie y(n) a I'instant n, les données aux instants précédents,
x(n-1)etx(n-2).Son équation de définition s’écrit :

y(m)=axn)+ax(n-1)+ax(n-2)-b,y(n-1)-b,y(n-2) (6.38)

Il en résulte la fonction de transfert en Z suivante :

qui comporte deux zéros réels ou complexes conjugués pour que les coefficients
soient réels. La position de ces z€éros, notés Z,, et Z,, est assez particuliere. En effet
on rencontre deux cas d’utilisation de la cellule du second ordre générale. D’abord
dans la réalisation d’un élément de filtrage; alors les zéros sont presque toujours
placés sur le cercle unité, d’une part pour optimiser les caractéristiques d’affaiblis-
sement du filtre par lintroduction d’une fréquence d’affaiblissement infini et
d’autre part parce que dans ces conditions une symétrie des coefficients apparait et
les calculs peuvent se simplifier. Ensuite dans la réalisation de circuits déphaseurs
purs; alors les zéros sont conjugués harmoniques des poles.

Le cas du filtre va étre examiné en premier. La fonction de transfert d’une cel-
lule s’écrit :

ay(l+az'+2z72) . (Z-27,) (Z-7Z,)

Hy(z) = T+bz 5hz2 W Z_P)(Z_7) (6.39)

ou encore .
1-2Re(Z)Z ' +Z2

He(2) =t TR 0y 2 T+ P72

Le module de la réponse en fréquence de la cellule du second ordre générale
dont les zéros sont placés sur le cercle unité s’exprime par :
2
(a, + 2a, cos w)

2
[Hr ()] = 1+b3+b3+2b,(1+b,) cosw+2b, cos 2w (6.40)

Une telle cellule peut étre considérée comme la mise en cascade d’une cellule
de filtre RII purement récursive et d’une cellule de filtre RIF a phase linéaire. Par
suite les caractéristiques de phase et de temps de groupe de la cellule compléte
sont les sommes des caractéristiques des cellules élémentaires. C’est-a-dire :

rcos (8 + w) —r? rcos(6—w)—r?
1-2rcos(0+w)+r>2 1-2rcos(6-w)+r?

tr(w)=1+ (6.41)
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A rsin(0 + w) A rsin (6 — w)
Pr(w) =0+ Arctg 1-rcos(0+w) | ret 1-rsin(6 - )

(6.42)

Ces deux expressions donnent la phase et le temps de propagation de groupe
d’une cellule du second ordre dont les deux zéros sont sur le cercle unité. Cette
cellule de filtrage est généralement appelée cellule du second ordre elliptique, par
référence a la technique utilisée pour le calcul des coefficients.

Exemple

Pour illustrer les propriétés de la cellule de filtrage du second ordre générale,
reprenons I’exemple du paragraphe précédent, en complétant le filtre par 2 zéros
tels que :

Z,=03325+70,943 et Z,=03325-;0943
Les positions des singularités dans le plan complexe sont données par la figure

6.8.a. La fonction de transfert H;.(Z) est le quotient de deux polyndmes du second
degré N(Z)etD(2):

N(©)
HT(Z) =4ay. m
avec: N(Z)=1-0,665Z-1+7Z-2

D(Z)=1-12146 Z-' + 0,6556 Z 2

J
/2003325 +)0,963

j
k X
La figure 6.8.b donne la réponse en fréquence du filtre. Les contributions du
numérateur et du dénominateur de la fonction de transfert sont également repré-

sentées. Le facteur g, correspond a un facteur d’échelle qui est calculé pour que la
réponse du filtre ait une valeur spécifiée a une fréquence donnée. Par exemple :

H;(0)=1 conduita: a,=0,33.

P =0,6073 +j 05355

Fic. 6.8.a.  Podles et zéros d’une cellule
du second ordre générale

o
-a

Les caractéristiques de temps de propagation de groupe et de phase sont don-
nées par les figures 6.5 et 6.6 respectivement.
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FiG. 6.8.b. Réponse en fréquence de la cellule du second ordre générale

La norme ||Hy|, de la fonction Hy(w) se calcule comme indiqué précédem-
ment. Il vient :
2+ail+a}b,—4ab, +2b}-2b3

(1-by)[(1 +by)*-bi]

Un cas particulier important du méme type de filtre est le filtre dit «a
encoche », utilisé pour retirer une fréquence pure d’un spectre sans perturber les
autres composants. Sa fonction de transfert s’écrit :

1+a,Z2- 1+ 2722
1+a,(1-¢)Z 1+ (1-¢)2Z2
ol ¢ est un réel positif petit. Les poles de cette cellule sont a la distance & du cercle
unité et des zéros comme le montre la figure 6.9.a. Pour ¢ trés petit la bande d’af-
faiblissement a 3 dB, B, peut étre approchée par :

IHe[3 = a3

(6.43)

Hp(Z) = (6.44)

IH_ ()1
]

o] f, 0.5f \\\\::>/1

Fic. 6.9.a. Filtre a encoche du second ordre

[—

En dehors de cette bande, les podles et zéros se compensent et la réponse en
fréquence est voisine de I'unité. De plus, un tel filtre apporte une tres faible ampli-
fication sur un bruit blanc puisque, en appliquant (6.43), on obtient :

2
2-5¢

IFg/]3 ~ ~1+e
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Si la fréquence du signal a éliminer n’est pas connue avec une grande précision ou
si elle varie, alors il faut élargir la bande d’affaiblissement et écarter les zéros du
cercle unité d’une quantité dont 'ordre de grandeur est donné par la relation
(6.30).

La seconde catégorie de cellules du second ordre générales est celle des
déphaseurs purs.

La cellule de circuit déphaseur est caractérisée par le fait que le numérateur et
le dénominateur de la fonction de transfert ont les mémes coefficients mais dans
I’ordre inverse :

b,+b,Z-'+7Z-2 N(Z)

W)= 5. 7755,27 - D@) (6.45)

Les polyndmes N (Z) et D(Z) sont des polyndmes images. Il en résulte que
[H(e/®)| = 1, c’est-a-dire que le circuit est un déphaseur pur.
En fonction des poles et zéros la fonction de transfert Hy (Z) s’écrit :
(-2 (P-2Z-)

@)= a2y

Il apparait que les poles et les zéros sont conjugués harmoniques. La figure
6.10 représente leur position dans le plan des Z.

Fic. 6.10.  Poles et zéros d’une cellule de déphaseur

Le calcul de la phase et du temps de propagation de groupe de cette cellule se
déduit tres simplement des expressions (6.24) et (6.32) obtenues pour la cellule
purement récursive. En effet on peut écrire :

N(Z) Z-?D(Z™YH
D(Z) D@

H,(Z) =
Comme d’autre partona:
D (@) =D(-w); @) =-¢(-w)
Il vient :

¥p (©) = 20(@) + 20
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Le temps de propagation de groupe de la cellule de circuit déphaseur, (o),
s’écrit tous calculs faits :

1-r2 . 1-r2
1-2rcos(0—w)+r2 1-2rcos(6+w)+r?

7, (0) = (6.46)
11 est facile de vérifier que, quand w varie de 0 & =, la phase g (w) varie de 2.
En effet :
1-r2

1 1
CPD(J'C) = JO ’Fg(U))dUJ =2 JO m do=2n
Une application intéressante de ce résultat est la possibilité de réaliser le filtre
a encoche introduit précédemment a I’aide d’un circuit déphaseur, comme indiqué
a la figure 6.9.b. Le zéro du filtre sur le cercle unité correspond a la fréquence ou le
déphasage est égal a n. En fait, c’est méme un ensemble de deux filtres complé-
mentaires qui sont obtenus avec un seul déphaseur du second ordre [1, 5].

+ ) ye(n)

X (n) Déphaseur

—)—e Y, (n)

FiG. 6.9.b. Réalisation d’un filtre a encoche et de son complément

6.4 STRUCTURES POUR LA REALISATION

Les cellules sont réalisées par des circuits qui effectuent directement les opérations
représentées dans I’expression des fonctions de transfert. Le terme Z-! correspond
a un retard d’une période élémentaire et est réalisé par une mise en mémoire; les
coefficients a utiliser dans les circuits sont ceux de la fonction de transfert avec le
méme signe pour le numérateur et le signe opposé pour le dénominateur.

Le circuit qui correspond directement a la relation de définition de la cellule
du second ordre purement récursive est donné par la figure 6.11.

Les nombres de sortie y(n) sont retardés deux fois, multipliés par les coeffi-
cients — b, et — b, avant d’étre ajoutés aux nombres d’entrée x (n). Le circuit com-
prend deux mémoires de données et deux mémoires de coefficients. Il faut effec-
tuer, pour obtenir chaque nombre de sortie, deux multiplications et deux
additions.
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x{n) + T y(n)
21
- b1
- y(n-1)
2-1
-b,
I

Fic. 6.11.  Circuits de la cellule purement récursive

La cellule du second ordre générale peut étre réalisée conformément a la rela-
tion de définition. Cependant, il faut alors deux mémoires de données pour les
nombres d’entrée et deux mémoires pour les nombres de sortie. La structure obte-
nue n’est pas canonique, elle ne comporte pas le minimum d’éléments. En effet, il
suffit de deux mémoires de données, si la fonction de transfert est factorisée
comme suit :

N(2)
c’est-a-dire que les calculs correspondant au dénominateur sont effectués en pre-
mier et ceux qui correspondent au numérateur ensuite. La structure, dite D-N, est
représentée sur la figure 6.12; elle correspond a I'introduction des deux variables
internes u, (n) et u, (n) formant un vecteur d’état U (n) a N = 2 dimensions. Le sys-
teme est décrit par les équations suivantes :

uy(n+1) =x(n) = byu, (n) - byu, (n)

up(n+1) =u, (n)

y(n) = agx(n) - aybyuy (n) — aybyu, (n) + ayu, (n) + ayu, (n)
Ou encore, sous forme matricielle, conformément a (4.34) :

U(n+1):[_1bl _Obz].U(n)+[(1)]x(n) (6.47)

y(n) =[-ayb, + a;,—ayb, + a,] . U (n) + ayx (n)

Cette représentation d’état conduit ainsi & une réalisation canonique ayant le
nombre minimal de variables internes et par suite de mémoires.

Drapres les résultats du paragraphe 4.6 il existe une structure duale correspon-
dant aux variables internes v, (n) et v, (n) telles que :

Rt B A e Y e R
y(n) =v,(n) +ayx(n)
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x (n) y (n)

Fic. 6.12.  Cellule du second ordre en structure D-N

Cette autre structure canonique est représentée sur la figure 6.13. Elle revient
a effectuer d’abord les opérations du numérateur de la fonction de transfert en Z
et est dite N-D.

3o
x (n) e—— + * y(n)

vy (n)

7-1
a4 -by

4 +
v, (n)

2-

[32 ! -b2]

Fic. 6.13.  Cellule du second ordre en structure N-D

La cellule du second ordre elliptique est généralement réalisée comme indi-
qué sur la figure 6.12-bis. 1l faut effectuer quatre multiplications; celle qui porte
sur le coefficient a,, désigné par facteur d’échelle, est effectuée soit sur les nombres
d’entrée x (n), soit en sortie de la cellule comme sur la figure. Le gain en calcul par
rapport aux schémas précédents apparait clairement.
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x{n)

FiG. 6.12 bis.  Cellule du second ordre elliptique

La cellule de déphaseur pur constitue un cas particulier pour la réalisation. En
effet, la structure canonique ne permet pas d’exploiter les particularités de cette
fonction : amplitude du signal constante et mémes valeurs des coefficients au
numérateur et au dénominateur. Une structure a 2 multiplications adaptée a cette
fonction est donnée a la figure 6.14. La relation d’entrée-sortie correspondante
s’écrit :

¥ (1) = x(1=2) + by [x (1= 1) = y (= )] + by [ () ~ y (2 ~2)]

x(n) ‘®—%

z-1 z-1
D0
J = b,
z-1 z-1

y(n)

Fic. 6.14.  Cellule de déphaseur du second ordre a 2 multiplications

Au total, il faut 2 multiplications, 4 additions et 4 mémoires. A noter que le
déphaseur, par définition, n’a pas de facteur d’échelle, la figure 6.14 permet de ne
mettre en mémoire que des signaux d’amplitude constante, ce qui minimise la lon-
gueur des mémoires et simplifie les estimations de bruit de calcul.
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Pour optimiser la cellule et réduire le volume de circuits nécessaires par multi-
plication il est important de minimiser le nombre de bits de chacun des facteurs. Le
cas des coefficients va étre examiné en premier.

6.5 LIMITATIONS DU NOMBRE DE BITS DES COEFFICIENTS

La limitation du nombre de bits des coefficients se traduit par le fait qu’ils ne peu-
vent prendre qu'un nombre limité de valeurs; il s’en suit que les pdles ont un
nombre limité de positions possibles a I'intérieur du cercle unité; il en est de méme
des zéros sur le cercle unité, dans le cas de la cellule de filtre elliptique. Ainsi la
quantification a b, bits de la valeur absolue des coefficients limite a 2% le nombre
de positions que peuvent prendre les poles dans un quart du cercle unité et 2% le
nombre de fréquences d’affaiblissement infini possible. La figure 6.15 représente
ces positions pour b, = 3.

ik
LK ST
4 : ® ~o.
b o ° e
b o * o o N
P o * o o :\
h . .. A .
b L% e e o % Fic. 6.15.  Positions des poles et zéros
- e 4 ° AN avec une quantification a 3 bits
ve® . des coefficients en valeur absolue
: ¢« o ° \
° e *\
. !
: ‘
0 b——=o-R
9 1

Si la fonction de transfert de la cellule a été calculée d’abord et que la limita-
tion du nombre de bits des coefficients intervient ensuite, la fonction de transfert
H(Z) se trouve modifiée par l'introduction des polyndmes parasites ey(Z) et
ep(Z) au numérateur et au dénominateur [2]. On a la fonction Hg (Z) telle que :

N(Z) +ex(2)

U= B5Z) v ep@)

(6.49)

Si I’on désigne par da; et 8b; (0 < i < 2) les erreurs d’arrondi faites sur les
coefficients, les fonctions de transfert parasites s’écrivent :

2 2
ex(f) = 'Zo da,e 121y en(f) = _;1 db,e-i2ni

Considérons le cas de la cellule de filtre elliptique dont les coefficients sont
quantifiés a b, bits, signe compris, par arrondi. Compte tenu des inégalités :

la] <2; [b|<2
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I’échelon de quantification g s’écrit :

qzzlefbczzszc

Il vient :
le (1) SZ-% =227t (6.50)

Les modifications de la fonction de transfert dues a la quantification des coef-
ficients du dénominateur prennent leur ampleur maximale pour les fréquences voi-
sines des poles, car alors la fonction D ( f) passe par un minimum.

En supposant qu’il n’y a pas d’arrondi des coefficients au numérateur, on peut
écrire :

() — N ~N<f>[1 eD<f>}

D(f)+ep(f) D(H| D
L’erreur relative globale sur la réponse, e ( f) = w , se trouve alors
bornée par :
1
len ()l <q. D) (6.51)

Cette expression permet de déterminer le nombre de bits nécessaire pour
représenter les coefficients du dénominateur en fonction de la tolérance sur la
réponse en fréquence et des valeurs des coefficients. Elle est utilisée au chapitre
suivant.

Au numérateur la quantification du coefficient a, de la cellule de filtre ellip-
tique amene une modification de I’abscisse des zéros qui se déplacent sur le cercle
unité. Le déplacement de la pointe d’affaiblissement infini f; qui en résulte prend
la valeur df; telle que :

—be¢
dfj < L 2

S — 6.52
2m |sin 2 f] (6:52)

La quantification du coefficient a, de la cellule elliptique amene simplement
une modification du gain du filtre.

6.6 LIMITATION DU NOMBRE DE BITS
DES MEMOIRES DE DONNEES

Dans la structure D-N, qui est la plus couramment utilisée, le second facteur de la
multiplication est le nombre contenu dans la mémoire de données. Cette mémoire
a nécessairement une capacité limitée; la structure en boucle (fig. 6.12) fait que,
méme si les nombres d’entrée x(n) ont un nombre de bits limité et que les
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mémoires sont vides a la mise en fonctionnement, le nombre de bits des données a
mettre en mémoire croit indéfiniment. Une limitation, en général par arrondi, est
nécessaire. D’autre part les cellules peuvent présenter des gains importants et des
instabilités, ce qui conduit a introduire une limitation de ’'amplitude des données a
mettre en mémoire avec un dispositif de saturation logique. Le schéma de la cellule
elliptique du second ordre avec dispositif de saturation et quantification est donné
par la figure 6.16 pour la structure D-N. Ce schéma suppose un seul dispositif de
limitation situé juste avant la mise en mémoire, pour simplifier I’analyse du circuit.

29

x(n) + y(n}

e(n)

al

FiG. 6.16. Cellule elliptique avec dispositif de limitation

Le dispositif de quantification apporte une dégradation au signal qui traverse
la cellule de filtre, c’est le bruit de calcul. En effet, suivant le schéma de la figure
6.16, la quantification revient a superposer au signal d’entrée x (n) un signal d’er-
reur e (n) qui traverse également le filtre. Si I’échelon de quantification a la valeur

g, ce signal d’erreur est considéré comme ayant un spectre a répartition uniforme
2

et une puissance ;]—2 Dans ces conditions le bruit de calcul B, en sortie de la

cellule a pour expression, si fe = 1 et d’apres la relation (4.25) du paragraphe 4.4 :

_a’ ("IN
BC‘EL D (/)

ou encore en fonction de la suite 4 (n), réponse impulsionnelle du filtre :

2

df

B~ 3 h(w):
¢ 12 n=o0

En utilisant les résultats des paragraphes précédents, dans le cas d’une cellule
du second ordre purement récursive a pdles complexes de coordonnées polaires
(r, 8), c’est-a-dire la relation (6.36), il vient :

g 1+r? 1
€12 1-r2 1+7r*-2r2cos 26

(6.53)
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et pour la cellule elliptique avec la relation (6.43) :
_q* aj(2+at+aib,—4a b, +2b3-2b3)

T (1-b,) [(1+b,)2-Db3] (6.54)

L’échelon de quantification ¢ est lié au nombre de bits des mémoires internes.
La relation fait intervenir I’amplitude de la réponse en fréquence a la résonance de
la partie purement récursive; elle est étudiée en détail au chapitre suivant, dans la
mise en cascade de cellules élémentaires.

Dans ce paragraphe, seule la structure D-N a été considérée. Les calculs
s’adaptent sans difficulté a la structure N-D [3].

L’introduction du dispositif de quantification a également des conséquences
en I’absence de signal.

6.7 STABILITE ET AUTO-OSCILLATIONS

En ’absence de signal a ’entrée de la cellule de filtre RII, il se peut qu’un signal
soit présent en sortie. C’est d’abord le cas si les coefficients sont tels que la cellule
soit instable.

La condition de stabilité de la cellule est que les poles soient a 'intérieur du
cercle unité. Cette condition délimite un domaine de stabilité dans le plan (b,, b,).
D’apres les résultats du paragraphe 6.2 le domaine des poles complexes est limité
par la parabole :

—Do

b,=

INTINS

Alors la condition de stabilité impose :

0=b,<1

Si les poles sont réels, il faut de plus que :

1 1
—%+ 5\/b%—4b2<1; —1<—%—§\/b%—4b2

ou encore :
b,>-b,—1; by,>-1+b;; soit |b|<1+b, (6.55)
Le domaine de stabilité correspondant est un triangle délimité par les trois
droites :
b,=1; b,=-b;-1; b,=b,-1
comme représenté sur la figure 6.17.
Cependant, méme si la condition de stabilité est remplie, il se peut qu’en I’ab-

sence de signal a I’entrée, un signal soit présent en sortie du circuit; c’est en géné-
ral un signal constant ou périodique qui correspond a une auto-oscillation du filtre,
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fréquemment appelé cycle limite. De telles auto-oscillations peuvent se produire
aux grandes amplitudes par dépassement de la capacité des mémoires s’il n’y a pas
de dispositif de saturation logique. L’équation du systeme en 1’absence de signal
d’entrée s’écrit :

y(n)+byy(n-1)+by(n-2)=0

2

b
Ab2 b, = —1
/2 4L

Fic. 6.17. Domaine de stabilité de la cellule du second ordre

La condition naturelle d’absence de telles oscillations s’exprime par 'inégalité :
|bry(n-1)+byy(n-2)| <1

d’oui la condition nécessaire et suffisante d’absence d’auto-oscillations aux grandes
amplitudes :

|by| +|by) < 1 (6.56)

Cette inégalité délimite dans le plan (b, b,) un carré a I'intérieur du triangle
de stabilité de la cellule.

Pour éliminer toute possibilité d’oscillations de grande amplitude dues au
dépassement de capacité des mémoires, on démontre qu’il suffit d’utiliser un dis-
positif de saturation logique comme indiqué au paragraphe 6.6 [4].

Des auto-oscillations se produisent également en raison de la quantification
avant mise en mémoire. Elles sont de faibles amplitudes, dans les systémes bien
congus. Elles tiennent au fait qu’en réalité le signal d’entrée n’est jamais nul,
puisque méme en ’absence de données x (n), le signal d’erreur e (n) di a la quanti-
fication des nombres avant la mise en mémoire est appliqué au filtre.

Un exemple est donné par la figure 6.18.
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x(n)=0 ~ " y{n) n|bz y(n-2)| y(n) |y(n-1)
Q [
-1 + 455 5 5

0
e(n) 1| -455 |-5 5
L Y= o s uss |-s | -s
3| +455 | s | -5

2—1
L] +u55 | s 5

- 0,91/]
<!

Fic. 6.18.  Auto-oscillations aux faibles amplitudes

Une borne peut étre obtenue simplement pour de tels signaux, compte tenu du
fait que le signal d’erreur e(n) est lui-méme borné dans ’arrondi avec échelon ¢
par:

q
= 2z
o) <4

Si le filtre a comme réponse impulsionnelle la suite 4 (i), les auto-oscillations
sont limitées et il vient :

vl =1 Z1h@)

Cette borne est en fait tres large; une estimation plus réaliste de ’amplitude
A, des auto-oscillations est donnée par I’expression :

A, = % Max |H (0)]

ol H (w) est la fonction de transfert de la cellule.

L’application a une cellule purement récursive du second ordre a poles com-
plexes conduit, d’apres (6.37) et (6.29), a :
(6.57)

9 _ >
ly(m)] = 2 (1-r)sin 0

q 1
Ag= 2 (1-r?)sin 0 (6.58)

Ces signaux ont souvent un spectre de raies correspondant a des fréquences
voisines de celle out H (w) est maximum et qui sont, soit diviseurs, soit dans un rap-
port simple avec la fréquence d’échantillonnage.

Dans la conception des filtres le nombre de bits des mémoires doit étre suffi-
samment grand et I’échelon ¢ suffisamment petit pour que ces auto-oscillations ne
soient pas génantes. Il faut noter également qu’elles peuvent étre éliminées par
I'utilisation d’un autre type de quantification que I’arrondi, par exemple la tronca-
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tion de la valeur absolue [S]. C’est alors au prix d’une augmentation de la puis-
sance de bruit en présence de signal.

Les résultats obtenus dans ce chapitre vont &tre utilisés dans le chapitre sui-
vant qui traite de la mise en cascade de cellules élémentaires.
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EXERCICES

1 Soit a étudier la cellule du premier ordre :
y(n)=x(n)+by(n-1)
dans les conditions suivantes :

x(n)=0; n<0

x(n)=cosnw; n=0

b=-08; w= g; y1)=0
Donner I’expression de y (n) en faisant apparaitre les régimes transitoire et permanent.
Calculer ’amplitude et la phase de la réponse a partir de la valeur de y(n); vérifier a
l’aide des résultats du paragraphe 6.1. En considérant dans y (n) le régime permanent, calcu-
ler le retard apporté par le filtre. Comparer la valeur obtenue au temps de propagation de
groupe. Justifier la différence entre les deux valeurs.

2 Calculer la réponse du systéme défini par I’équation :

yn)=x(n)+x(n-1)-08y(n-1)
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a la suite unitaire u,(n) et a la suite x (n) telle que :
x(n)=0 pour n<0

x(n)=1 pour n=0
Donner la réponse en fréquence en régime permanent et transitoire.
3 Soit la cellule du second ordre purement récursive dont les coefficients sont :
b,=-156; b,=08

Donner la position des pdles. Calculer la réponse en fréquence, en phase et le temps de
propagation de groupe. Comment sont modifiées ces fonctions si I’on ajoute deux zéros en j
et —j. Dans ce cas donner le schéma de réalisation sous forme D-N et évaluer le volume de
calculs a faire pour chaque nombre de sortie.

4 Donner I'expression de la réponse impulsionnelle de la cellule du second ordre
purement récursive dont les coefficients sont :

b,=1,60 b,=0098

Calculer la fréquence de résonance et ’amplitude a la résonance. Exprimer la réponse
H (w) et calculer la norme |[H|,.
A cette cellule on adjoint deux zéros sur le cercle unité pour obtenir un affaiblissement

3fe
infini a la fréquence Tf Quels sont les coefficients de la cellule? Calculer la nouvelle

expression de H (w) et la nouvelle valeur de ||HJ|,?

Evaluer I’amplitude des auto-oscillations aux petits niveaux, de cette cellule, dans une
réalisation sous forme D-N et sous forme N-D. Mettre en évidence un exemple d’auto-oscil-
lation.

En I’absence de dispositif de saturation logique, cette cellule présente-t-elle des auto-
oscillations de grande amplitude? Faire apparaitre un exemple.

5 Avec combien de bits faut-il représenter les coefficients de la cellule dont la fonction
de transfert en Z s’écrit :
1-0952Z72-1+272-2

HZ)=
@) 1-1,406Z-1+0917z2°2

pour que la réponse en fréquence ne soit pas modifiée de plus de 1 % au voisinage des
poles. Calculer le déplacement de la pointe d’affaiblissement infini.

6 Soit & réaliser un déphaseur pur du second ordre dont les poles ont pour affixes P,
tels que :

P, ,=0,71 ;0,54

Calculer les coefficients de la cellule et donner I'expression de la fonction T,(w).
Montrer qu’il existe un schéma de réalisation qui conduit 2 un nombre de multiplications
réduit. Cette cellule peut-elle présenter des auto-oscillations aux grandes amplitudes en
I’absence de dispositif de saturation logique, et des auto-oscillations de faible amplitude?



Chapitre 7

Les filtres a réponse
impulsionnelle infinie (RII)

Les filtres numériques a Réponse Impulsionnelle Infinie (RII), ou filtres récursifs
ont des propriétés qui se rapprochent de celles des filtres analogiques et les tech-
niques utilisées pour calculer leurs coefficients sont déduites de celles qui servent a
déterminer les parameétres des filtres analogiques [1, 2, 3].

Avant d’aborder les méthodes de calcul des coefficients, il est utile de donner
un certain nombre d’expressions générales pour les caractéristiques de ces filtres.

7.1 EXPRESSIONS GENERALES
POUR LES CARACTERISTIQUES

Le filtre RII général est un systeme qui, a la suite de données x(n) fait corres-
pondre la suite y (n) telle que :

L K
Y= % ax(a-0- X byn-k) .

La fonction de transfert en Z de ce systeme s’écrit :
(7.2)

C’est le quotient de deux polyndmes en Z, qui sont souvent de méme degré.
Les coefficients a, et b, étant des nombres réels, H(Z) est un nombre com-
plexe tel que :

H(Z)=H(Z)
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La réponse en fréquence du filtre s’écrit avec les mémes conventions que dans
les chapitres précédents :

H (o) = [H (0)]e-#)

Le module et la phase s’expriment a partir de H(Z) par les expressions sui-
vantes :

H(w)|? = [H(Z) H(Z )]z o (7.3)

Par élévation de H(w) au carré et en utilisant (7.3), il vient :

1 H(Z)
¢(0)=- 3 In [H(Zl) ]z:e’“’ (7.4)

En dérivant la fonction ¢ (Z) par rapport a la variable complexe Z, on obtient :

do 1 {IKZHL H'(z-l>]
dZ ~ 2j|H(Z) "~ z? HZ)

Pour Z = e/® il vient :

do 1 d
D’ot ’expression du temps de propagation de groupe :
dp do d
T(w):%: d_Z]Z=—R€|:Zﬁ1n(H(Z)):|Z:eJ_w (75)

Les équations (7.3), (7.4) et (7.5) constituent des expressions concises pour le
calcul des principales caractéristiques des filtres RII d’ordre quelconque.

Exemple
Soit :
1 1
HZ) =5z =1+b,2 145,22
Ona:

(o) =R [Z D’(Z)} __R [ byZ-1+2b,727? ]
Tw)=Re "‘D(Z) |z=oi0 ¢ 1+b, 27+ b, 272 |7 i
d’ou ’expression :

1-b3+b,(1-b,)cosw
1+ b%+ b3 +2b,(1 +b,) cos ® + 2b, cos 2w)

T(w)=1- (7.6)

qui est équivalente a I’expression donnée au chapitre précédent quand les poles
sont complexes avec b; = —2r cos 6 et b, = r2.
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Drautres expressions des caractéristiques des filtres RII peuvent étre obtenues
a partir de 'expression de H(Z) en fonction de ses poles et de ses zéros; si le
numérateur et le dénominateur de H(Z) ont le méme degré N, et si N est pair, il

vient :
N

2 1+alZ'+aiZ?

H@Z)=a) IL 73775172

Le carré du module de la fonction de transfert est égal au produit des carrés
du module des fonctions élémentaires; la phase et le temps de propagation de
groupe sont les sommes des contributions des cellules élémentaires.

N

2
H@)=a IT [ (o)

:
2
@)= 2 )

Les expressions générales pour les caractéristiques des filtres RII données ci-
dessus sont utilisées dans le calcul des coefficients.

7.2 CALCUL DIRECT DES COEFFICIENTS
PAR LES FONCTIONS MODELES

Une méthode directe pour calculer les coefficients d’un filtre RII consiste a faire
appel a une fonction modele, qui est une fonction réelle définie sur I’axe des
fréquences.

Les fonctions modeles considérées sont des fonctions connues pour leurs pro-
priétés de sélectivité, les fonctions de Butterworth, Bessel, Tchebycheff et les fonc-
tions elliptiques. Elles sont également utilisées pour le calcul des filtres analo-
giques. Elles constituent un modele pour le carré de la fonction de transfert a
obtenir. Cependant un obstacle apparait pour leur utilisation au calcul de filtres
numériques car elles ne sont pas périodiques alors que la fonction a obtenir a la
période f,. Il faut donc établir une correspondance entre 1’axe réel et l'intervalle
[0, £.]- Une telle correspondance est fournie par une transformation conforme dans
le plan complexe qui doit posséder les propriétés suivantes :

— Transformer ’axe imaginaire en le cercle unité.

— Transformer une fraction rationnelle de la variable complexe s en une frac-
tion rationnelle de la variable complexe Z.

— Conserver la stabilité.

Une premiére approche consiste a chercher a conserver pour le filtre numé-
rique la réponse impulsionnelle du filtre analogique.
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7.2.1 Invariance impulsionnelle

Soit le filtre analogique défini par ’équation :
Ya () = by, (1) + x (1) (7.7)

Il a pour fonction de transfert :

H(s) = S—Lb (7.8)
et pour réponse impulsionnelle :
h()y=eb; t=0 (7.9)
Un échantillonnage de cette réponse avec la période T fournit la suite :
h(nT)=¢e’T-7; n=0 (7.10)
qui a pour transformée en Z. :
1
H(z) = = (7.11)

Le podle b du filtre analogique est devenu e?T pour le filtre numérique. La
méthode se généralise a un nombre quelconque de pdles.

Cette méthode tres simple est utilisée, par exemple, dans la simulation des sys-
temes analogiques par des calculateurs numériques. Pour le calcul de filtres, elle
présente un grave inconvénient, du fait du repliement de la réponse en fréquence.
En effet, dans I'opération d’échantillonnage, la réponse en fréquence du filtre ana-
logique se trouve repliée dans la bande utile du filtre numérique et les spécifica-
tions d’amplitude ne peuvent pas étre conservées.

Une autre approche consiste a établir une correspondance directe entre le
fonctionnement du filtre analogique et du filtre numérique.

En reprenant I’équation différentielle du filtre analogique, on peut écrire, a
I'instant nT :

ya(nT):ya(nT—T)+JT yv.(nT-T+7)dt (7.12)

0

Le calcul de I'intégrale par la formule du trapeze conduit a :
T ! !
Ya(nT) =y, (T =T) = = [y, (nT) + y,(nT = T)] (7.13)
soit :

y,(nT) -y, (nT-T) = ; [by,(nT)+x(nT) + by, (nT-T) +x(nT-T)]



208 7 e Les filtres a réponse impulsionnelle infinie

En prenant la transformée en Z des deux membres, on obtient la fonction de
transferten Z :

H(Z) = (7.14)

2 1-771

T 1+Z1

qui fait apparaitre une relation entre s et Z. La transformation homographique
correspondante est couramment désignée par transformation bilinéaire.

7.2.2 La transformation bilinéaire

Soit la transformation qui au point du plan complexe d’affixe Z fait correspondre
le point d’affixe s tel que :
2 1-Z71

ST 1iz1 (7.15)

N

Cette transformation correspond a une approximation de l’exponentielle,
puisque I’on a, pour les faibles valeurs de sT :

T
1 +2—s
Z= T = e'T (7.15bis)
1-—s
2

A tout point du cercle unité, Z = e/T, correspond un point s tel que :
2 1—ejoT 2 oT

ST rem I TE T (716
Par suite au cercle unité correspond I’axe imaginaire.
La relation qui donne Z en fonction de s s’écrit :
2
TS
Z= 5 (7.17)
T —-S

Une fraction rationnelle en s est transformée en une fraction rationnelle en Z
avec la particularité que le numérateur et le dénominateur de la fonction de Z ont
le méme degré.

Dr’autre part, si s a une partie réelle négative, Z est en module inférieur a 1,
c’est-a-dire que la partie du plan complexe de la variable s qui est a gauche de I’axe
imaginaire est transformée en I'intérieur du cercle unité; cette propriété permet de
conserver les caractéristiques de stabilité des systemes.

Dans la définition de la transformation, le facteur T est un facteur d’échelle,

T = est la période d’échantillonnage du systeme numérique. Ce facteur

1
fe
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contrdle la déformation de ’axe des fréquences qui intervient quand la transfor-
mation bilinéaire est appliquée pour obtenir la fonction de transfert en Z d’un sys-
teme numérique a partir d’une fonction complexe de s. En effet le systeme numé-
rique obtenu, a une réponse en fréquence fonction de la variable fy qui est liée aux
valeurs de la fonction analogique initiale sur ’axe imaginaire j.f, par la relation
(7.16) ci-dessus. Il vient :

7y = o tg (RT) (7.18)

La figure 7.1 illustre cette relation. On peut remarquer que pour les fré-
quences tres faibles la déformation est négligeable, ce qui justifie le choix du fac-

2
teur d’échelle —.

T
fA |
|
|
|
S
/’/ l
Vs
// l
7/ |
1 / |
zl T ! .
| 0 l. 1_ N
' , 2 T
| .7
[ /
] 7/
Lo 1
[y A ~a7
|
|
|

Fic.7.1.  Déformation en fréquence apportée par la transformation bilinéaire

Bien que d’autres transformations puissent aussi s’appliquer au calcul des
coefficients des filtres numériques, la transformation bilinéaire est la plus utilisée.
Il faut remarquer qu’elle permet de calculer les filtres numériques a partir de fonc-
tions de transfert de filtres analogiques ou en utilisant les programmes de calcul
mis au point pour les filtres analogiques.

Il faut prendre garde cependant que la réponse en fréquence se trouve défor-
mée, comme indiqué précédemment, les pulsations analogique w, et numérique
wy étant liées par la relation :

2 o\ T
wAthg[T] (7.19)

Le temps de propagation de groupe est également modifié :

Ty =Tp [1 + ( (DTAT )2} (7.20)
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c’est-a-dire qu’un filtre qui, en analogique, a un temps de groupe presque constant
est transformé en un filtre numérique qui n’a pas cette propriété.

Pour calculer un filtre numérique a partir d’un gabarit selon cette méthode, il
faut prédéformer le gabarit, calculer le filtre analogique satisfaisant au nouveau
gabarit et ensuite appliquer la transformation bilinéaire.

7.2.3 Les filtres de Butterworth

Pour illustrer le calcul des coefficients par une fonction modele, deux cas sont rete-
nus, les fonctions de filtrage de Butterworth en raison de leur simplicité et les fonc-
tions elliptiques qui sont les plus utilisées.

Une fonction de Butterworth d’ordre # est définie par I’expression :

2n
1+ (i)
..

c

[F() = (7.21)

Le parametre w, donne la valeur de la variable pour laquelle la fonction prend

1
la valeur ok La figure 7.2 représente cette fonction pour diverses valeurs de n.

B

1

Fic. 7.2. Fonctions de Butterworth
0,5

Par extension analytique, on peut écrire en prenant o, = 1:

1
[F(@)? = H(jo)? = [H© HE9),_jy = T
H(s) H = ; = 71
(s) H(=s) = 14 (S_.)Zn T 1+ (—52)"
J

Les poles de cette fonction sont sur le cercle unité; par exemple pour n impair
on peut écrire :

H(s) H (=) =

fio-ert
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En affectant 2 H(s) les pdles qui sont a gauche de I’axe imaginaire afin
d’aboutir a un filtre stable, et apres regroupement pour obtenir des cellules du pre-
mier ou de second ordre a coefficients réels, il vient :

-1

B 1
H(s) = 1+s I}

k
s2+2003(n—>.s+1
n

De la méme maniere on obtient pour # pair :

1
kSl m (2k )]
s +2005{ P

Le filtre numérique correspondant est fourni par le changement de variable
(7.15), avec un facteur d’échelle convenable, c’est-a-dire :
1 1-272-1
"1+ 7!

S =

.,
tg —

Le point de I’axe des fréquences ol la réponse du filtre numérique prend la

1
valeur W est bien f, tel que w, = 2xf,.

1
En posant : u = e (/1) et oy = 2 cos ( ) on obtient la fonction de trans-
fert en Z suivante pour le filtre numérique d’ordre n impair :
-1
1+2Z-1 2 1+2Z1)?
H@) = arnraznzt krzll TPEZ T bEZ 2
avec : |
ak= Truo, +u? bk=2ak(1-u?; bk=ak(-uo,+u?
. -1\
Pour # pair, avec o, =2 cos (& ) il vient :
}’l
1 +2Z-1?
H(Z)_Ha01+bkzl+bkzz (7.22)

Il apparait ainsi que les zéros de la fonction de transfert en Z se trouvent tous
au point Z = — 1, ce qui peut simplifier la réalisation du filtre. D’autre part la fonc-
tion est completement déterminée par la donnée des deux parametres n et u.
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L’ordre # se calcule a partir du gabarit du filtre. Soit a réaliser un filtre dont la
réponse en fréquence soit supérieure ou égale a 1 — 9, dans la bande [0, f;] et infé-

rieure ou égale a §, dans la bande [fz, %] En revenant a la fonction modele F (w),
ces contraintes impliquent les inégalités suivantes :

1+<w2)2n
0

c

5 =(1-9,) et

1
(5
®,

c

<03

Pour 9§, et §, petits, on obtient ’expression de # suivante :
1
5 log (26,) +log (3,)

log () —log ()

n=

ce qui donne pour 'ordre N du filtre numérique correspondant :

lo [17]
*l5, Va5,
N= log [tg (xf,T)] - log [tg (nfiT)] (7.23)

Une fois 7 choisi, le parametre u doit étre pris dans I'intervalle :
1
1 131 (28,)2n
— (P sus
tg (nf,T) ( 9, ) tg (nfiT)
Ces parametres permettent de calculer H(Z).
Exemple
Soit le gabarit suivant, déja considéré pour les filtres RIF;
0, =0,045; 9,=0,015; f,=1; f,=011725; f,=0,2875

on trouve N = 7.3; la valeur retenue est N = 8 et pour le choix minimal de « il
vient :

H(Z) = 0,00185 (1L+27) (L+27)
(2)=0, 1-036Z 1700422 1-039Z 1501222
(1+2Z1)? (1+2Z1)?

"1-045Z21+031Z2% " 1-058Z-1+0,69Z2

La réponse en fréquence obtenue est donnée par la figure 7.3 et le temps de
propagation de groupe par la figure 7.4.

Quand la bande de transition du filtre, Af = f, — f; est suffisamment faible, I’ex-
pression (7.23) se simplifie comme suit :

1 23 f .
N ~ log [ ﬁ ] I I—f.sm 2nfilf.) (7.24)
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Ainsi, 'ordre du filtre est alors inversement proportionnel a la largeur de la
bande de transition, comme pour les filtres RIF. Il s’en suit que la sélectivité reste
assez limitée en pratique.

Finalement les filtres de Butterworth sont faciles a calculer, des simplifications
importantes peuvent apparaitre dans leur réalisation en raison de la configuration
des zéros et aussi dans certains cas des podles, mais leur sélectivité est beaucoup
plus faible que celle du filtre optimal que constitue le filtre elliptique.

H(f)|
1
05
0 0} f1 0,2 0,3 0,4 05  f
Fi.7.3. Réponse en fréquence d’un filtre de Butterworth d’ordre 8
T(f)}
20
0r
|
]
I
I
)
1 1 L ] 1 -
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 f

Fic. 7.4. Temps de propagation de groupe du filtre de Butterworth

7.2.4 Les filtres elliptiques

Le filtre elliptique présente des ondulations en bande passante et en bande affai-
blie. Il est optimal en ce sens que pour un ordre n donné et des amplitudes d’ondu-
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lations fixées il présente la bande de transition la plus faible. La fonction modele
fait appel aux fonctions elliptiques; elle s’écrit :
1

2y e —
T (w) = 1+¢e2sn?(u, k)

(7.25)

ol y = sn(u, k) est défini de fagcon implicite par la fonction elliptique incompléte de
premiere espece :

Arcsiny do
u= J S— (7.26)

0 (1 - k?sin? 0);

Une représentation de la fonction T 2(u) pour u = jo est donnée par la figure
7.5 ou sont indiqués les parametres correspondant a k; tel que :

WY v

ey

0 (AT AP
FiG.7.5.  Fonction de filtrage elliptique
) ) VAZ-1
La fonction sn?(w, k) oscille entre 0 et 1 pour v < w, et entre — et

I'infini pour w = w,.
On montre que 'ordre n du filtre est déterminé & partir des parametres k; et
k, facteur de sélectivité, tel que :

par I’expression :

_ K(OK(V1-k3)
© K(k)K(V1-k2)

(7.27)
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ou K(k) est I'intégrale elliptique compléte de premiére espece :
> de
K(k) = J S (7.27-bis)
0 (1 - k?sin? 6)2

Cette intégrale se calcule par la méthode d’approximation du polyndéme de
Tchebycheff qui conduit a une erreur de 'ordre de 10-% avec un polynome de
degré 4. La fonction inverse de I'intégrale incomplete de premiére espéce est cal-
culée par le quotient de deux séries rapidement convergentes.

Une expression simplifiée peut &tre obtenue pour I'ordre # du filtre a partir du
gabarit général donné par la figure 5.7. Avec I’hypothése d’une ondulation en
bande passante comprise entre 1 et 1 —29,, et les paramétres suivants (fig. 7.5) :

1

8= 5 25,=1

1
e f=1
V1 + g2 Je

il vient :

nzz ln( 2\/>> [ 8(”:”1} (7.28)

L’ordre N du filtre numérique satisfaisant le gabarit de la figure 5.7 est alors donné
par:

RN 8 tg (ni/f)
st

Généralement la bande de transition Af = f, — f; est petite, et il vient, en passant
aux logarithmes décimaux :

fi
2n — 7.29
2\/7] |: fe >i| ( )
Cette expression est a rapprocher de la relation (V.32) pour les filtres a
réponse impulsionnelle finie. Ainsi pour les filtres RII de type elliptique, ’ordre
est proportionnel au logarithme de I'inverse de la bande de transition normalisée,
ce qui conduit a des valeurs beaucoup plus faibles que dans le cas des filtres RIF.
De plus, la relation (7.29) montre que la largeur de bande intervient : la valeur
maximale de N est atteinte pour f; voisin de f,/4, c’est-a-dire une bande passante
représentant la moitié de la bande utile. Une simplification supplémentaire peut
étre obtenue pour les filtres a bande passante étroite; dans ce cas 'ordre N’ du
filtre est donné par :

- —SIII

—1076log[ f 4 (

= 1,076.log [ \/_] log (8. i—}) (7.30)

et c’est la raideur de coupure qui intervient, comme pour les filtres analogiques.
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Une fois ’ordre du filtre déterminé, la procédure de calcul comporte la déter-
mination des poles et des zéros de T?2(u) qui présentent une double périodicité
dans le plan complexe. Par changement de variable, puis application de la transfor-
mée bilinéaire on aboutit a la configuration des pdles et zéros du filtre numérique
dans le plan des Z [4].

Pour le calcul d’un filtre selon cette technique, le gabarit est spécifié par :

L’amplitude créte a créte des ondulations en bande passante exprimée en dB :

BP =-201og (1-29,)

L’amplitude des ondulations en bande affaiblie exprimée en dB par :

1
AT:ZOlog(6—>
2

La fréquence de fin de bande passante : FB.
La fréquence de début de bande affaiblie : FA.
La fréquence d’échantillonnage : FE.

Exemple

Soit le gabarit donné au paragraphe précédent; BP = 0,4; AT =36,5; FE = 1;
FB = 0,1725; FA = 0,2875. On trouve N = 3.3, la valeur retenue est N = 4. Les
z€ros et les poles ont les affixes suivants (fig. 7.6) :

E, =-0816+0,578 Z,=-0,2987 + 0,954
P,=-0407+j0313 P,= 0335 +j0,776

j

4
Z;
21 x Pz
xPq
FiG.7.6.  Pdles et zéros d’un filtre elliptique

Pour faire apparaitre les pointes d’affaiblissement infini, la courbe —|Ht 3l
donnant I’affaiblissement du filtre en fonction de la fréquence est représentée sur
la figure 7.7.

La figure 7.8 donne le temps de groupe du filtre obtenu. Les courbes sont a
comparer aux résultats obtenus avec le filtre de Butterworth calculé sur le méme
gabarit; elles font apparaitre un avantage important pour le filtre elliptique qui
demande un ordre deux fois plus faible et apporte une réduction de complexité des
circuits dans la méme proportion.
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1

A
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Fic.7.7. Réponse en fréquence d’un filtre elliptique d’ordre 4

T(f)4

10

0 0, 02 03 0L 05 f

Fic.7.8. Temps de groupe d’un filtre elliptique d’ordre 4

Les méthodes qui ont été exposées permettent de calculer des filtres passe-
bas, a partir desquels il est possible d’obtenir des filtres passe-haut et passe-bande
par des transformations en fréquence.

7.2.5 Calcul d'un filtre quelconque par transformation d'un passe-bas
Les procédures de calcul présentées dans les paragraphes précédents conduisent a

une fonction H (s) qui par transformation bilinéaire fournit la fonction de transfert
en Z du filtre numérique. Pour s = jw la fonction H (w) est une fonction de filtrage
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passe-bas sur le domaine des fréquences qui s’étend de zéro a l'infini. Il est pos-
sible de lui appliquer des transformations qui conduisent a d’autres types de filtres
[S]. Par exemple pour obtenir une fonction passe-bas dont la bande passante
s’étend de 0 a w; a partir d’'une fonction dont la bande passante couvre le domaine
[0, w,] il faut faire la transformation :
®,
S8 o
En partant d’un filtre passe-bas dont la bande passante est limitée a 1 on peut
obtenir les filtres suivants, en désignant par wg et wy les limites inférieures et supé-
rieures de la bande passante :

N

Autre passe-bas :s — ——
Wy

g
Passe-haut: s —

5%+ oy g
s(wy — 0p)
s(wy — wp)
52+ oy

— Passe-bande : s —

Coupe bande : s —

Ces transformations conservent les amplitudes des ondulations de la réponse
du filtre mais amenent une déformation en fréquence.

Une méthode plus directe consiste a utiliser d’autres transformations que la
transformation bilinéaire pour aboutir a I’expression H(Z); par exemple la trans-
formation suivante permet d’obtenir directement un filtre numérique passe-bande
a partir d’une fonction de filtrage en s passe-bas :

1 1-2cos (,T)Z"'+Z72

S=7 172 (7.31)
Pour Z = e/*T il vient :
-1 cos (w,T)-cos (wT)
S=IT sin (wT) (7.32)

Si la bande passante du filtre numérique s’étend de wg a wy, il faut choisir w,,
tel que les abscisses des points transformés soient égales en valeur absolue et de
signe opposé :

cos (w,T) —cos (wgT)  cos (wyT) - cos (wyT)
sin (wgT) - sin (oyT)
d’ou
cos [(wB + wy) ;]
cos (w,T) =

cos {(ooB ) g—}



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

7.3 Techniques itératives 219

Cette approche évite d’ajouter une étape dans la procédure de calcul d'un
filtre passe-bande.

Il est également possible de faire appel a des transformations dans le plan des
Z qui conservent le cercle unité; la plus simple est la transformation de Z en — Z
qui change un filtre passe-bas en passe-haut.

La transformation suivante ou o est un nombre réel :

Z1-a
Z' > g7 (7.33)

change un passe-bas en un autre passe-bas. En fait on montre que la transforma-
tion la plus générale a pour expression [5] :

-1 s —_ %
V4 + II - Z] (7.34)
avec |oy| < 1 pour assurer la stabilité.

Par exemple, un passe-bas est transformé en passe-bande par :

Z72-a,Z '+ a,
220 Z7 1+ 1

Zl > (7.35)

Il apparait ainsi que 1’on peut calculer d’'une maniere directe a partir de fonc-
tions modeles tous les types de filtres. Cependant des limitations importantes inter-
viennent d’abord parce que les ondulations du filtre doivent étre constantes, par
exemple pour les filtres elliptiques, dans les bandes passantes et affaiblies; ensuite
les méthodes exposées ne permettent pas de tenir compte d’éventuelles contraintes
sur la réponse impulsionnelle. Pour lever ces limitations il faut faire appel aux
techniques d’optimisation.

7.3 TECHNIQUES ITERATIVES
POUR LE CALCUL DES FILTRES RII
AVEC DES SPECIFICATIONS EN FREQUENCE

Les méthodes d’optimisation permettent, comme pour les filtres RIF, le calcul d’un
filtre RII sur des spécifications quelconques. Cependant le calcul est un peu plus
délicat dans ce cas car des précautions doivent étre prises pour éviter d’aboutir a
un systéme instable.

Deux méthodes vont étre présentées qui correspondent a deux criteres d’opti-
misation différents. Le premier critere est la minimisation de I’erreur quadratique

[6].
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7.3.1 Minimisation de I'erreur quadratique

La fonction de transfert d’un filtre est donnée sous forme factorisée par I’expres-
sion introduite précédemment :

N
2 1+alZ'+atZ>?
H@)=a 1T 75755275 >0 (7.36)

en considérant que le numérateur et le dénominateur sont de méme degré N pair.

Soit D(f) la fonction a approcher par la réponse en fréquence du filtre H(f);
I’écart entre ces fonctions représente une erreur qu’il est possible de minimiser au
sens des moindres carrés, en un nombre de points, égal a N, de I’axe des fré-
quences; il vient alors :

Ny-1
E= 3 (H(£)- DY

La valeur E est fonction d’un ensemble de 2N + 1 parametres, qui sont les
coefficients du filtre :
N

E =E(ay, ai,al,bi,bl) avec 1=<i< 5

Le minimum correspond a ’ensemble des valeurs des 2N + 1 parametres x, tel
que:
oE

=0; 1<ks2N+1
aay,

Pour le parametre a il vient en posant H(Z) = a,H, (Z)

9E No !
— =0=2 nz (a0|H1 (fn)| - |D (fn)|)H1 (fn)|

0x;, =0

D’ou la valeur de ay :

N,-1

n§0|D (fn)| |H1 (fn)|

ay =

(7.37)

N,-1

PRENGALE

Le probléme d’optimisation se trouve ramené a 2N variables.

La procédure consiste a partir d’'une fonction H{(Z) initiale, fournie par
exemple par la méthode de calcul direct des filtres elliptiques donnée au para-
graphe précédent, et a supposer que I’on se trouve suffisamment pres de I'optimum

pour que la fonction E puisse étre assimilée a une fonction quadratique des 2N
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parametres x,;. Alors I’optimum cherché est fourni par un accroissement des para-
metres donné par le vecteur a 2N éléments AX tel que :

ZZN 9 1 ZZN 2§ 9’E
E(X+AX) =E(X) + — Ax, + = — Ax; Ax
( ) X) =1 ax, K 2451 51 axax, <!

En désignant par A la matrice a 2N lignes et a N, colonnes qui a pour €lé-
ments :

a; =2 % [a,.H, (f;)”

et par A le vecteur colonne a N, termes e,, tels que :
€,=4d. |H1(fn)| - |D (fn)|

La condition des moindres carrés est obtenue en écrivant que E (X + AX) est
extrémum. Comme au paragraphe 5.4 pour le calcul des coefficients des filtres RIF,
il vient :

AX =—[AA]-1.A.A

La méthode consiste ensuite a réitérer le calcul avec les nouvelles valeurs des
parametres, ce qui doit conduire a 'optimum cherché. Les chances d’atteindre ce
but et la rapidité de la méthode dépendent des accroissements donnés aux para-
metres; la meilleure stratégie est sans doute celle qui est fournie par I’algorithme
de Fletcher et Powell [7].

Pour s’assurer de la stabilité du syst¢eme obtenu on peut controler la stabilité a
chaque étape ou modifier le systéme obtenu en remplacant les poles P; extérieurs

au cercle unité par é, ce qui ne modifie pas le module de la réponse en fréquence
1
a une constante pres. Dans ce dernier cas il faut en général reprendre la procédure
d’optimisation pour aboutir a 'optimum.
La minimisation de l’erreur quadratique moyenne peut étre appliquée a
d’autres fonctions que la réponse en fréquence, par exemple le temps de propaga-
tion de groupe [8].

7.3.2 Approximation au sens de Tchebycheff

Ce critere correspond a une limitation de I’amplitude des ondulations de la
réponse en fréquence du filtre dans certaines plages de fréquence, ce qui est le cas
le plus courant.

Une méthode élégante consiste a faire appel a ’algorithme utilisé pour le cal-
cul des coefficients des filtres RIF a phase linéaire, I’algorithme de Remez.

La technique de calcul consiste a partir d’une fonction de filtrage initiale H,(Z)
proche de la fonction H(Z) cherchée. Cette fonction peut étre par exemple de
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type elliptique et avoir été calculée par la méthode du paragraphe 7.2.4 en utilisant
un gabarit adapté; elle s’écrit :

No(2)

Dy (Z)

HO(Z) =

Les zéros des fonctions de filtrage étant en général sur le cercle unité, le
numérateur N (Z) peut étre considéré comme la fonction de transfert d’un filtre
RIF a phase linéaire.

La premicere étape de la technique itérative consiste a calculer une nouvelle
valeur du numérateur, N, (Z), par I’algorithme donné précédemment. Dans ce cal-

1

Do (/)|

cul Dy (f) est la fonction a approcher en bande passante et est utilisée

comme pondération.

Ensuite on recherche une nouvelle valeur du dénominateur D, (Z). On peut
chercher directement une fonction qui approche |N, (f)| dans la bande passante en
utilisant le programme de calcul de filtre RIF. Une méthode plus satisfaisante
consiste a utiliser une adaptation des techniques de calcul des filtres analogiques.

En supposant que la fonction cherchée H (f), qui s’écrit :

N
H(N= o
soit telle que :
H(H) =<1

on peut poser :

GNP =D -INI?

etil vient :
1
HAP=——7
[0l
N(f)
La figure 7.9 représente les fonctions |G (f)| et [N (f)| dans le cas d’un filtre
passe-bas.

Les zéros de la fonction G (Z) sont sur le cercle unité et, pour la calculer, on
peut utiliser une procédure basée sur un programme de calcul de filtre RIF. La

. . . . 1
fonction de pondération est déterminée a partir de —|N 5G]

En optimisant ainsi alternativement en bande affaiblie et en bande passante,
on aboutit, en quelques itérations a la fonction de filtrage cherchée.

Les coefficients du filtre sont ensuite obtenus en ne conservant pour H(Z) que
les pOles qui sont a I'intérieur du cercle unité, afin que le filtre soit stable.
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Fic. 7.9. Fonctions N(f) et G(f) pour un filtre passe-bas

La figure 7.10 montre un filtre de voie téléphonique qui a été calculé en utili-
sant cette méthode. Des techniques d’optimisation plus générales peuvent aussi
conduire au filtre cherché, notamment la programmation linéaire [3].

1

A
[H(f)
dB ]4\ i
30 -0,806+j 0,354 0,9235 +j 0,189
09953 +j0,0965
x ' /
o |
X |
20 F '
-0,4515 0,7326 \
1
|
|
i
s t
T !
]
04t N
1
]
02+ '
[}
I
' i 1 ] -
0 1000 2000 3000 L000 fHz

Fic. 7.10.  Filtre calculé par une technique itérative

7.4 FILTRES BASES SUR LES FONCTIONS SPHEROIDALES

Au lieu de chercher a approcher un gabarit ou une fonction, le critere de calcul des
coefficients peut €tre la maximisation de la concentration de 1’énergie dans une
bande de fréquence.
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Soit A un scalaire représentant cette concentration et défini par I’expression :

1
2

fe _ L
k:jf H{) H(f)df/f JHOHD A (7.38)

ol [-f., f.] est 1a bande dans laquelle on cherche a concentrer I’énergie.
Pour :

P
H(f)= X ae
il vient, par calcul direct :
E: E sin (n —m)2xnf,
j o n=—Pm=-P (n-m)mn

P
2 a2

n=-P

(7.39)

Ou encore sous forme matricielle :
A'RA = MNA'A.

C’est une équation aux valeurs propres et les coefficients du filtre sont les élé-
ments du vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de la matrice car-
sin(n —m)2xnf,
rée R, dont les éléments sont les termes —————
(n-m)n
Les éléments des vecteurs propres de la matrice R sont appelés séquences
sphéroidales [9].
Un filtre RIF a ainsi été obtenu. Il est également possible d’obtenir un filtre
RII. En effet, soit le filtre purement récursif tel que :

H(N)I?=

N 2

Z bnejann

n=1

1+

pour lequel les coefficients sont calculés de maniére a minimiser I'énergie du
1
dénominateur dans la bande [~ f., f.], sous la condition [H (f.)|2 = 3 Alors le calcul

précédent peut étre reconduit, en calculant les coefficients b, (1 < n < N) a partir
des éléments du vecteur propre associé a la plus petite valeur propre de la matrice
sphéroidale. D’abord, le facteur d’échelle du vecteur propre est choisi tel que :

1
[H(f)|2= 3 Ensuite, on calcule les poles de I’extension analytique de |H(f)|2 et le

filtre H(Z) est obtenu en ne conservant que ceux qui sont a I'intérieur du cercle
unité, pour fournir un filtre stable.

Les calculs peuvent étre simplifiés par I'utilisation de procédures itératives et
I’exploitation des propriétés de la matrice sphéroidale [9].
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Exemple :
Soit : N=4; f,=1; f.=0,1.
Le vecteur propre minimal V_,, s’écrit :

Vin=[10 -2773 -2773 1,0]

Si T désigne la matrice dont les éléments sont les termes e/27("=m) avec 1 < n,
m < N, le facteur d’échelle correspondant a I’égalité V!, T V_. =1 a pour valeur
10,46.

Apres factorisation de ’extension analytique H(Z) H(Z- '), la fonction de
transfert du filtre obtenu est la suivante :

0,0704
(Z-0,73 +j0,446) (Z - 0,73 — j0,446) (Z — 0,741)

H(Z) =

La méthode de calcul, présentée pour le filtrage passe-bas, s’étend au cas des
filtres passe-bande.

7.5 LES STRUCTURES REPRESENTANT
LA FONCTION DE TRANSFERT

Les filtres RII peuvent étre réalisés par des circuits qui effectuent directement les
opérations représentées dans I’expression de leur fonction de transfert. Le terme
Z-1 correspond a un retard d’une période d’échantillonnage, réalisé par une mise
en mémoire; les coefficients & mettre en ceuvre dans les circuits sont ceux de la
fonction de transfert, avec le méme signe pour le numérateur et le signe opposé
pour le dénominateur.

Seules les structures canoniques, c’est-a-dire celles qui demandent le mini-
mum d’opérateurs élémentaires, circuits de calcul et mémoires, sont examinées.

7.5.1 Les structures directes

Elles correspondent a une réalisation globale de la fonction de transfert en Z. Soit
a réaliser le filtre purement récursif de fonction de transfert :
H(Z)= ——
1+2Z b, 2
i=1
Un nombre de la suite de sortie y(n) est obtenu a partir des nombres de la
suite d’entrée x (n) par la relation :

N
Y =x(m) - 3 by(n-i)
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qui donne les opérations a effectuer dans la réalisation du filtre. Le schéma corres-
pondant est donné par la figure 7.11. Le circuit comprend N mémoires de données
pour stocker les y(n —i) (i =1, ..., N). Le calcul de chaque élément de la suite de
sortie nécessite N multiplications et N additions.

x (n}) + ~[ —e y(n)
2
-b1
ey (n-1)
z-'l
~b2
0 i
i ~bNa :
2-1
_bN
—----y{n-N)

Fic. 7.11.  Circuit de filtre purement récursif

Un filtre RII général peut étre considéré comme la mise en cascade d’un filtre
purement récursif et d’un filtre RIF. Quand le numérateur et le dénominateur de
la fonction de transfert sont de méme degré, le circuit obtenu est celui de la figure
7.12. 11 correspond a la fonction de transfert en Z suivante :

N
2a,Z
i=0
H(Z)= ———
1+2X b7
i=1
Comme le dénominateur est calculé en premier, la structure est dite D-N.
L’ordre des opérations peut étre inversé et le numérateur calculé en premier.
La structure dite N-D se déduit de la précédente par une transposition; elle est
donnée par la figure 7.13. Les nombres stockés dans les mémoires sont des sommes
partielles. Une particularité intéressante est que chaque nombre y (n) ou x (n) est
multiplié par tous les coefficients successivement, ce qui peut simplifier la mise en
ceuvre de la multiplication.
Comme les cellules du second ordre, ces structures peuvent étre décrites par
les équations d’état (4.34) et (4.37), en introduisant les variables u; (n) et v;(n) avec
lsisN.
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ag
x(n) y(n)
a1
az
i
]
1
aN-1
an
Fic. 7.12.  Filtres RII en structure directe D-N
ag
x (n) e——q —eo y(n)
vi(n)
2—1
21 -b1
U 1
| v, (n)
|
=1
| z i
: ; ]
! H I
! \ |

Fic. 7.13.  Filtre RII en structure directe N-D
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La matrice du systeme A s’écrit :

-b, -b, ... —by
1 0 0
A= 0 1 0 (7.40)
0 0 0
De méme, il vient :
1
0
B= 8 ; d=a
0
Ci=(a;—ayby, ay—ayb,, ..., ay—ayby)

En pratique les structures directes sont peu utilisées car elles présentent des
difficultés de réalisation, liées a la limitation du nombre de bits des coefficients, qui
conduisent a préférer les structures décomposées.

7.5.2 Les structures décomposées

Au lieu de réaliser H(Z) directement, on peut effectuer une décomposition en
somme ou produit de fonctions élémentaires du premier ou de second ordre réali-
sées séparément.

La décomposition en produit correspond a la structure cascade ou le filtre est
réalisé€ par une suite de cellules du premier et du second ordre :

N
(1-2,2"
S 1-7,21
H(Z):ao N :ao-.--- W (741)
I @a-pz ’

1-2Re(Z)Z ' +|Z,?Z2
" 1-2Re(P)Z '+ [P[PZ2

Cette structure est la plus utilisée car elle présente, en plus de sa modularité
des caractéristiques avantageuses de faible sensibilité aux arrondis des coefficients
et au bruit de calcul.

La fonction H (Z) se décompose aussi en fractions rationnelles; il vient :

Q; o+ 3,271

HZ)=ay+...+ — 55— +... + *
(2) = a, 1-P,Z 1 1-2Re(P,)Z1+[P[2Z2

(7.42)
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La réalisation correspond a la mise en parallele de M cellules élémentaires
comme indiqué sur la figure 7.14.

a0
x{n)

I pb——eyin)

Fic. 7.14.  Structure paralléle

Les nombres y(n) sont obtenus par sommation des nombres isus des diffé-
rentes cellules auxquelles sont appliqués les nombres d’entrée x (n).

Le choix entre ces différentes formes de réalisation est conditionné par les
facilités de mise en ceuvre, par les incidences de la limitation du nombre de bits
dans la représentation des coefficients sur les caractéristiques du filtre réalisé et par
la puissance du bruit de calcul produit.

7.5.3 Structure a base de déphaseurs

Les fonctions de transfert de type Butterworth, Chebycheff ou elliptique peuvent
se décomposer en une somme de deux déphaseurs [10]. Pour une telle fonction, il
vient :

N@Z) 1

H(Z) = D@~ 2 [A1(Z) + Ay (2)] (7.43)

ou A, (Z) et A,(Z) sont des fonctions de transfert de déphaseurs.
Le calcul de A,(Z) et A,(Z) a partir de H(Z) fait intervenir la fonction

M (Z)
D(Z)
IG(AHIP=1-H(f)]? (7.44)

On suppose que la fonction de départ H(Z) est telle que N(Z) est un poly-
nome symétrique et M (Z) est antisymétrique, c’est-a-dire :

N(Z)=ZNN(Z); M(Z)=-ZNM(Z) (7.45)

complémentaire G (Z) = telle que :

Dans ces conditions, il vient, en combinant (VII-44) et (VII-45) :
N(Z)N(Z) +M(Z)M(Z) =D (Z)D(Z) (7.46)
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et
[IN(Z)+M(Z2)]IN(Z)-M(Z)]=Z-ND(Z-")D(Z) (7.47)

On peut remarquer que les zéros de N(Z) + M(Z) et N(Z) — M(Z) sont
conjugués harmoniques, et que ce sont les zéros de D (Z) et leurs inverses. En dési-
gnant par P, (i = 1, ..., N) les poles du filtre, donc les zéros de D (Z), on peut écrire,
a une constante pres :

N@)+M@Z) =11 (1-Z-'P,) ﬁ (Z-'-P) (7.48)
i=1 i=r+1
et
r N
N(Z)-M(Z) ZE(Z—‘ —Pi)’:H 1(1—z—1P,.)

ol  est le nombre de zéros a l'intérieur du cercle unité pour le polyndéme N (Z) + M(Z).
En divisant par D (Z), on obtient :

N
I (z'-P)
H(Z)+G(Z)—l - (7.49)
Hl(l Z-1P)
et, de méme :
M(z-p)
HZ)-G(Z)= —— (7.50)
H(1 Z-1P)
Les déphaseurs A, (Z) et A,(Z) ont les expressions suivantes :
N
Z-1-P, Z-'-P,
A (Z) = — L AZ — L 7.51
()1r+11Z1P () 1Z1P ( )

Finalement, le filtre H(Z) et son complément G(Z) sont obtenus par le
schéma de la figure 7.15.

A(2) y4(n)

x(n)

A,(2) > Ya(m)

Fic. 7.15.  Réalisation d’un filtre RII et du filtre complémentaire par un couple de déphaseurs
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La procédure générale pour le calcul des déphaseurs a partir d’un filtre ellip-
tique par exemple est la suivante :

N(Z)
D(2)

— Calculer une fonction de transfert H(Z) = de filtre elliptique d’ordre

N impair.

— Calculer les coefficients du polyndme antisymétrique M (Z) a partir de N(Z)
et D(Z) en utilisant (7.46).

— Déterminer les inverses des pdles de H(Z) qui sont des racines du poly-
ndme N (Z) + M(Z)

— Calculer A, (Z) et A,(Z) par la relation (7.51).

Une approche simplifiée, quand I’ordre N est peu élevé, consiste a rechercher
directement A, (Z) et A, (Z) par combinaison des poles. Ainsi, pour :
H(Z) = 0,0546

1+1,8601Z-1+29148Z-2+2,9148Z-3+1,8601 Z~4+ Z-5
(1-0,4099Z-1 (1 -0,6611Z-1+0,45557Z-2) (1-0,4993Z-1 + 0,8448Z-1)

il vient :

Ay (Z) =

0,4555-0,6611Z-1+Z-2
1-0,6611Z-1+04555Z-2"

(- 0,4099 + Z-1)(0,8448 — 0,4993Z 1 + Z-2)
(1-0,4099 Z~ 1) (1 - 0,4993Z 1 + 0,8448Z2)

A,y (Z) =

La structure a base de déphaseurs est intéressante car elle fournit deux filtres
complémentaires avec les mémes calculs, ce qui est utile dans les bancs de filtres,
comme indiqué aux chapitres 11 et 12. De plus, elle est moins sensible que les
autres structures aux arrondis des coefficients.

Il est remarquable d’observer que les filtres décomposables en somme de
déphaseurs sont entierement définis par leurs poles.

En fait, la réalisation en somme de déphaseurs de la figure (7.15) est la réalisa-
tion la plus efficace pour un filtre elliptique, puisqu’elle nécessite un nombre de
multiplications égal a ’ordre du filtre.

7.6 LIMITATION DU NOMBRE DE BITS DES COEFFICIENTS

La mise en ceuvre des opérations de filtrage implique la limitation du nombre de
bits des coefficients du filtre qui constituent un des termes des multiplications.
L’incidence sur la complexité est importante car la multiplication est souvent le
facteur le plus critique. Il faut donc rechercher le nombre de bits minimal qui per-
mette de satisfaire aux contraintes imposées a la fonction de filtrage.

La limitation du nombre de bits du facteur d’échelle a, se traduit par une
modification du gain du filtre;, mais n’affecte pas la forme de la réponse en fré-
quence. Le gain du filtre étant spécifié¢ avec une certaine tolérance a une fréquence
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donnée, par exemple 800 Hz pour une voie téléphonique, il faut s’assurer que la
représentation binaire de a, permet de satisfaire cette contrainte.

La limitation du nombre de bits des autres coefficients modifie la fonction de
transfert en introduisant des polynémes parasites ey (Z) et ep, (Z) au numérateur et
au dénominateur. On a en fait la fonction de transfert Hy (Z) telle que :

N(Z) + ex(2)
D(Z)+ep(2)

Si ’on désigne par da; et db; (1 < i < N) les erreurs d’arrondi faites sur les
coefficients, ces fonctions parasites s’écrivent en fonction de la fréquence normali-

sée (f,=1):

He(Z) = (7.52)

N N
ex(f)= 2 da,e 12i; ep(f)= X 8b;e /2t
i=1 i=1

En fait ces expressions constituent les développements en série de Fourier de
fonctions périodiques de la fréquence. L’égalité de Bessel-Parseval (1.7) qui relie
la puissance d’un signal a celle de ses composantes permet d’écrire, si f,=1:

1 N
[lex(nP ar= X foaj?
Si g désigne I’échelon de quantification :

|8a,| <

N

et une borne est obtenue pour |ey ( f)| par :

lex(f)| <N % (7.53)

Une estimation statistique o de |ey(f)| peut étre obtenue en considérant les

da; comme des variables aléatoires uniformément réparties sur I'intervalle | — %, %]
Elle est évaluée a partir de la valeur efficace de la fonction ey ( f). Il vient :

1 2
o= lex(DPar=N L

N
=1 \/; (7.54)

Cette estimation est valable a la fois pour |ey (f)| et lep (f)]; elle est nettement
inférieure a la borne (7.53) donnée ci-dessus et en fait beaucoup plus proche de la
réalité, des que N dépasse quelques unités.

Les conséquences de I’arrondi des coefficients peuvent &tre analysées séparé-
ment pour le numérateur et le dénominateur de la fonction de transfert, en consi-
dérant la bande affaiblie d’'une part et la bande passante de I’autre. En effet en
examinant la configuration des pdles et des zéros dans le plan des Z, on observe
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que les poles déterminent la réponse du filtre en bande passante et les zéros en
bande affaiblie.

— En bande affaiblie, ’arrondi des coefficients du dénominateur peut étre
négligé et, avec comme variable o = 2xf, il vient :
N (o) +ex(w)

He (@)= 5 )]

L’erreur sur la réponse est alors estimée par :

o
Hg () -H(0)| = 5
K D ()]

Si le gabarit impose que les ondulations en bande affaiblie soient inférieures

en module a §,, en partageant la tolérance en deux parties égales, 'une pour les

ondulations en I’absence d’erreur d’arrondi sur les coefficients et ’autre pour tenir

compte de ’erreur due a cet arrondi, il vient :
°__% 755
D (w) 2 (7.5

— En bande passante, I’arrondi des coefficients du numérateur peut étre négligé :

N(©) ZM@P_%w]
D@ +ep@ D@ | D)

Hi (w) = (7.56)

Si les ondulations en bande passante doivent étre inférieures en module a 6,
I'inégalité suivante doit étre vérifiée, en partageant encore en deux parties égales
la tolérance :

o 9,

< =

D) 2

Cette condition est en général beaucoup plus contraignante que la précédente

car la fonction |D (w)| prend en bande passante des valeurs tres faibles, d’autant
plus que le filtre est plus sélectif. De plus, quand la bande passante est étroite, les

coefficients peuvent prendre des valeurs importantes. Pour un passe-bas comme
celui de la figure 7.16, on peut écrire :

D(Z)=[1-Z]N

(7.57)

Fic.7.16. Pobles et zéros d’un passe-bas étroit

j
! ‘
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et par suite :
N!
NN =G)!

Dans ces conditions il faut un tres grand nombre de bits pour pouvoir a la fois
représenter les grandes valeurs des coefficients et faire une erreur de quantification
tres faible. C’est pourquoi on utilise presque exclusivement les structures décom-
posées faisant appel a des cellules du premier ou du second ordre.

Considérons d’abord la structure cascade correspondant a la décomposition
(7.41) de la fonction de transfert qui, si ’ordre N du filtre est pair, s’écrit :

N
_N(@) _ A Ni(o)
" D(w) =i D;(w)

b (7.58)

H(w)

et ol les polynomes N, (w) et D, (w) sont du second degré.
En bande passante, il vient, si I’arrondi des coefficients des polynémes N;(w)
est négligé :

N
2
Heo =155 o)
ou encore :
N (o) : ¢;(w)
Hg (w) = D) [1 _i; Dl,- (m)} (7.59)
Or, d’apres (7.53) on a:
e ()| < g

et erreur relative globale e (w) sur la réponse en fréquence se trouve bornée par :
N

21
le(@)=<q. 2 D) (7.60)

Cette expression met bien en évidence l’avantage de la structure décomposée
puisque la borne de I’erreur est proportionnelle a :

1
i=1 |Di((”)|

Moz

au lieu d’étre, d’apres (7.56), proportionnelle a :

1
5wy

De plus la valeur absolue des coefficients du dénominateur ne peut dépasser 2
pour que le filtre soit stable.
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Avec la structure parallele, également en bande passante, on a :
N N

2 N’ 2 N’ )
Hw) ~ @ 2 N@[ e
i= 1 D;(w) +e;(w) =1 D;(w) D;(w)
. N;(w) ek
Compte tenu du fait que les termes D, (o) ne sont pas tres différents de

I'unité, 'erreur faite dans ce cas est voisine de celle qui est faite avec la structure
cascade.

En bande affaiblie, on obtient pour la structure cascade, en dehors des fré-
quences d’affaiblissement infini :

N N
= 7 M@ +e(@)  N(w) )
.61
Helo)= =5 b >[ DR m)} o
Et pour la structure parallele on peut faire I’estimation :
N N N
B 2N 2
Ni(w) +e;(w Ni(w e (o
oo~ 3 NOre@ ¢ N@ & e
i=1 D;(w) ~ i1 D,(w) <1 D,(w)
ou encore : N N
N@T[, & e & Dy
He(©) = 575 [1 +2 N. (o) ,1311 N, () (7.62)
En faisant la comparaison entre (7.61) et (7.62), on remarque que les
N
2
D (w) _
termes o, = [1 = peuvent prendre, en bande affaiblie, des valeurs beaucoup
i#1 N; (o)
Jj=

plus grandes que I'unité, par exemple au voisinage des zéros du filtre; il en résulte
que la structure parallele est plus sensible aux erreurs d’arrondis que la structure
cascade dans la bande affaiblie.

Finalement, la structure cascade est celle qui permet de représenter les coeffi-
cients des filtres RII avec le nombre de bits le plus faible, c’est la plus utilisée.

7.7 NOMBRE DE BITS DES COEFFICIENTS
EN STRUCTURE CASCADE

Pour faire apparaitre des formules simples donnant le nombre de bits nécessaire a
la représentation des coefficients d’un filtre passe-bas réalisé en structure cascade,
il faut d’abord rappeler un certain nombre d’observations faites précédemment.
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D’abord, la fonction de transfert H(Z) d’un filtre elliptique s’écrit :
N

2 1+aiZ '+ 772

HZ)=11 11+bZI+blZ2 (7.63)

Drapres les résultats du paragraphe VL.5, ’arrondi des coefficients a{ améne seule-
ment un déplacement sur I’axe des fréquences de la pointe d’affaiblissement infini
correspondante du filtre. Dans le calcul il est possible d’en tenir compte et ainsi
I'effet de I’arrondi des coefficients du numérateur de la fonction de transfert en Z
se trouve minimisé€. Par suite c’est généralement le dénominateur de la fonction
H(Z) qui impose le nombre de bits des coefficients. Les poles de cette fonction
doivent rester a 'intérieur du cercle unité dans le plan complexe et, comme indi-
qué au paragraphe 6.5, la limitation a b, bits par arrondi correspond pour les coef-
ficients a une quantification avec un échelon g tel que :

g=22"b (7.64)

Le nombre de bits b, inclut le signe. L’erreur qui résulte de cet arrondi sur la
réponse en fréquence est bornée par la relation (7.60). En général, comme indiqué
au début de ce paragraphe, I’erreur e (w) est nettement inférieure a cette borne et
pour obtenir une estimation réaliste il faut faire une évaluation statistique. Par
analogie avec la distribution gaussienne ou le rapport entre la valeur de créte et
I’écart type est voisin de 4, on peut écrire :

e@|~7 % (7.65)

Les valeurs les plus faibles pour les termes |D; (w)| sont atteintes en bande pas-
sante ol la limite a considérer est 9,. Si §,, désigne ’amplitude des ondulations du
filtre avant limitation du nombre de bits des coefficients il faut que :

le(w)] <8, -8y

et par suite, compte tenu de (7.64) et (7.65) il faut choisir b, tel que :
N

2 1
+1lo 2( Max ) 7.66
J +loz2( Max 3, 2 By 70

bczlog2<
1~ %10

N
Parmi les > cellules du second ordre, la plus importante pour ’estimation consi-

dérée est celle qui a les poles les plus proches du cercle unité et dont le gain a la
résonance prend la valeur la plus élevée. Soient r et 0 les coordonnées polaires des
poOles de cette cellule, d’apres la relation (6.29) :

) 1 1 1
m= I D(w)]  (I-r) (1+r)sind

H
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D’autre part, la largeur de bande a 3 décibels B, de cette cellule est donnée par la
relation (6.30) :
1-r
By=—.1%
Or il existe, dans les filtres a grande sélectivité en particulier, une relation
directe entre la largeur de bande B; de cette cellule et la bande de transition du
filtre Af; ’approximation suivante peut étre faite :

Af =3B,
et par suite :
Af
1-r= 7.67
7 (7.67)
Compte tenu du fait qu’il est généralement possible d’approcher 6 par 2xf,/f,,
il vient :
f. 1
H (7.68)

n = Af Zsin@afif)

Pour les autres cellules I’amplitude a la résonance est nettement plus faible et
on peut raisonnablement faire I’approximation supplémentaire suivante :

N

M 2 1L 1

ax .~
Ssosmni= A .

0 1 |D ((D)| f 2 sin (275 ?)

Et finalement :

(7.69)

1 10

b~10g2< ! )+log2 Je !
c A L N
o f 251n<2nj;1>

Si la tolérance 9§, est partagée entre les ondulations du filtre avant arrondi des

o,
coefficients et les ondulations supplémentaires dues a cet arrondi, §;, = il vient :

2 b
1

sin ( fl)

f.
Cette expression est a rapprocher de (5.46) pour les filtres RIF. La bande de tran-
sition normalisée contribue a augmenter b, et les filtres RII demandent en général
un plus grand nombre de bits pour la représentation des coefficients que les filtres

RIF. De plus ce nombre de bits croit quand la bande passante diminue.

Les estimations ci-dessus ont été faites avec I’hypotheése d’une limitation par

arrondi. Pour la réponse en fréquence Hy (w) d’un filtre, ce qui importe le plus
c’est le comportement des polyndmes parasites e,(w) au voisinage immédiat des

b, ~log2<§>+log2(zf)+log2 (7.70)
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fréquences qui minimisent les D, (w), comme le montre la relation (7.59). En pra-
tique il se peut que I'on trouve des configurations de coefficients quantifiés qui
donnent des résultats meilleurs que I’arrondi. Ces configurations qui peuvent
conduire a des valeurs de b, inférieures de plusieurs unités a ’estimation (7.69),
peuvent étre atteintes par exemple par une recherche systématique au voisinage de
I’arrondi.

7.8 BRUIT DE CALCUL

Dans la réalisation des filtres RII, une autre limitation intervient, celle qui porte
sur la capacité des mémoires de données et qui est a I'origine du bruit de calcul.
L’analyse correspondante va étre faite dans le cas de la structure D-N, mais les
mémes raisonnements s’appliquent a la structure N-D. Bien que cette structure
possede des avantages spécifiques, liés principalement au calcul des sommes par-
tielles et a ’enchainement des multiplications, c’est la structure D-N qui est la plus
utilisée car elle est en général plus facile a concevoir, 2 mettre en ceuvre et a
vérifier.

En présence d’un signal, c’est-a-dire pour des valeurs non nulles de x(n),
I'opération d’arrondi avant mise en mémoire avec le pas de quantification ¢, est
équivalente a la superposition au signal d’entrée d’un signal d’erreur e(n) tel que

2
le(n)| < %, supposé a spectre uniforme et de puissance : 62 = ;1—2

Si d’autres arrondis interviennent, par exemple dans les multiplications, il
apparait clairement que les signaux d’erreur produits sont a ajouter soit au signal
d’entrée, soit au signal de sortie suivant qu’ils correspondent aux coefficients de la
partie récursive ou non récursive, comme le montre la figure 7.17. Par suite pour
simplifier I’analyse, seul le cas de la quantification unique est considéré, étant
donné qu’il est toujours possible de se ramener facilement a ce cas en modifiant la
puissance du bruit injecté.

Le signal d’erreur appliqué a I’entrée du filtre subit la fonction de filtrage et la
puissance du bruit de calcul en sortie s’écrit, en appliquant la relation (4.25) :

_q* ["[N()
b=, D(/)

ou encore en fonction de la suite £ (k), réponse impulsionnelle du filtre :

2 0
B.=L 3 jh) (1.72)
12 K=o

2

df (7.71)

La réalisation, en structure cascade offre un certain nombre de possibilités
pour réduire cette puissance de bruit [11].

N
Quand le filtre est réalisé par mise en cascade de > cellules du second ordre,

le bruit de calcul produit dans une cellule subit la fonction de filtrage de cette cel-
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lule et des suivantes. Dans ce cas, il faut remarquer que ’amplitude, ou niveau, a
I’entrée de chaque cellule varie avec le rang de la cellule et la fréquence du signal
considéré.

e 20
= (n)
x (n) a 1 y
2-1
e(n) by ay eg (n)

Fic. 7.17.  Erreurs d’arrondi dans la structure D-N

La figure 7.18 donne le diagramme des amplitudes & une fréquence donnée
dans la bande passante telle que ’amplitude prend la valeur 1 a I’entrée et a la sor-
tie du filtre. Si la procédure d’arrondi est la méme pour toutes les cellules le bruit
produit est le méme et les contributions s’ajoutent. Le bruit total en sortie du filtre
dans ces conditions a pour puissance :

N:(f)
D;(f)

" f> (7.73)

Cellule 1 Cellule 2 Cetlule 3

Entree /F
14 v

S Sortie

Erreur gJ- o'lr ot
darrondi

Fic. 7.18. Diagramme des niveaux a une fréquence de la bande passante

Il est important de constituer la cascade des cellules de facon a minimiser le
bruit de calcul total.
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On peut agir sur 3 parametres :

— l’appairage des pOles et des zéros pour constituer une cellule,
— l'ordre dans lequel sont rangées les cellules,
— le facteur d’échelle affecté a chaque cellule.

Ces trois parametres vont &tre examinés successivement :

— Appairage des pOles et zéros; il faut minimiser ’ensemble des produits :
N
2

N; 2
Pf(f):,I:Ij (f)

D;(f)

ce qui conduit a minimiser chacun des facteurs, et en particulier obtenir la plus
faible valeur maximale pour chaque facteur. Cette condition est approximative-
ment remplie par la procédure tres simple qui consiste a associer au pole le plus
proche du cercle unité le zéro le plus voisin, au pdle suivant le zéro restant le plus
voisin et ainsi de suite, comme le montre la figure 7.19.

Fic. 7.19. Appairage des pdles et zéros
> dans la structure cascade

— Détermination de I’ordre des cellules : le facteur qui a la plus forte contribu-
tion au bruit total est souvent celui qui a la valeur maximale la plus élevée : il peut
étre intéressant de le mettre en début de chaine pour qu’il ne contribue qu’une
seule fois dans la somme totale suivant ’expression (7.73) et d’interconnecter les
cellules par ordre de maximum décroissant.

Il faut remarquer cependant que la relation (7.73) suppose que I’arrondi est
fait avec le méme échelon pour toutes les cellules, ce qui n’est plus vérifié dans la
réalité avec les recadrages des nombres dans les mémoires internes qu’entraine
Iintroduction des facteurs d’échelle, pour éviter I’écrétage des signaux dans
chaque cellule. En toute rigueur la détermination de ’ordre des cellules nécessite
la connaissance de ces facteurs d’échelle et I’évaluation de la puissance du bruit de
calcul total dans chaque cas particulier. On imagine la complexité du probleme
pour les filtres d’ordre élevé. Aussi I'hypothese de I'interconnexion des cellules par
ordre maximum décroissant est conservée ici, car, d’'une part elle conduit a des
évaluations simples et généralement réalistes, d’autre part elle entraine principale-
ment la superposition d’un bruit ayant une répartition spectrale constante au signal
présent a ’entrée du filtre, ce qui peut étre intéressant en pratique, surtout pour le
filtrage a bande étroite.
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Finalement ces deux regles treés simples d’appairage et d’interconnexion des
cellules constituent une approximation suffisante pour la réalisation.

— Calcul des facteurs d’échelle : ce sont les parametres qui commandent le
cadrage des nombres dans les mémoires de données internes. C’est le dernier élé-
ment nécessaire pour évaluer le bruit de calcul et déterminer la capacité des
mémoires en fonction des spécifications.

La limitation de la capacité des mémoires de données fait que I’amplitude du
signal a l'intérieur du filtre est limitée a une valeur A,, qui est une amplitude
d’écrétage, c’est-a-dire que tout nombre supérieur a A,, avant la mise en mémoire
est ramené a cette valeur pour étre mis en mémoire. Il résulte de cette opération
une distorsion harmonique du signal qui souvent n’est pas tolérable et qu’il faut
chercher a éviter.

Le signal appliqué a la premiére cellule doit avoir une amplitude telle que
multipliée par le gain de cette cellule, elle ne conduise pas a un écrétage inadmis-
sible du signal; par suite il faut multiplier le signal d’entrée par un facteur prélimi-
naire af. La fonction de transfert du filtre d’ordre N réalisé en g cellules du
2¢ ordre peut s’écrire, pour un filtre elliptique, sous la forme :

2
N;(w)
H(o)=ay IT a5
avec:
Ni(w)  1+ale/o+e2e

D;(w) 1+biei®+bie-2

Etant donnée I’hypothése d’un arrondi unique dans chaque cellule faite précé-
demment, la relation (7.73) donnant le bruit de calcul total devient :
N N

5 Ni(f) 2
B, = q > @)? = JH(aO) B.(f | 4 (7.74)

Avec la structure D-N, le schéma du filtre est celui de la figure 7.20, ou sont
également représentés les points d’introduction des différentes puissances de bruit
N _ N
de calcul ¢; avec 0 < i < o Les termes a) (0 < i< > sont les facteurs d’échelle
qui doivent étre calculés de maniere a éviter I’écrétage du signal dans les cellules.
Pour calculer le facteur préliminaire a§ il faut considérer la réponse de la pre-

1
miere cellule ——— et tenir compte du fait que les nombres d’entrée du filtre x (n)

D (o)
sont représentés par un nombre de bits limité et ont une amplitude supposée elle-
méme limitée a A,,, c’est-a-dire que :

()] < A,
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Point d’écrétage Point d écrétage

!
!
N 1] ERHE ()
x(n} 1 ’ - 1 iyl y(n
bal| |20 o
2

e e
0 € eN,2_1 N,

Fic. 7.20. Schéma de structure cascade

Si y, (n) désigne les nombres en sortie de la cellule de fonction de transfert

1
D, () et si la suite & (k) est la réponse impulsionnelle, on peut écrire :
1

oI = 3 [h@0)abx -] <af A, 3 ()

Dr’apres les résultats donnés au paragraphe VI.2, pour une cellule a pdles
complexes de coordonnées polaires (r, 0) il vient (VI.37) :

d 1
k§::0|h(k)| = (1-r)sin®

En prenant :
ay=(1-r)sin 0 (7.75)

on garantit I'inégalité : |y (n)] < A,,,.
On peut faire un choix moins restrictif pour le facteur a{ en réduisant la condi-
tion d’absence d’écrétage aux signaux sinusoidaux; dans ce cas c’est la valeur :

1
1= -
Ho=Max | 5 | = =) sin 0
qu’il faut faire intervenir et dans ces conditions :
al=(1-r?sin 0 (7.76)

Cette valeur est inférieure au double de la précédente.

Une troisieme stratégie de cadrage est souvent utilisée, celle qui porte sur
I’énergie des signaux [12].

D’apres les résultats du paragraphe IV.3, ’énergie du signal y, (n) s’écrit :

o 1 (= A | | |
n:z—ooy%(n) " 2n J H, (e/*)H, (e7/*) (af)*X (e/) X (e~/®) dw

T J n
< 2 0)2 l " diw
g[é;‘ ("ﬂ-(“o) =) T
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La condition :
1 (= dw
@25 | o=
T)a | 1(('0)|
conduit & ’expression du facteur a{ suivante, d’apres la relation (V1.36) :

1-r) (A +r*-2r2 2
(a8)2:( )( 2’1+r2) COS 6)

1 (7.77)

Exemple :

Soit r=0,845; cos 6 = 0,396 (fig. 7.6)
(1-r)sin6=0,142
(1-r?)sin 6 =0,262
(3¢ cas) a = 0,644

De ces trois stratégies de cadrage, qui correspondent aux normes des signaux
L,, L, et L,, la seconde constitue un bon compromis; c’est celle qui est retenue
dans la suite de ce paragraphe. Il faut aussi remarquer qu’elle facilite les vérifica-
tions expérimentales et les mises au point a I’aide de signaux sinusoidaux.

On désigne par H! et K/ les valeurs suivantes pour la cellule de rang i :

1

Hm:max m

bl

A 5N, N
K/ = max ai))i(lc(oU)J) ; avec 1$i$7

Avec la technique de cadrage choisie :

1
ang—l

et pour les cellules a poles complexes, d’apres (VI.28) :

bl 2
aj=1-py\1- D

2

Il n’y a pas d’écrétage en sinusoidal dans la seconde cellule si I'inégalité sui-
vante est vérifiée :

1
H—1XK]MXHZV!<1

Ce qui amene a prendre :

,_H
Kn=1m,
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Les termes K/, peuvent se calculer directement par (VI.40). Une valeur
approchée peut étre obtenue a ’aide de (V1.27) par :

b1(1 +b))
Klmf—va}].[a} T ].Hl

il s’en suit que :

b2)2
a5 -5
o bi(+bY
! 2b}
Une estimation plus simple pour a} peut étre obtenue en considérant 'inégalité :
1 1 1 N, (w)

D, (w)

H}, D,(0) 1()D2(>

Pour les fréquences voisines de celle qui minimise D, (w) on a souvent [N, (w) < 1|,
ce qui est facile a vérifier par la position des pdles et des zéros. Alors on peut

prendre :
1

1_
ar = —
0 2
Hm

Les facteurs d’échelle des cellules suivantes se déterminent de la méme
maniere et finalement la procédure se résume comme suit :

1

1. Appliquer aux nombres d’entrée le facteur préliminaire af = i
m

N
2. Affecter a la cellule de rang i <1 sSis< — - 1) le facteur
’4 ; . 2
d’échelle af tel que :

S~

) H
K= Hi+l

On peut souvent faire I’approximation :
1

A (7.78)

al=

Avec cette approximation, il faut cependant vérifier que les valeurs obtenues
pour les derniers facteurs d’échelle ne sont pas trop faibles, afin de ne pas augmen-

ter inutilement le bruit de calcul.
N

3. Calculer le facteur d’échelle a g de la derniere cellule pour que le filtre ait
exactement le gain 1 en une fréquence de référence dans la bande passante.

N - N
En pratique, parmi les (7 + 1) valeurs de a(, > sont prises comme puis-

sances de deux, pour que la multiplication se ramene a un simple décalage.
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La procédure simple exposée ci-dessus est suffisante dans de nombreux cas
pratiques. Une méthode plus précise consiste a tenir compte de toutes les cellules
précédentes pour déterminer un facteur d’échelle. Finalement il apparait que le
facteur d’échelle de la cellule de rang i est fonction des cellules qui la précedent
alors que les cellules qui suivent cette cellule filtrent le bruit qu’elle produit.

Une fois connus les facteurs d’échelle, tous les éléments qui interviennent
dans la réalisation sont disponibles et la puissance de bruit de calcul en sortie du
filtre peut étre déterminée pour chaque valeur du nombre de bits des mémoires de
données.

7.9 DETERMINATION DE LA CAPACITE
DES MEMOIRES INTERNES

A T’entrée du filtre le signal est constitué de nombres x (1) qui sont représentés par
un nombre de bits limité et égal a b,. Par suite ce signal peut étre considéré
comme comprenant le signal idéal auquel se superpose un bruit de puissance B;.
Les nombres x (1) sont supposés prendre des valeurs positives et négatives et limi-
tées en valeur absolue a 1, c’est-a-dire :

(m)=<1
La représentation du signal a b, bits correspond a un échelon de quantification ¢
tel que :

q= 2-ba+1

La puissance de bruit B, superposée au signal d’entrée est supposée égale a
ky(k, = 1) fois la puissance du bruit engendré par la quantification avec cet éche-
lon, c’est-a-dire :
2*2bd
3

B, =k, (7.79)

En général le bruit de calcul, qui est le bruit ajouté par le filtre est a comparer
au bruit déja présent a I’entrée et ce qui importe c’est la dégradation du rapport
signal a bruit lors de la traversée du filtre.

Comme expliqué précédemment, quelle que soit la précision des opérations
arithmétiques, une opération d’arrondi doit intervenir sur les données internes
avant la mise en mémoire; elle se traduit par la superposition a la suite représen-
tant le signal, d’une erreur e (n) et par conséquent par une dégradation du rapport
signal a bruit a la traversée du filtre.

Dans un filtre en structure cascade, le bruit engendré par la limitation a b, bits
des données internes est supposé appliqué a I’entrée de chaque cellule du second
ordre. Pour tenir compte de la facon de réaliser cette limitation, on suppose que la
puissance du bruit engendré est égale a k fois (k = 1) la puissance de bruit di a
une quantification a b, bits. En effet cette limitation peut étre un arrondi unique,
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comme sur la figure 7.17 ou un arrondi apres chaque multiplication comme assez
souvent en pratique.

La détermination de la capacité des mémoires internes, et donc du nombre de
bits des données b;, doit tenir compte de la plage de variation des amplitudes. Si,
dans la cascade de cellules du second ordre, on place en téte la cellule ayant le plus
fort gain a la résonance H), alors le signal doit étre divisé par H. a ’entrée du
filtre pour garantir ’absence d’écrétage, tout au moins pour les signaux sinusoi-
daux, ce facteur H), étant donné par la relation (7.68). Il en résulte que la premiere
cellule introduit une dégradation ASB du rapport signal a bruit qui s’exprime en
décibels par :

ASB =10 log [1 +(HL)? kﬁ 22(”i”d)] (7.80)
0

La dégradation introduite par les autres cellules, qui ont une amplitude maxi-
male plus faible est en général moins importante et peut étre négligée. Il s’en suit
que la capacité des mémoires peut étre déterminée a partir de (7.80). Si la dégrada-
tion ASB doit étre faible, alors :

1

1 k
A — _ 12 _—
bi=by+ 3 log2 [4,3. () .ASB} (7.81)

Compte tenu de la relation (7.568), en supposant k = k, on obtient :

b,=b +1l 2( ! >+1 2 J. !
i =04t 5108 2| = O824 77— 7 ~»
2 ASB Af sin <2n ﬁ)

e

(7.82)

Dans cette expression la dégradation du rapport signal a bruit ASB est exprimée en
décibels.

Cette expression est a rapprocher de la relation (5.53) pour les filtres RIF. Les
filtres tres sélectifs et a bande étroite demandent des nombres de bits élevés pour
les mémoires internes.

Il est important de bien souligner que les évaluations ci-dessus, en particulier
les relations (7.80) et (7.81) reposent sur une approche simplifiée. Dans une étude
approfondie il faut calculer la dégradation ASB du rapport signal a bruit a la tra-
versée du filtre en localisant exactement et en prenant en compte toutes les sources
de bruit, et en adaptant en conséquence la relation (7.74) pour la détermination du
bruit de calcul total. De plus il faut faire intervenir la puissance du signal en sortie
du filtre puisque c’est en ce point que le bruit est calculé. La conception du filtre
faisant intervenir une optimisation globale portant sur ’appairage des pdles et des
z€ros, 'ordre des cellules et les facteurs d’échelle représente en général un travail
considérable qui ne se justifie que rarement.

Les résultats de ce paragraphe et du précédent sont illustrés par les deux
exemples suivants :

Exemple 1

Soit le filtre du 4¢ ordre donné au paragraphe 7.2.4 (fig. 7.6) :
H) =38, H2=22
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on choisit :
a=025; a(=05 et a3=0,549

La fonction de transfert finalement réalisée est la suivante :

-1 -2 -1 -2
H(Z) = 0,25. 1+0,597472-1+7Z 0, 1+1,632Z-1+7Z 10,549
1-0,670Z-1+0,7144 72 1-0,814Z2-1+0,2636Z-2
Le schéma du filtre est celui de la figure 7.21.
x(n) ’ ® v A ~ y(n)
Q Q
0,549

Fic. 7.21.  Schéma d’un filtre elliptique d’ordre 4

Si les nombres d’entrée sont fournis par un convertisseur Analogique-
Numérique a 12 bits et si les mémoires ont une capacité de 16 bits, la dégradation
du rapport signal a bruit avec k =2 et k, = 1 est estimée par (7.80) a:

ASB =10 log (1 + %) ~0,5dB

Exemple 2

Soit le filtre passe-bas tres sélectif d’ordre 10 dont les coefficients ont pour
valeur :

al=-141956 bl =-1,50269 b} =0,98242
a’=-137231 b2 =—1,49805 b3 =0,93652
a%=-122241 b3=-1,50916 b3 =0,85767
at=-073120 b4 =-1,53308 b4 =0,73730
ai= 107660 b3 =—-1,55640 b3 =0,62646
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et dont le gabarit correspond aux parametres (fig. 5.7) :
8, =0,01; 9§,=0,0002; f,=0,112; f,=0,117
Il vient :
H!=87, HZ2=23; H}=12; H:=9; H;=15.

L’arrondi aprés multiplication par a, b} et b} conduit a prendre k = 3 dans Desti-
mation (7.80), qui, pour k, =1 et b, = b, conduit a : ASB = 43,5 dB.

Cette estimation peut étre comparée a la solution optimale obtenue par pro-
grammation dynamique [13]. Dans cette solution, en désignant par Z, le zéro cor-
respondant au coefficient a} et P, le pdle correspondant a b et bj (1 <i <15), les
appairages et 'ordre des cellules sont les suivants :

p,-7,, P,-7, Ps-7Z,, P, -7, P;-7Zs
et pour les facteurs d’échelle :
a3=0,11838; a

1 _—
0~
a3=0,70252; ,4=043834; a

045112; a?=0,14724;
5 =0,38293

L’application de la relation (7.74) en prenant en compte toutes les sources de
bruit, donne :

2
B.= 1 731
12
Si le signal d’entrée a un spectre uniforme, sa puissance en sortie est réduite
par le facteur fi/f,. Il en résulte que la dégradation du rapport signal a bruit a la
traversée du filtre s’écrit :

(ASB),., = 34,7 dB

opt

Par rapport a ’approche simplifiée, dans le cas de ce filtre tres sélectif, I'opti-
misation apporte un gain de 8,8 dB en bruit de calcul, soit, exprimé en nombre de
bits des mémoires internes, un gain inférieur a 2 bits.

7.10 AUTO-OSCILLATIONS

En I’absence de signal a I’entrée du filtre RII, la limitation du nombre de bits des
mémoires de données peut entrainer I’apparition d’auto-oscillations de faible
amplitude et de forte amplitude.

Des auto-oscillations peuvent se produire aux grandes amplitudes, par dépas-
sement de la capacité des mémoires. L’équation du systeme s’écrit alors :

N
y(n) + igl b,y(n-i)=0 (7.83)
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La condition d’absence naturelle de tels phénomenes s’exprime par I'inégalité :

<1

N
igl b;y(n-i)

Pour des filtres d’ordre supérieur a 2, on montre que la présence d’un disposi-
tif de saturation logique ne suffit plus a garantir I’absence d’auto-oscillations de
grande amplitude [14]. Par contre un filtre réalisé par une cascade de cellules du
second ordre avec dispositif de saturation logique ne présente pas cette possibilité.

Les auto-oscillations de faible amplitude produites par une cellule, se trouvent
filtrées par les cellules suivantes, pour lesquelles le signal d’entrée n’est pas nul.

Si la stratégie qui consiste a interconnecter les cellules par ordre de maximum
décroissant est appliquée, en I’absence de signal a ’entrée du filtre, la premiere
cellule peut produire une auto-oscillation, a une fréquence voisine de la fréquence
de résonance c’est-a-dire a la limite de la bande passante pour un filtre tres sélectif.
En fait I’auto-oscillation correspond & I'insertion dans la chaine de la figure 7.21
d’un signal parasite e, dont 'amplitude est limitée par la quantification comme
indiqué au paragraphe VI.7. L’amplitude A, de I’auto-oscillation & la sortie du
filtre de gain unité et en structure cascade D-N peut ainsi étre estimée par :

A,~H]L .20

ol b; désigne comme précédemment le nombre de bits des mémoires internes.
D’apres la relation (7.68) il vient :

1
Ao e 1 (7.84)

Af sin <2n ﬂ)
fe
Cette expression fournit une relation entre ’amplitude des auto-oscillations et
les caractéristiques du filtre, pour la méthode de réalisation considérée.
D’autres méthodes de réalisation, par exemple I'interconnexion des cellules
dans un ordre différent, peuvent conduire a des valeurs plus faibles de ’amplitude
de ces signaux parasites.

7.11 COMPARAISON ENTRE LES FILTRES RII ET RIF

Les deux types de filtres examinés RII et RIF, permettent de satisfaire un gabarit
quelconque donné. La question du choix entre ces deux approches se pose fré-
quemment au concepteur de systemes. Le critere est la complexité des circuits a
mettre en ceuvre; en pratique la comparaison se ramene principalement a 1’évalua-
tion du parametre simple que constitue le nombre de multiplications a effectuer
comme on le verra dans un chapitre ultérieur.

Les relations (5.32) et (7.29) donnent des estimations de ’ordre N des filtres
RIF et RII nécessaire pour satisfaire des spécifications de filtrage passe-bas expri-
mées par ’ondulation en bande passante et affaiblie et par la largeur de bande pas-
sante et de bande de transition.
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Pour le filtre RIF a phase linéaire les coefficients présentent une symétrie et, si N

. N . . N .
est pair, > ont des valeurs différentes. Un tel filtre nécessite donc > mémoires de
coefficients et N mémoires de données internes. Pour chaque nombre de sortie il faut

N
faire > multiplications et N additions. Si la linéarité en phase n’est pas imposée, il

est possible de réduire 1’ordre N, avec les filtres a déphasage minimal, comme I'in-
dique la relation (5.62). Cette réduction dépend de 1’ondulation en bande passante et
reste inférieure a 50 % il s’en suit une augmentation du nombre de multiplications
puisque la symétrie des coefficients disparait. Parmi les avantages des filtres RIF, il
faut souligner qu’ils sont toujours stables et qu’ils sont faciles a réaliser.

Les filtres RII sont plus délicats a mettre en ceuvre; sauf cas particulier, c’est le
type elliptique qui est le plus efficace et le plus utilisé. L’estimation (7.29) montre
que l'ordre du filtre passe par un maximum au voisinage de la fréquence %, comme
le montre la figure 7.22. Soit n cet ordre; en supposant que le filtre est réalisé en cel-
lules du second ordre comportant chacune 4 coefficients et 2 mémoires de données
(paragraphe 6.4), il faut pour réaliser le filtre # mémoires de données, 2n mémoires
de coefficients et chaque nombre de sortie exige 2n additions et 27 multiplications.

n4k
8..

Af=0,025 ( N/, =26)

—

- N, =
Af=10,05 ( 4, =1

af=0) (N, = 65)

1F 81=001; 82 =000

w
T
e — - — e - — - = (= -

i I 1 Il

0 0,1 0,2 03 04

L
%]

fq

Fic. 7.22.  Ordre d’un filtre passe-bas elliptique en fonction de la largeur de la bande passante

Si la comparaison entre filtres RIF et RII se limite au nombre de multiplica-
tions a faire pour obtenir un nombre en sortie, dans le cas du passe-bas, le type RII
est plus avantageux que le type RIF pour les valeurs de parametres telles que :

N > 4n (7.85)
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D’apres les relations (5.32) et (7.29) c’est la bande de transition qui est le
parametre le plus important dans la comparaison et ’on a a peu pres le méme
nombre de multiplications, dans les conditions les plus défavorables pour le filtre

RII, pour une bande de transition telle que :

11 =2log ( —fe—>

3 Af A
c’est-a-dire Af = f,/3. Il s’en suit que I'inégalité (7.85) est vérifiée dés que Af est
inférieur a f,/3. Cest le cas dans la grande majorité des applications. Par exemple,
pour les valeurs de parametres correspondant a la figure 7.22, cette inégalité est
toujours vérifiée.

La linéarité en phase peut étre approchée dans une bande de fréquence limi-
tée avec un filtre RII, en complétant par exemple le filtre elliptique de base par un
ensemble de circuits d’égalisation du temps de propagation de groupe. Ces circuits
sont des déphaseurs purs dont les propriétés ont été exposées au paragraphe VI.3.
L’expérience montre que le filtre RIF, qui présente une linéarité en phase parfaite,
demande toujours moins de calculs [15]; il est, de plus, facile & réaliser.

Finalement, il est recommandé d’utiliser les filtres RIF quand la linéarité en
phase est demandée et les filtres RII dans les autres cas.

Cependant, la comparaison ci-dessus a été faite avec I’hypothese implicite que
la cadence a laquelle se présentent les nombres, est la méme en entrée et sortie du
filtre. Les termes de la comparaison se trouvent sensiblement modifiés si cette
contrainte disparait, comme le montre un chapitre ultérieur.
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EXERCICES

1 Utiliser les formules du paragraphe 7.1 pour calculer la réponse en fréquence et en
phase et le temps de propagation de groupe de la cellule définie par la relation :

y(n)=x(n)+07x(n-1)+09y(n-1)
Méme question pour la cellule du second ordre de fonction de transfert en Z :
by+bZ-'+7Z?

H(Z) =
2) 1+b,Z ' +b,22

2 Pour calculer un filtre numérique passe-bande on se propose d’utiliser des abaques
pour filtres analogiques. De quel gabarit doit-on partir pour que le filtre numérique affai-
blisse dans les bandes (0 — 0,15) et (0,37 — 0,5) et ne présente pas d’affaiblissement dans la
bande (0,2 — 0,33) en supposant f, =1? Etudier le calcul direct a partir de la transformation
d’un passe-bas par la relation 7.31.

3 Calculer les coefficients d’un filtre de Butterworth d’ordre 4 dont ’amplitude prend
1
la valeur —= ala fréquence f, = 0,25. Donner la décomposition en cellules du second ordre.

V2
4 Utiliser une transformation en fréquence pour transformer le filtre passe-bas du
paragraphe 7.2.3 (fig. 7.6) en passe haut avec pour limite de bande passante f;; = 0.4.
Comment évoluent les pdles et les zéros dans cette opération ?

5 Donner la décomposition en cellules du second ordre du filtre de la figure 7.10.
Calculer les facteurs d’échelle des cellules et la longueur des mémoires si le bruit de calcul

ajouté par le filtre doit rester inférieur en puissance a 10 du bruit présent a I’entrée et si

les nombres a I’entrée comptent 10 bits.
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6 Le gabarit de la figure 7.10 est élargi de 0,1 dB pour permettre un arrondi des coeffi-
cients du filtre. Combien de bits sont nécessaires pour représenter les coefficients dans la
structure cascade ? Faire I’évaluation pour la structure paralleéle. Rechercher un optimum
pour 'arrondi des coefficients; peut-on réduire le nombre de bits trouvé précédemment ?

7 Le filtre donné en exemple au paragraphe 7.2.2 présente-t-il des auto-oscillations ?
Quelles sont les fréquences et les amplitudes ? Méme question pour le filtre de la figure 7.20.

8 Quelle est la quantité de calculs demandée par le filtre de la figure 7.6? Combien de
mémoires sont nécessaires? Combien de coefficients demande un filtre RIF pour le méme
gabarit. Comparer les quantités de calculs et les capacités de mémoire.

9 Dans un équipement de transmission numérique MIC on se propose de réaliser la
fonction de filtrage de voie par technique numérique.

Le signal téléphonique est échantillonné a 32 KHz et codé a 12 bits, le filtrage est effec-
tué par un filtre RII de type passe-bas.

La bande passante est 3300 Hz, la bande affaiblie commence a 4600 Hz.

Les ondulations en bandes passante et affaiblie ont les valeurs :

8, <0,015; &,<0,04

Le programme de calcul des filtres elliptiques fournit les résultats suivants :
ordre dufiltre : N = 4.
Zéros : Z, =0,09896 + j 0,995
Z,=0,5827 £j0,8127
Poles: P, =0,6192 £ 0,2672
P,=0,702 = j 0,589
e Calculer la fonction de transfert du filtre décomposé en cellules du 2" ordre.
e Quelle est la valeur du facteur d’échelle global sachant que I’amplitude a la fré-
quence 0 est 0,99.
e Les coefficients sont quantifiés a 10 bits. Déterminer le déplacement des pointes infi-
nies et évaluer le supplément d’ondulation en bande passante.
e Calculer le facteur d’échelle a affecter a chaque cellule et estimer le bruit de calcul
produit si les mémoires de données ont 16 bits.
e Donner le schéma complet du filtre.
e Evaluer la complexité en :
Nombre de multiplications et additions par seconde.
Nombre de bits de mémoires.

10 On consideére le gabarit de filtre suivant: BP = 0,2 dB; BA =45 dB; FB = 1700 H,;
FA =2 000 H,; FE = 8 000 H,.

Calculer 1'ordre du filtre nécessaire. En prenant comme ordre N = 6, on obtient une
marge sur les ondulations; calculer cette marge et comparer le résultat a ce qui est obtenu avec
les pdles et zEéros fournis par un programme de calcul, en tragant la réponse en fréquence.

Poles Zéros
0,195886 = j 0,926044 —-0,210790 +j 0,999778
0,269059 = j 0,736096 —0,235254 +j 0,971934
0,394027 +j 0,307068 —-0,814637 +j 0,579971

Calculer le nombre de bits des coefficients.

La dégradation du rapport signal a bruit a la traversée du filtre étant limitée a 0,1 dB,
quelle est 'augmentation du nombre de bits des mémoires internes par rapport au nombre
de bits des nombres représentant le signal d’entrée.

Donner le schéma complet du filtre.



Chapitre 8

Les structures de filtres en chaine

Les structures de filtres présentées dans les précédents chapitres se déduisent
directement de la fonction de transfert en Z de ces filtres; les coefficients appliqués
aux circuits multiplieurs sont les coefficients des puissances de Z-1. Avec des opé-
rations supplémentaires a partir de la fonction de transfert, on peut aboutir a des
structures plus élaborées ayant des propriétés intéressantes, c’est le cas des struc-
tures en chaine.

En filtrage analogique, les structures en chaine permettent de réaliser des
filtres ayant des ondulations tres faibles et une excellente sélectivité, avec des com-
posants passifs de précision limitée. En numérique ces propriétés peuvent se tra-
duire par une réduction du nombre de bits a affecter a la représentation des coeffi-
cients et, par suite, des gains en circuits et une réduction du bruit de calcul.

Les filtres analogiques en chaine sont basés sur la mise en cascade de quadri-
poOles dont les propriétés vont d’abord étre rappelées [1].

8.1 PROPRIETES DES QUADRIPOLES

Le quadripdle général fermé sur les résistances R1 et R2 est présenté sur la figure
8.1 avec les variables courant I et tension V aux acces 1 et 2. Ce quadripdle sup-
posé linéaire est défini par sa matrice d’impédance z, qui traduit les relations entre
les variables, généralement prises sous forme réduite avec :

\Y4
R=R1=R2; v=—; i=1.VR

R 9
I PRy
—_...————q —®
Vi V2 R2
R4
~—d — o

Fic. 8.1. Quadripole avec terminaisons résistives
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Il vient :

v=zi (8.1)

7= [111 212 }
231 222
Les valeurs z;, et z,; sont les impédances de transfert du quadripdle. 11 est dit réci-
proque si: zy, = Zo-

Si en retournant le quadripdle, le régime extérieur n’est pas modifié, il est dit
symétrique et 'on a : z;; = Z,,.

Pour faire apparaitre les coefficients de transmission et réflexion du quadri-
pOle, on le définit par une autre matrice, la matrice de répartition. En se plagant
dans une situation de référence ou les résistances de terminaison sont unitaires, on
considere les ondes incidentes et réfléchies a et b telles que :

avece ©

1
a== (v+i) (82)
2
1 .
b=—=(v-1i) (8.3)
2
Les variables a et b sont liées par des relations qui s’obtiennent en utilisant (8.1) :
1 . |10
a== (z+L)i ; IZ_[O 1]
1 .
b= E (Z - Iz)l
Il vient :
b=Sa (8.4)
avec:
Sii S
S = [ 1 O ]
Sy Sy
et:
S=(z-L)(z+1)"! (8.5)
Si le quadripodle est réciproque, alorson a :
S12 = 821 =T (8.6)
ou t est le coefficient de transmission tel que :
2V,
=2 8.7
= (87)
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En désignant par z, et z, les impédances vues a I’entrée et a la sortie du quadripdle
respectivement, il vient :

31— 1 . _ _ 3y — 1
7 +17 2=P2= 72, +1

Su=p= (8.8)

Les valeurs p; et p, sont les coefficients de réflexion a I’entrée et a la sortie du qua-
dripole.
Si le quadripdle est non dissipatif, la puissance active qu’il absorbe est nulle.

On montre que la matrice de répartition d’un quadripdle réciproque non dissipatif
prend la forme canonique suivante [2] :

L[]

ou f, g et h sont des polyndmes réels ayant les propriétés suivantes :
— Ils sont liés par une relation, qui sur ’axe imaginaire correspond a :

lgl>=1[nl>+ 117

La notation A, (p) correspond a h(-p).

— Suivant que fest de degré pair ou impair le signe inférieur ou supérieur est
a prendre dans (8.9).

— Toutes les racines de g dans le plan complexe sont dans le demi-plan de
gauche.

Les polyndmes f, g, & sont les polynémes caractéristiques du quadripdle; les
racines de f(p) sont en général sur I’axe imaginaire en bande affaiblie, ce sont les
zéros de transmission. Les racines de /(p) sont les zéros d’affaiblissement et pour
un quadripdle non dissipatif ils se trouvent en général sur I’axe imaginaire dans la
bande passante.

Pour le quadripdle de la figure 8.1, le coefficient de transmission s’écrit :

2v, [R,

S =
12 E R1

(8.10)
On désigne par affaiblissement la fonction A /(o) exprimée en dB et définie par :

2 2
Aq(w) =-101og [S;)(w)[> =10 log ’ 8(0) ¥ 10 log (1 + 1 )

flw) 111
La relation suivante :
f(@) > [ h(w)|*_
@zl ! ®1D

exprime simplement le fait que la puissance non transmise est réfléchie.
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Pour la mise en cascade de quadripdles il est intéressant de considérer égale-
ment la matrice de transfert ¢ définie par :

W .12

La mise en cascade de quadripOles se traduit par le produit de leurs matrices de
transfert.

La matrice de transfert des quadripdles non dissipatifs se met sous la forme
canonique suivante :

S

e esmmcecll) — ey
1 1

1-Lps Lpy 1P-3¢ 3¢
- A 1
Loy, 1+tey, 2¢ P*3c
R . I
1-Cp; -Cp p- o+ -1
% 1P T
Pl 1

Cp/_‘, 1+Cp/2 7L P"‘ZL

Fic. 8.2. Matrices de transfert de quadripdles élémentaires

A titre d’exemple la figure 8.2 donne les matrices de transfert de quelques quadri-
poOles élémentaires.

Le fait que le quadripdle soit non dissipatif a des conséquences importantes
sur I'affaiblissement A,(w). En effet, en bande passante, la fonction A;(w) ne peut
prendre de valeurs négatives et par suite aux fréquences ol #(w) s’annule, il doit
en étre de méme de la dérivée de Ay(w) par rapport a I'un quelconque des para-
metres. Dans un filtre a inductances et capacités terminé par des résistances, une
variation des valeurs des éléments L et C n’affecte pas I’affaiblissement au premier
ordre, aux fréquences ol il s’annule.

Si I’ondulation est faible on peut supposer que cette propriété s’étend a toute
la bande passante. Pratiquement on peut considérer que, dans un filtre en échelle
par exemple, les interactions entre les différentes branches sont telles qu'une
dérive sur un élément se répercute sur I’ensemble des facteurs de la fonction d’af-
faiblissement avec un effet de compensation globale qui en minimise 1’incidence.
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Dans ces conditions, il apparait tres intéressant de rechercher des structures
de filtres numériques ayant des propriétés similaires. En effet dans un filtre numé-
rique dont les amplitudes d’ondulation en bandes passante et affaiblie sont compa-
rables, c’est le dénominateur de la fonction de transfert qui fixe le nombre de bits
nécessaire a la représentation des coefficients. On peut donc espérer un gain
important avec les structures déduites par exemple des filtres en échelle, sur les
coefficients eux-mémes, sur la complexité des multiplieurs et également sur la puis-
sance de bruit de calcul.

Les structures en échelle sont les plus couramment utilisées en filtrage analo-
gique passif. La procédure pour obtenir les éléments d’une telle structure a partir
d’une fonction de transfert donnée est décrite en détail dans la référence [2]. Elle
consiste a factoriser la matrice de transfert globale, définie a partir de la fonction
de transfert H(w) calculée, en matrices partielles correspondant aux bras série et
parallele de la structure en échelle.

L’approche la plus directe pour obtenir une structure de filtre numérique a
partir d’une structure de filtre analogique en échelle consiste a simuler le graphe
de fluence dans le domaine tension-courant.

8.2 LES FILTRES EN ECHELLE SIMULEE

La représentation des filtres en échelle a I’aide de leur graphe de fluence est utili-
sée pour la synthese des filtres actifs a 1’aide de circuits intégrateurs ou différencia-
teurs.

Pour mettre en évidence le graphe de fluence dans le domaine tension-cou-
rant, on considere le filtre en échelle de la figure 8.3, terminé sur les résistances R1
et R2.

V2 v, VN-2 VN
— R Z3 pFo+—----- IN-3 ZN-1 R2 |+
— — — — -
I I3 In- Inet

Fic. 8.3. Filtre en échelle analogique
L’application des lois de Kirchhoff conduit aux relations :
L=(E-V)RiY Iy 1 =(Vk,-Vi)Zglys Iy = VyR3!
Vo= -L)Y3h V=g - Ik, )Y

ol I'indice K prend les valeurs : 4, 6, ..., N.
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Le graphe de fluence est composé d’arcs a chacun desquels est associé un
coefficient représentant une impédance ou une admittance. A chaque sommet est
associé soit la tension en un nceud soit le courant dans une branche. Pour chaque
arc on forme le produit du coefficient correspondant par la grandeur associée a son
origine et la grandeur attachée a chaque sommet est la somme des produits corres-
pondant aux différents arcs incidents.

Le graphe du filtre en échelle de la figure 8.3 est représenté sur la figure 8.4.
Les sommets auxquels sont associés les courants et les tensions alternativement, se
succedent. La topologie ainsi obtenue est dite a «boucles imbriquées », et dans la
littérature anglaise «leapfrog».

-Ry === -R2

£
Ry

FiG. 8.4.  Graphe de fluence d’un filtre en échelle

Les filtres numériques dits en échelle simulée sont des structures obtenues en
simulant chaque arc du groupe ou chaque branche de 1’échelle par un organe de
fonction de transfert équivalente.

Un cas particulierement simple est celui ou les impédances séries Zy ; sont
des inductances et les branches paralleles Yy sont des capacités (K =4, 6, ..., N).
Ce cas est celui des filtres sans pointes d’affaiblissement infini ou purement récur-
sifs. Les fonctions de transfert a prendre en compte sont de la forme :

Zi! ROyt (8.14)
K7 L 7 %7 sCkR '
RV 00000 __. L
R1 Rz [ ]
ER
R 3 W I I railWodEm Bl
~ sCaR sl3 ~ |slna sCnR
— v
3 ¥
R
R "2
SLN-1 SCNR
X

Fic. 8.5.  Schéma de filtre réalisé par intégrateurs
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ou s est la variable de Laplace et R une constante de normalisation. Il s’agit dans
les deux cas de fonctions de transfert d’intégrateurs aisément réalisables avec des
amplificateurs opérationnels et des réseaux R — C. On aboutit alors au diagramme
de la figure 8.5, déduit de la figure 8.4, qui représente les fonctions réalisées et le
schéma du circuit avec les intégrateurs.

La réalisation numérique consiste a remplacer chaque intégrateur par une
fonction équivalente. Dans la référence [3] il apparait que le seul circuit numérique
intégrateur simple réalisable et équivalent a un intégrateur analogique est celui qui
est représenté par la figure 8.6 et dont la fonction de transfert en Z, I(Z) s’écrit :

a”Z
1-7-1

2 1
Z7h + : .
Fic. 8.6.  Circuit numérique intégrateur

D [—

1(Z) =

(8.15)

L’équivalence entre les intégrateurs analogiques et numériques est obtenue
comme pour toute fonction de transfert, en remplacant Z par e/*T. Il vient :
T

(o) = Lji _ae 1 (8.16)

T—e T ~ 2j ( T)
sin (,l)?

T est la période d’échantillonnage du circuit numérique. Cette fonction est équiva-
. a . . .
lente a la fonction = analogique avec une transformation de I’échelle des
®

fréquences. Si f, désigne la fréquence analogique et fy la fréquence numérique on
a:

7t fAT = sin (w fyT) (8.17)

La déformation ainsi apportée a I’échelle des fréquences est différente de celle
obtenue avec la transformation bilinéaire introduite au chapitre précédent, comme
le montre la figure 8.7. Il faut tenir compte de cette déformation dans le calcul d’un
filtre & partir d’un gabarit.

Le circuit de la figure 8.6 présente l'inconvénient de faire apparaitre la
1

fonction Z~ 2 qui correspond a un circuit de mémoire supplémentaire. Or la fonc-
tion de transfert d’un filtre en échelle n’est pas modifiée quand les impédances de
toutes les branches sont multipliées par une méme fonction [3]. Cette propriété



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

8.2 Les filtres en échelle simulée 261
fa 4 Transformation :
bilinéaire |
i
1
A __ )
27 1
s |
7
// |
s !
LI S (A — Fic. 8.7. Déformation de I'échelle des fréquences
w7 e : par transformation sinusoidale
// !
¢ |
Transformation |
sinusoidale :
|
'
1
" -
0 1ty
27

a déja été utilisée précédemment pour introduire la constante de normalisation R.

1

En multipliant les impédances par Z 2, on élimine ce terme de toutes les fonc-
tions de transfert en Z des intégrateurs du circuit qui deviennent :

et:

TR 1
1,(Z) = TR pour i impair
7-1
1,(2) = CT—R T pour i pair

1 1

Par contre les résistances de terminaison sont transformées en R,Z 2 et R,Z 2;
les terminaisons ne sont plus purement résistives, elles ont les fonctions de trans-

fert :

Rye VT, Rye T

Quand la fréquence d’échantillonnage est grande devant la bande passante cet
effet peut étre négligé; il en résulte une modification non significative de la fonc-
tion de transfert du filtre. De plus les résistances R, et R, peuvent étre choisies uni-
taires, de méme que la constante de normalisation R. Le schéma du filtre numé-
rique obtenu dans ces conditions est donné par la figure 8.8.

Les coefficients ont les valeurs suivantes, pour un ordre N impair :

T T
aN=—=——:; Gy 1=—};
N > i ;

Gy &

T N-1
Ci=1,2,.. —

ay; (8.18)

l: >
L2i+1

Le filtre ainsi réalisé nécessite N multiplications et N mémoires pour une fonction
de transfert d’ordre N; pour ces parametres la structure est canonique. Le nombre
d’additions s’éleve a 2N + 1.
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z-! F |

az i

x |
2, z- + i
=71 |

+ !

Fic. 8.8.  Filtre numérique en échelle simulée

En résumé, le calcul d’un filtre numérique en échelle simulée a partir d’'un
gabarit imposé demande les étapes suivantes :

— Transposer le gabarit en modifiant ’échelle des fréquences a ’aide de la
relation (8.17) ci-dessus.

— Calculer les éléments d’un filtre a éléments passifs LC en échelle, satisfai-
sant au gabarit transposé.

— A vpartir des valeurs d’éléments obtenues calculer les coefficients
a;(i=1,2,N) du filtre numérique par les relations (8.18).

L’intérét principal de la structure obtenue est que les coefficients peuvent étre
représentés par un nombre de bits tres faible, qui peut ne pas dépasser quelques
unités; alors certaines multiplications peuvent se ramener a de simples additions et
I’on peut méme dans certains cas éliminer toutes les multiplications du filtre, ce qui
se traduit par une économie substantielle de circuits. Pour illustrer cette propriété,
on considere le filtre passe-bas d’ordre N = 7 [3], dont les éléments ont pour valeur
(fig. 8.5) :

R=R,=Ry=1
C,=1,2597=C,
L,=15195=1,
C,=22382=C4
L;=1,6796
Les coefficients a; (i = 1, 2, ..., N) du filtre numérique en échelle simulée corres-

1
pondant sont calculés avec une période d’échantillonnage T = — = 0,01 par les

fe

formules (8.18) précédentes. Les ondulations du filtre en bande passante sont
reportées sur la figure 8.9, quand les coefficients sont représentés par 10, 5 et 3 bits.
Il est remarquable de constater qu’avec la représentation a 5 bits, les zéros d’affai-
blissement sont conservés. Avec 3 bits, ils sont conservés également a I’exception
de celui qui est le plus proche de la bande de transition. Ainsi se trouve vérifiée la
propriété d’insensibilité au premier ordre des zéros d’affaiblissement, énoncée au
paragraphe 8.1.
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Ae(F)A R
(dB) 4 \

0,5
04
03

02

()

01

Fic. 8.9. Ondulations en bande passante pour diverses représentations
des coefficients

Par rapport a la structure cascade du chapitre précédent, le gain obtenu sur cet
exemple peut étre estimé a 4 ou 5 bits pour la représentation des coefficients.

La technique décrite dans ce paragraphe peut s’étendre aux types de filtres
autres que le passe-bas purement récursif, mais avec des complications de schémas.
Drautre part, la nécessité d’avoir une fréquence d’échantillonnage grande devant
la bande passante n’est pas tres favorable pour I'efficacité du traitement. En fait, la
structure en échelle simulée est surtout utilisée avec un autre mode de réalisation
des calculs, celui qui apparait dans les dispositifs &8 commutation de capacités.

8.3 LES DISPOSITIFS
A COMMUTATION DE CAPACITES (DCC)

Les filtres utilisant les dispositifs a commutation de capacités ne sont pas des filtres
numériques au sens strict, car ils ne font pas appel aux opérateurs arithmétiques.
Néanmoins ils emploient les mémes méthodes de calcul et sont complémentaires
des filtres numériques. Ils sont tres utilisés dans les conversions analogique-numé-
rique.

Le principe de base, qui a été introduit dans la référence [4], est le suivant : le
fait de commuter une capacité C entre deux tensions V, et V, a la fréquence f, est
équivalent a introduire une résistance R telle que :

1

R=—f,
=

entre les deux tensions. En effet, comme le montre la figure 8.10, la capacité se
charge sous les tensions V; et V, alternativement et il s’en suit un transfert de
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charge C(V, - V,); si les opérations sont effectuées a la cadence f,, le courant i tel
que:

i=C(V,-V))f,

circule entre les tensions V, et V,.

v, —, Vi—e Vs

lc (Q=cVv,) J;C(0=CV2)

Fic. 8.10. Commutation d’une capacité entre les tensions V, et V,

Cette résistance équivalente s’introduit dans un circuit intégrateur comme
indiqué sur la figure 8.11. L’intégrateur considéré présente un sommateur a son
entrée, comme ceux de la figure 8.5. L’équation décrivant le fonctionnement de
I'intégrateur analogique est donnée. Dans le schéma avec commutation de capa-
cité, la capacité C, est appliquée, a la cadence f,, alternativement entre les tensions
V, et V, d’une part et 'entrée de l'amplificateur opérationnel d’autre part.
L’expression de la variation AV, de la tension de sortie pendant la durée At, suppo-

. 1 o
sée grande devant la période — , est indiquée sur le schéma.
e

Vo C2 Vo C2
: 2
- —oV> gc'l b——o V7
) [< ]
Vi Vi
de b | AV2 Cq
—fz- —— (V, -V —EL =fp (Vg =V
dt RCz(o 1) At °c2(° 1)

Fic. 8.11. Intégrateur a commutation de capacités

La condition d’équivalence entre les deux types d’intégrateurs s’écrit :
1

= 7R
Cependant pour analyser completement I'intégrateur a commutation de capacités
il faut tenir compte de ’échantillonnage [5] et calculer sa fonction de transfert en

Z. Soit v(t) le signal d’entrée et v,(¢) le signal de sortie; la période d’échan-
tillonnage T est supposée divisée en deux parties égales. La capacité C, est connec-

G

(8.19)
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tée pendant

o

y T . .
a ’entrée de l'intégrateur et pendant 5 la tension v,(7) lui est

. . . 1
appliquée; supposons que ce soit entre les instants nT et (n + i)T. La charge
transmise a 'intégrateur s’écrit Q(nT) telle que :

Q(nT) = Cm[(” + %)T]

Dans ces conditions a I'instant (n + 1)T, la tension en sortie s’écrit :

vo[(n+1)T]=V,(nT) - % v, [(n + %)T}

En prenant la transformée en Z des deux membres, il vient :

1
c, Z?
C, 1-z1

Viy(2)
Vd2)

= H(Z) =—

(8.20)

On retrouve le type de fonction de transfert donnée par la relation (8.15) pour les
circuits numériques; I'intégrateur a commutation de capacités réalise exactement
les mémes fonctions que les circuits numériques du paragraphe précédent et la
méme déformation de I’axe des fréquences intervient. Il faut noter que, pour
qu’aucun retard supplémentaire ne s’introduise et pour que cette fonction soit
conservée dans la mise en cascade de deux intégrateurs, les capacités de ces deux
intégrateurs doivent étre commutées en opposition de phase.

Le schéma avec dispositif a commutation de capacités d’un filtre en échelle
simulée, comme celui de la figure 8.5 est obtenu par substitution de circuits inté-
grateurs, en calculant dans chaque cas la valeur a donner aux capacités commutées.

Exemple :

Soit a réaliser avec les dispositifs & commutation de capacités le filtre de
Butterworth d’ordre 4 dont le schéma analogique est celui de la figure 8.12.a.

La procédure décrite au paragraphe précédent conduit au schéma de la
figure 8.12.h pour une réalisation avec des intégrateurs, en supposant unitaires les
résistances de terminaisons. Le schéma avec DCC est donné par la figure 8.12.c.
Les coefficients a; (i = 1, 2, 3, 4) qui définissent les rapports de capacités sont calcu-
1€s par les relations (8.18).

Si le filtre a une fréquence f. d’affaiblissement a 3 dB égale a 1 kHz les para-
metres analogiques sont les suivants :

R1=R2=1
C,=1218.10"5; C,=294,1.10-°
L,=294,1.10-6; Lg=121,8.10-
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Vs

az c2 ay, €y, Vs

D o el

b

C. _:|- c)
e et

L

Fic. 8.12.  Filtre d’ordre 4 a commutation de capacités

Avec une fréquence d’échantillonnage de 40 kHz, il vient :

1
= =0205=
“MTa T 4
a——l =0,085=a
2T 106 - 3

Finalement, dans les dispositifs 8 commutation de capacités, la précision et la stabi-
lité de la constante de temps d’un intégrateur dépendent de la fréquence d’échan-
tillonnage fournie extérieurement et d’un rapport de capacités. Ces dispositifs per-
mettent la réalisation de filtres trés sélectifs sur une pastille de silicium, sous la
forme d’un circuit intégré monolithique.

8.4 LES FILTRES EN TREILLIS

La structure de treillis apparait dans les études d’analyse et de synthese de la parole,
pour la simulation du conduit vocal, et plus généralement dans les systemes de prédic-
tion linéaire. Elle permet de réaliser des filtres de type RIF et de type RII [6].
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Soit la structure a M cellules représentée sur la figure 8.13.
y, (n) ya(n) ym(n)
x(n)
o—e k-| k2
] 2~ n 2= I
uy(n) uz(n) uy (n)

Fic. 8.13.  Filtre en treillis de type RIF

Les suites de sortie de la premiere cellule, y,(n) et u,(n) sont lies a la suite
d’entrée x(n) par les relations suivantes :

yi(n) =x(n) + kyx(n-1)
w(n)=kx(n)+x(n-1)

(8.21)

De méme, les suites de sortie de la deuxieme cellule, y,(n) et u,(n), sont liées a

la suite d’entrée par :

vo(n) =x(n) + k(1 + ky)x(n-1) + k,x(n-2)

uy(n) =kyx(n) + k(1 + ky))x(n-1) + x(n-2)

(8.22)

Par itération, il apparait que les suites de sortie du filtre, y,,(n) et uy(n), sont
liées a la suite x(n) par les relations suivantes, qui correspondent a un filtrage de

type RIF :

M
ym(n) = igo a;x(n—1i)

M

uy(n) = i§0 ay_;x(n—1i)

(8.23)

(8.24)

Les deux filtres RIF ainsi obtenus ont les mémes coefficients mais dans ’ordre
inverse; leurs fonctions de transfert en Z, Hy(Z) et Uy (Z), sont des polyndmes

images. Il vient :

M
Hy(Z)= ¥ 77
i=0

M
Uu(Z)= X ay;Z"=ZMHy(Z™)
i=0

(8.25)

Pour déterminer les coefficients k; du filtre en treillis a partir des coefficients
a; (1 <i=<M), il faut procéder par itérations.
D’abord le coefficient a, est supposé égal a 'unité. Ensuite il est aisé de véri-
fier d’aprés les relations données précédemment, et aussi directement sur la
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figure 8.13, que 'on a :

ky = ay

Cette remarque est a la base du calcul. En désignant par H,(Z) et U, (Z)
(1 < m < M), les fonctions de transfert correspondant aux sorties de la cellule de
rang m, on peut écrire la relation matricielle suivante :

|:Hm(Z):| — |: 1 kmzli||:Hml(Z)i|
Um(Z) - km z! Um—l(Z)
Cette relation peut aussi s’écrire, en supposant k,, # 1:

7 e B ] TED

Ainsi, les polyndmes H,, ;(Z) et U,, ,(Z) sont des polyndmes images de degré
m — 1 dont les coefficients a,,, 1) (1 < i < m - 1) se calculent a partir des coeffi-
cients a,,, (1 < i < m) des polyndmes H,,(Z) et U, (Z2).

Dans ces conditions, il vient :

Ayom = km’ a(m—l)(m—l) = km—l
1
a(m—l)(m—l) = ﬁ [a(m—l)m - ammalm] (82’7)
mm

Les coefficients k,, (1 < m < M) sont ainsi calculés en M itérations.

Exemple :

Soit la fonction de transfert H;(Z) telle que :

Hy(Z2)=1-1,990Z-1+1,5722-2-0,4583 23
Il vient :
ky=—0,4583
D’apres la relation (8.34), on peut écrire :
H,(Z2)=1-1,607 Z-' + 0,8355 Z2
D’ou:
k, =0,8355
Par application de la relation (8.27), il vient :
k,=-08756 et H,(Z)=1-0,8756 Z-!

La réalisation de filtres de type RII purement récursif conduit a une structure
duale, représentée sur la figure 8.14.
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xmin) x2 (n) x4 (n) _yin)

km

727 z-

uM(n) Uz(n)

u (n)

Fic. 8.14.  Filtre en treillis de type RII purement récursif

Les suites x,(n), u,(n) et y(n) sont liées par les relations suivantes :

y(n) = x,(n) - kyy(n—1)
uy(n) = ky y(n) +y(n—1)
De méme les suites x,(n), x,(n), u,(n) et u,(n) sont liées par les relations :
xy(n) = xy(n) — kyuy(n—1)
up(n) = kyxy(n) + uy(n—1)
Il en résulte entre 'entrée x,(n) et la sortie y(n) la fonction de transfert H,(Z)
telle que :

1

H2)= 13 ki1 + ky)Z "+ kyZ2

De méme entre u,(n) et y(n) apparait la fonction de transfert U,(Z) telle que :
UyZ) =k, + k(1 + k,))Z ' + Z2

Par itération, il apparait que les suites x,,(n) et y(n) d’une part, uy(n) et y(n)
d’autre part sont liées par les relations :

M
ym) =y = 3 biy(n=i) (828)

M-1
uy(n) = igo by_;y(n—i)+y(n-M) (8.29)

Il en résulte les fonctions de transfert Hy,(Z) et U,,(Z) telles que :

1 1
1 +ZlbiZ*’
M-1
Uu(@)= 3 by ,Z7'+ZM=7Z-MD(Z) (8.30)
i=0
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Pour calculer les coefficients &; (1 < i < M) du filtre en treillis a partir des coeffi-
cients b; du filtre RII il faut procéder par itérations en remarquant que 'on a :

ky = by

En désignant par H,,(Z) et U, (Z) les fonctions relatives a I’ensemble de m
cellules (1 < m < M), il est possible, a partir des équations de définition :

xm—l(n) = xm(n) - kmum—l(n - 1)
Mm(l’l) = kmxm—l(n) + um—l(n - 1)

de faire apparaitre la relation matricielle suivante :

AR

m

Comme dans le cas du type de filtre RIF, cette relation matricielle s’écrit
aussi, pour k,, # 1:

O e i, wYS] e

Cette expression permet, comme précédemment pour les filtres RIF, de calcu-
ler, a partir du polynéme Dy, (Z) tel que :

M
Dy(Z)=1+ 3 b,Z
i=1

les coefficients k; (1 < i < M) du filtre RII en treillis, en M itérations.

Les structures en treillis données par les figures 8.13 et 8.14 sont canoniques
pour les mémoires de données, mais pas pour les multiplications. Elles peuvent étre
rendues canoniques, par exemple en utilisant pour le type RII la cellule a une multi-
plication représentée sur la figure 8.15. Par contre, il faut alors une addition de plus.

xn, X%

=1
o + % 27—
o \/ Wna

Fic. 8.15.  Cellule de filtre en treillis a une seule multiplication

Les équations de cette cellule a ’ordre 1 sont les suivantes :

(1 +k)xy(n) = y(n) + ky(n-1)
(1 + K)uy(n) = ky(n) + y(n-1)
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Au facteur (1 + k) pres elles sont bien équivalentes a celles du treillis 2 deux multi-
plieurs.

Contrairement aux structures décrites dans les paragraphes précédents, les
filtres en treillis ne présentent pas d’avantages particuliers pour le nombre de bits
nécessaires a la représentation des coefficients. Cependant une propriété intéres-
sante en pratique est la suivante : une condition nécessaire et suffisante pour que le
filtre RII ait tous ses pdles a I'intérieur du cercle unité et donc soit stable, est que
les coefficients soient en module inférieurs a I'unité.

k| <1; 1s<isM

Cette propriété est évidente pour k, sur la figure 8.14, si ’on isole la cellule
correspondante; elle s’étend aux autres coefficients en considérant les sous-
ensembles du circuit, et en raisonnant par récurrence.

Il en résulte un contrdle de stabilité tres simple a réaliser et particulierement
utile dans les systemes ou les valeurs des coefficients évoluent en permanence,
comme les filtres adaptatifs.

Les structures de treillis considérées ci-dessus sont soit non récursive soit
purement récursive. Il faut remarquer que la structure purement récursive peut
étre complétée pour faire un filtre général, il suffit de former une sommation pon-
dérée des variables u,,(n). En effet, la relation :

M
() =1 y(n) + 3 it ()

définit un filtrage de type RIF sur le signal y(n), en raison des relations (8.29).
Les coefficients b; (1 < i < M) étant fixés, les coefficients vy, peuvent étre calculés
pour obtenir un numérateur quelconque pour le filtre général.

Il est intéressant d’observer également que la structure purement récursive
comporte la fonction de déphaseur pur. En effet, les équations (8.29) et (8.30) per-
mettent d’écrire :

Uu(Z)  by+by Z7'+...+ZM
X(Z)  1+bZ'+..+byZ™™

HD(Z) =

Cette expression montre que, comme indiqué au paragraphe (6.3), le signal
up(n) est la sortie d’'un déphaseur pur dont x(n) est I'entrée. La fonction de trans-
fert H,(Z) s’exprime directement en fonction des coefficients du treillis par une
fraction continue :

_r2\7-1
Hp(Z) = ky + a kM)1Z
kyZ-'+
(1-kgy 27!
kg Ll —A
M-1 + R 1
1-k3)Z-!
k1+( l)

kZ-1+1
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Cette remarque peut étre utilisée pour calculer directement les poles du filtre en
treillis [7].

N

Une application intéressante des résultats ci-dessus est le filtre a encoche
introduit au paragraphe 6.3. La sortie du filtre a encoche yg(n) est obtenue simple-
ment en ajoutant un additionneur au circuit de la figure 8.14, pour effectuer ’opé-
ration :

Ye(n) = xy(n) + uy(n) (8.32)
A Tordre 2, 1a fonction de transfert du déphaseur s’écrit :

ky+ k(1 +k)Z-t+27Z-2
1+k(1+k)Z '+ ky 772

HD(Z) =

Une propriété utile de cette approche est que la fréquence w, et la bande d’affai-
blissement a 3 dB, B, peuvent étre ajustées indépendamment [8]. Ce découplage
provient des relations suivantes :

ki = —cos w,
1-tgnBg

=_— = = =(1-¢)? .
1 +tgnB,g (1-¢) (8.33)

2
Si l’on fait une soustraction dans ’équation (8.32) au lieu d’une addition, c’est
le filtre complémentaire que I’on obtient.

8.5 ELEMENTS DE COMPARAISON

Apres la présentation des diverses structures de filtres numériques il est utile de
faire une récapitulation de leurs propriétés. La référence [9] présente une analyse
comparative détaillée.

La structure la plus facile a obtenir est la structure cascade, puisque les coeffi-
cients correspondent a une simple factorisation de la fonction de transfert en Z.
Elle conduit au minimum de multiplications, d’additions et de mémoires. Par
contre la représentation des coefficients peut nécessiter un nombre de bits impor-
tant.

Le choix entre les structures cascade et treillis ne se présente généralement
pas pour les filtres a coefficients fixes car la structure en treillis correspond a des
utilisations particulieres.

Les structures tirées de la simulation des réseaux analogiques en échelle, les
filtres en échelle simulée, offrent une représentation des coefficients qui peut se
limiter a quelques bits méme pour des filtres tres sélectifs; il s’en suit que la sup-
pression des multiplieurs est envisageable; comme ce sont généralement les cir-
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cuits les plus complexes, le gain en matériel est appréciable. Cependant il faut tenir
compte d’un certain nombre de complications comme ’augmentation du nombre
d’additions et des mémorisations complémentaires pour des résultats intermé-
diaires. D’autre part, le multiplexage des opérations entre plusieurs filtres, qui est
un avantage important du traitement numérique, est rendu difficile. Finalement
une évaluation complete est nécessaire avant de retenir ce type de structure.
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EXERCICES

1 Ecrire pour les quadripdles élémentaires donnés a la figure 8.2, les matrices d’impé-
dance et de répartition. Donner les matrices d’impédance, de répartition et de transfert
quand les éléments sont des circuits résonants LC.

2 Soit le filtre de Butterworth d’ordre 4 donné a la figure 8.12.a. Tracer le graphe de
fluence correspondant. Donner le schéma du filtre numérique en échelle simulée et calculer
les coefficients en partant des valeurs données pour les éléments analogiques, avec une fré-
quence d’échantillonnage de 40 kHz. Examiner la modification de fonction de transfert en
bande passante apportée par une réduction de la fréquence d’échantillonnage de 40 kHz a
10 kHz.
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3 Tracer le graphe de fluence du filtre de la figure 8.16, qui comprend un circuit réso-
nant dans une branche. Donner un schéma de réalisation avec dispositifs 8 commutation de
capacités et calculer les rapports de capacités pour chaque intégrateur a partir des éléments
analogiques en supposant une fréquence d’échantillonnage de 20 kHz. Comparer la réponse
en fréquence obtenue a celle du filtre d’onde.

4 On considere le filtre passe-bas de Tchebycheff d’ordre 7 dont les éléments analo-
giques sont donnés au paragraphe 8.2. La fréquence d’échantillonnage est prise égale a 10
kHz. Donner le schéma du filtre numérique en échelle simulée correspondant.

Quelle est la quantité d’opérations a faire ?

Donner la réponse en fréquence, quand les coefficients sont représentés par 5 bits.

S Calculer la réponse en fréquence du filtre en treillis donné en exemple au para-
graphe 8.4. Comment évolue cette réponse quand les parametres sont représentés par 5 bits.
Etablir le schéma du filtre avec des cellules a une seule multiplication. Comment doit-on
modifier le schéma pour obtenir le filtre de fonction de transfert en Z inverse.
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Chapitre 9

Signaux complexes
Filtres de quadrature
Interpolateurs

Les signaux complexes, sous la forme de suites dont les éléments sont des nombres
complexes, sont d’une utilisation courante en traitement numérique du signal. De
telles suites ont été considérées par exemple au chapitre qui traite de la
Transformation de Fourier Discréte. Dans le présent chapitre, une catégorie parti-
culiecre de signaux complexes va étre étudiée, qui offre des propriétés intéres-
santes, celles des signaux analytiques. Ces signaux interviennent principalement
dans les processus de modulation et de multiplexage. Les propriétés des transfor-
mées de Fourier de suites réelles et causales vont étre examinées d’abord [1, 2, 3].

9.1 TRANSFORMEE DE FOURIER
D’UNE SUITE REELLE ET CAUSALE

Soit une suite d’éléments x (n) dont la transformée en Z s’écrit :
X(Z)= X x(n)Z-"

n=-o

La transformée de Fourier de cette suite est obtenue en remplagant Z par e/>*f
dans X (Z) :

X(N= T xmer

Si les éléments x (n) sont des nombres réels, on a :

X(=)=X({) (CAY

Les valeurs de X(f) aux fréquences négatives sont complexes conjuguées des
valeurs aux fréquences positives.
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Une condition supplémentaire peut étre imposée a la suite x(n), d’étre cau-
sale. Les conséquences sur X (f) vont étre examinées.
La fonction X (f) peut étre séparée en parties réelle et imaginaire :

X(f) =X (f) +i % (f) 92)

Si la suite x (n) est réelle, d’apres la relation (9.1), la fonction Xy (f) étant paire est
la transformée de Fourier d’une suite paire x,(n) et la fonction X;(f) est la trans-
formée de Fourier d’une suite impaire x;(n), telles que :

x,(n) = x,(-n)
x;(n) =-x,(-n) (9.3)
x(n) =x,(n) +x;(n)

I1 vient dans ces conditions :

Xg () = x,(0) +2 %lxp (n) cos (2 f) (9.4)

X,(f) =2 ﬁl x,(n) sin (2 f) (9.5)

Si la suite x (n) est causale, c’est-a-dire que :
x(n)=0 pour n<0

on a les relations (fig. 9.1) :

xi(n):xp(n):%x(n) pour n=1

x,(0) = x(0)
et il vient :
Xg (f) = x(0) = ix(n) cos (2anf) (9.6)
X,(f) = - i x(n) sin (27 f) ©9.7)
x{n) |

rrill T
|

T
Xi (nfllll J/J"

Fic.9.1. Décomposition d’une suite causale en parties paire et impaire

>
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Il apparait que ces deux fonctions sont li€es. Pour passer de I'une a I’autre il suffit
de changer cos (2nnf) en — sin (2xnf) ou inversement; une telle opération est
appelée une quadrature, elle va étre exprimée analytiquement.

Par définition une suite causale est une suite qui satisfait I’égalité :

x(n)=x(n).Y(n)
ou la suite Y (n) est telle que :
Y(n)=0 pour n<0
Y(n)=1 pour n=0

Cette suite est un échantillonnage de la fonction échelon unité Y () qui possede,
au sens des distributions, une transformée de Fourier FY donnée par [2] :

1
FYzmvp(%)Jr%é(f) (9.8)

1
ol vp ( ]—c) est la distribution définie par I’expression :

<vp(}), »=ve| q);f L s (9.9)

la valeur principale de I'intégrale au sens de Cauchy étant elle-méme définie par :

o P aref D et [P0

L’échantillonnage introduisant une périodicité du spectre, on démontre, en intro-
duisant la transformation bilinéaire et avec la relation (7.10), que la transformée
de Fourier de la suite Y (n) telle que :

Y(n)=0 pour n<0
Y (0) =172
Y(n)=1 pour n>0

est la distribution FY,, qui s’écrit :

(9.10)

N —

<fs<

N =

1 1
FYn:?vp[cotgnf]+§6(f) pour -
]

Au produit de deux suites correspond le produit de convolution des transformées
de Fourier. Il vient :

X(f) = [ wleotgnf]+ 53 39| % X(N) + 5 x(0)

En séparant les parties réelles et imaginaires, on obtient :

X (f) + X (f) = vp[cotg nf] * [X;(f) =/ Xr (/)] +x(0)
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Les relations qui lient les parties réelle et imaginaire de X (f) s’expriment par :

Xe(N=xO) + f X(F)eotgln(r-flar  ©1D)

Xi(P) =~ Xe(7) cotg [n(7~ )] df ©012)

ou encore sous une forme différente sans introduire les valeurs principales de Cauchy :
1

Xe()=x(0) - [ ()~ X, (P cog [n(F )] df (913)

1

5 1 ! !
X=X -Xe(Pleowln(r-rolar (.14
2
Les parties réelle et imaginaire de la transformée de Fourier d’une suite causale
sont liées par les relations (9.11) et (9.12) qui correspondent a la transformation de
Hilbert pour les signaux continus.

Exemple :
Soit la suite U, (n) telle que :

U, (k)=1
U,(n)=0 pour n#k
Xg(f) =cos 2nkf); X (f)=-sin (2nkf)

On vérifie directement que :
1

]@ cos (2nk ") cotg [ (f—f)] df = J[E cos [2mk (f- f)] cotg (nf') df' = sin 2k )
= =

1

1 1
J[z 1sin (2nkf") cotg [ (f-f)] df = J[z 1sin [2nk (f— f')] cotg (nf") df =—cos(2nkf)
2 2
Dr’autre part d’apres la relation de Parseval on peut écrire :
1 1
[ Xk nar=[xicnar
0 0

La partie réelle et la partie imaginaire de X (f) ont la méme puissance.

9.2 SIGNAL ANALYTIQUE

Les signaux analytiques correspondent aux signaux causaux quand on échange
temps et fréquence. Leur spectre ne contient pas de composantes aux fréquences
négatives et leur dénomination provient du fait qu’ils constituent la restriction a
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I’axe réel d’une fonction de variable complexe analytique c’est-a-dire développable
en série entiere dans une région contenant cet axe.

Les propriétés des signaux analytiques se déduisent de celles des signaux cau-
saux en échangeant temps et fréquence.

Soit le signal : x (¢) = xg (¢) + jx;(¢) tel que :

X(f)=0 pour f<O0

Les fonctions xg (7) et x;(¢) sont transformées de Hilbert I'une de 'autre :

1 (= x(¢)
xg(f) = = ][_x T dt’' (9.16)
x(t) =- }c {;% dt’ (9.17)
D’autre part, la transformée de Fourier de la fonction réelle :
xg(?) = % [x(®) +x(1)] (9.18)
est la fonction Xy (f) telle que :
Xa(f) = 5 [X(H) +X (1)) 9.19)

1 1—
c’est-a-dire que Xy (f) = 3 X (f) pour les fréquences positives et Xg (f) = 3 X1

pour les fréquences négatives.
De méme :

Xu(f) =i 3 X(N XA (920)

La figure 9.2 illustre la décomposition du spectre d’un signal en parties réelles et
imaginaires.

Exemple :
. 1, . .
x(H)=el; xgp(t)=coswt= 3 [eiot + e—iof]
. 1 .
x(f) =sin wt =— 3 [eiof —e-iof]

Il apparait finalement entre Xy (f) et X;(f) les relations suivantes :

Xi(f) =-jXg(f) pour f>0
Xi(f) =jXg(f) pour f<O

T
C’est-a-dire que X, (f) est obtenu a partir de Xy (f) par une rotation égale a 7 des

composantes. La transformation de Hilbert consiste en une mise en quadrature des
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composantes du signal; c’est une opération de filtrage avec la réponse en fré-
quence Q (f) représentée sur la figure 9.3.

X(f)

o
-

XR(f)

o

jXI(f)T/\
Wo K]

Fi16.9.2. Spectre d’un signal analytique

Q(f))

Fi6.9.3. Réponse en fréquence
du filtre de quadrature 0

=)

Exemple :

xg () = J: [A(f) cos 2r ft) — B(f) sin 2= f1)]df (9.21)
x(f) = r [A(f) sin 2=n fr) + B(f) cos 2n f1)]df (9.22)

Les propriétés des signaux analytiques continus peuvent se transposer aux
signaux discrets moyennant certaines adaptations.

Un signal discret a une transformée de Fourier périodique. Un signal discret
analytique x (n) déduit d’un signal réel, est un signal discret dont la transformée de

1
Fourier X, (f), qui a la période f, = 1, s’annule pour — 3 < f< 0 (fig. 9.4).

Si un signal discret x(n) est obtenu par échantillonnage d’un signal continu
analytique x (¢) a la fréquence f, = 1, il convient de remarquer que la restitution de
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signal continu a partir des valeurs discretes est obtenue par un filtre de restitution
qui ne conserve que les composantes du signal comprises dans la bande (0, f,)
comme le montre la figure 9.4. La formule de restitution correspondant a I’expres-
sion (1.57), s’écrit :

() = ﬁ x(n) W ei(-n) (9.23)
Xn(f)
_1/\ 0 1 K
H6) |
1
0 1 K

Fic.9.4. Spectre d’un signal analytique discret et filtre d’interpolation

Par suite I’échantillonnage n’apporte pas de dégradation au signal analytique
x (¢) si son spectre ne contient pas de composantes aux fréquences supérieures ou
égale a f,. D’ou le théoreme de I’échantillonnage pour un signal analytique :

Un signal analytique qui ne contient pas de composantes a des fréquences
supérieures ou égale a f,, est entierement déterminé par la suite de ses valeurs pré-

s . 1
levées a des instants espacésde T = —.
m

La suite x (n) se décompose en une suite réelle x; (n) et une suite imaginaire
x;(n), telle que :

x(n) = xg (n) + jxy(n)

Les transformées de Fourier correspondantes X, (f) et X, ;(f) sont obtenues a
partir de la transformée de Fourier X, (f) par les relations (9.19) et (9.20) données
précédemment.

X1 (f) ==X,z (f) pour 0<f<%

X (1) =X (f)  pour — 3 <f<0
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Les relations entre les suites xg (n) et x;(n) sont obtenues en considérant le
filtre de quadrature dont la réponse en fréquence est donnée par la figure 9.5. La

réponse impulsionnelle de ce filtre est la suite 4 (n), telle que :
1

h(n) :jolj.eﬂ”"fdf+J2 ()).elmfdf

h 2 in2( 2 #0 9.24
(n)—Jm sm(z) pour n (9.24)
h(0)=0
a(f)a
—i
| 1
! 2
2 § f
2 |
_j._._...J
hin)h
1
1L 3
3 = 1
3 1
EEEE [ 1.t 1
ol ] 01234567 8n

Fi6.9.5. Réponses du filtre de quadrature

En appliquant a ce filtre la suite xy (n), on obtient la suite x;(n), d’ol :

2w sin? (J‘I: ﬂ)
x;(n) = T, :Z_wa (n-m) (9.25)
m ¥
de méme : m
)« sin? n—)
xg(n)=- . :Z_wxl (n-m) (9.26)

m#n
Les suites xg (1) et x;(n) sont liées par la transformation dite de Hilbert dis-

crete [4].

L’examen des éléments de la suite /4 (n) amene plusieurs remarques. D’abord
le fait qu’un élément sur deux soit nul entraine que si la suite x (n) a également un
élément sur deux nul, il en est de méme de la suite x,(n) et les deux suites xy (n) et
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x;(n) sont entrelacées. Un exemple sera donné ultérieurement.

D’autre part, la réponse impulsionnelle du filtre de quadrature correspond a
un cas de filtre RIF a phase linéaire mentionné au paragraphe 5.2. En effet sa
réponse en fréquence s’écrit :

Q(f)=—j.2 ﬁl h(n) sin (27 f) (9.27)

Pour la réalisation, il faut limiter le nombre de coefficients.

9.3 CALCUL DES COEFFICIENTS D’UN FILTRE
DE QUADRATURE RIF

Un filtre de quadrature réalisable est obtenu simplement en limitant le nombre de
termes sur lesquels porte la sommation (9.27). La réponse en fréquence s’écarte
alors de la réponse idéale. En pratique le filtre est spécifié par un gabarit donnant
I’ondulation tolérée § dans une bande de fréquence (fi, f,) comme le montre la
figure 9.6. Pour aboutir a un filtre RIF satisfaisant on peut partir d’un filtre passe-
bas et utiliser les résultats obtenus au chapitre 5.

|
NI" +

F1G.9.6. Gabarit de filtre de quadrature

En particulier, on peut faire appel au filtre demi-bande introduit au paragraphe
5.8, dont la réponse en fréquence est représentée sur la figure 9.7.

HIf)A

1

F16.9.7. Réponse en fréquence

0,5 d’un filtre demi-bande

t

N|=1

1
2

Ce filtre est spécifié par sa bande de transition Af et les ondulations en bandes
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passante et affaiblie, qui sont égales a §,. Comme indiqué au paragraphe 5.8, les
coefficients pairs sont nuls et la réponse en fréquence a pour expression, avec N
=4M + 1 coefficients :

‘ 1 M
H(f) = e-/22Mf 5 {1 +2 gl hy;_, cos [2n(2i—1)f]] (9.28)

Une translation de cette réponse égale a 0,25 sur I’axe des fréquences conduit a la
fonction H' (f) telle que :

H' (f)=H(f-0,25) = e‘fZT‘ZMf% [1 -2 gl (-1) h,;_, sin [2(2i - 1)f]]

Les coefficients £, du filtre correspondant s’écrivent :
hy 1 =j .10 hyqy hlgiyy==j.1) " hy_y; 1<sisM

Ils prennent des valeurs imaginaires. En rapprochant I’expression H'(f) de la
relation (9.27) donnant Q (f), il apparait que I’ensemble des coefficients a,, tels que :

a_giiny=—ay_1=2.(-1)"hy_y; 1<isM

constitue I’ensemble des coefficients d’un filtre de quadrature dont I’ondulation est
égale a 29, dans la b d[A—fl Af]
¢gale 228, danslabande | 5=, 5 - —= |.

Exemple :

Pour les spécifications §, = 0,01 et Af= 0,111 on trouve : M = 5.

a, =0,6283
a; = 0,1880
a5 = 0,0904
a, = 0,0443
a,=0,0231

L’expression H' (f) correspond a un filtre complexe qui comprend deux par-
ties, d’'une part un circuit de retard de 2M périodes élémentaires, d’autre part un
circuit de filtre de quadrature, comme le montre la figure 9.8. Les sorties de ces
deux circuits constituent la partie réelle et la partie imaginaire du signal complexe.
On peut dire que le systtme comporte deux branches, une branche réelle et une
branche imaginaire. Il permet finalement de convertir un signal réel en un signal
analytique, c’est un filtre analytique RIF. Ce dispositif est parfois appelé modula-
teur 1Q.
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Retard :2M p—

Slgnal Signa.l FiG. 9.8. Filtre analytique RIF
reel analytique

Filtre de
Quadrature

Il faut remarquer que la structure demeure si le filtre passe-bas de base n’est
pas de type demi-bande, auquel cas les coefficients d’indice pair ne s’annulent pas.
En fait, la translation de fréquence de 0,25 correspond a une multiplication des
coefficients par un facteur complexe, tel que les coefficients 4, prennent les valeurs :

T
h =e’'2".h, (9.29)

Dans ces conditions la branche réelle du systéme n’est plus un simple retard;
une fonction de filtrage est réalisée en méme temps que la génération du signal
analytique.

Les circuits a réponse impulsionnelle finie permettent ainsi d’approcher le
filtre de quadrature idéal sans faire d’erreur sur le déphasage mais en faisant une
approximation de ’amplitude dans la bande passante. Les circuits a réponse
impulsionnelle infinie ou récursifs fournissent une approche duale; ils permettent,
par I'utilisation de déphaseurs purs, d’approcher le filtre de quadrature sans erreur
sur ’amplitude mais avec une approximation sur la phase.

9.4 DEPHASEURS A 90° DE TYPE RECURSIF

Un circuit déphaseur récursif est caractérisé par le fait que le numérateur et le
dénominateur de sa fonction de transfert en Z sont des polyndmes images, c’est-a-
dire qu’ils présentent les mémes coefficients mais dans I’ordre inverse. Les proprié-
tés des déphaseurs ont été introduites au paragraphe 6.3.

Il est possible de concevoir un couple de déphaseurs de telle sorte que les
signaux de sortie présentent une différence de phase approchant 90° avec une
erreur inférieure a ¢, dans une bande de fréquence (f;, f,) donnée. Les techniques
de calcul sont les mémes que pour les filtres RII. La procédure pour aboutir a une
différence de phase ayant un comportement de type elliptique est la suivante [5] :

— Détermination de ’ordre du circuit :

N L)
KKKV 1-k2)
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avec les valeurs de parametres :

oo 8@ :[1—tg(8/2)}2
tg(nf) = 1 [ 1+tg(el2)

— Détermination des z€ros z; de la fonction de transfert en Z :

(4i+ 1K (V1-k?) \/1-—1&}

2N

A:Sn[

(Sn : fonction elliptique).

A
pi=—1g(xf) Viea

1+p;
Z,:l_llj’ pour 0<i<N-1

i

Exemple :
Soit les spécifications : f; =0,028; f,=0,33ete=1°il vient:
tg(nf)) =0,0875; k=0,0505; k,;=0,9657; N =48.

En prenant N = 5 on obtient :

po=-00395 z,= 09240
p =-03893 z,= 04396
p,=—3.8360 z,=-0,5864
ps=-1,0039 z;=-0,00197
py=-01509 z,= 07377

Pour constituer le circuit les trois premiers zéros z; sont affectés a une branche,
les deux derniers a I'autre branche et la différence de phase en fonction de la fré-
quence est donnée par la fonction @ (f) représentée sur la figure 9.9.

Les déphaseurs de types récursifs permettent d’obtenir deux signaux en qua-
drature. Il faut noter que dans cette opération, ils introduisent aussi une distorsion
de phase qui est la méme pour les deux signaux.

Ces circuits peuvent étre utilisés dans les équipements de modulation et de
multiplexage.
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F16.9.9.  Caractéristique de déphaseurs a 90°

9.5 MODULATION A BANDE LATERALE UNIQUE

La modulation d’un signal se traduit par un déplacement du spectre sur I’axe des
fréquences. Elle est a bande latérale unique (BLU) si, pour un signal réel, la partie
du spectre qui correspond aux fréquences positives est déplacée dans le sens des
fréquences positives et la partie qui correspond aux fréquences négatives est dépla-
cée vers les fréquences négatives.

Ainsi au signal : 5 (¢) = cos wt, correspond le signal modulé :

s, (1) = cos (w + W)t = COS Wt COS W, — sin w? sin w,?

Une telle opération peut étre réalisée par la procédure suivante :

— Former le signal analytique s,(n) = sg(n) + js;(n) correspondant au signal
réel que constitue la suite s (n).

— Multiplier la suite s, (n) par la suite de nombres complexes :
cos (2nnfy) +j sin (2nnf)
et conserver seulement la partie réelle s,,(n) de la suite ainsi obtenue; il vient :
s, (n) = sg(n) cos 2nnfy) —s;(n) sin 2unfy)

L’évolution du spectre du signal est donnée par la figure 9.10 et les circuits
correspondants par la figure 9.11.

Si le filtre analytique est du type RIF, la suite sy (n) est simplement la suite
s (n) retardée. Avec les déphaseurs a 90° récursifs, il n’en est plus de méme.

La suite correspondant au signal modulé s,,(n) peut étre additionnée a
d’autres suites modulées pour fournir un signal multiplexé en fréquence comme en
téléphonie par exemple.
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Fi6.9.10. Modulation a bande latérale unique
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Fic. 9.11.  Circuit de modulation BLU

9.6 LES FILTRES A DEPHASAGE MINIMAL

Les propriétés des signaux causaux et analytiques étudiées au début de ce chapitre

permettent d’éclaircir un point du calcul des filtres qui n’a pas été traité, concer-
nant les caractéristiques de phase [3].

La réponse en fréquence d’un filtre H (f) s’écrit :

H(f)=A(f)e /9D avec A(f)=[H(f)|
et ¢ (f) =-Arg[H(f)]
Le terme A (f) est I’affaiblissement et ¢ (f) est le déphasage apporté a un signal
sinusoidal, de fréquence f, par le filtre.

Si le filtre est a coefficients réels, sa réponse impulsionnelle, la suite 4 (n), est
réelle et par suite :

H()=HE): A=A et o(H=-ef)
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Le terme /4 (n) est obtenu par :
1
) =2 [* A () cos [2an - g (1] af (930)

La réponse ne pouvant précéder I’application du signal au filtre, un filtre réalisable
est nécessairement causal, avec :

h(n)=0 pour n<0

Il s’en suit que si la réponse est décomposée en partie réelle et partie imaginaire :
H(f) = Hg () +jH;(f)

les fonctions Hy (f) et H;(f) sont liées par les relations (9.11) et (9.12) données au
paragraphe 9.1.

Or un filtre est souvent spécifié seulement par la donnée de contraintes sur
I’amplitude :

A?(f) =HR (/) + Hi(f)

et il en résulte une indétermination sur le déphasage.

D’une maniere générale, le traitement d’un signal demande un certain temps,
qui correspond au temps de propagation a travers le systeme. Ce parametre est
caractérisé par le déphasage en fonction de la fréquence. Pour minimiser ce temps
de propagation, on est conduit a rechercher la caractéristique de déphasage mini-
mal, ce qui leve I'indétermination sur le calcul du filtre. Une autre possibilité pour
lever cette indétermination est de spécifier un déphasage linéaire.

Un filtre stable et réalisable a une fonction de transfert en Z, H(Z), dont les
poles sont a I'intérieur du cercle unité, les zéros pouvant étre a ’extérieur. Soit Z,,
un tel zéro et soit H, (Z) la fonction telle que :

1-2Re(Zy)Z '+ 2?22 (Z2-Zy)(Z-Z,)

H Z = 2272 —
D= 7P 3Re(Z)Z T+ 22 (Z-1'-Z) (Z ' -2Z,)

C’est la fonction de transfert d’un déphaseur pur du second ordre, qui a été intro-
duite au paragraphe 6.3 et dont le temps de propagation de groupe est donné par
la relation (6.46). On peut écrire :

H(Z)=H,(Z2).H,(Z)

ot H, (Z) est une fonction qui s’annule en Zj;! et apporte un déphasage plus faible
que H(Z). Un raisonnement par itération améne a la conclusion que la fonction
qui a le déphasage minimal est la fonction H,,(Z) obtenue en remplagant dans
H (Z) tous les zéros extérieurs au cercle unité par leur inverse.

La formulation de la condition de phase minimale est que la fonction :

In [H(Z)] = n[A(Z)] -jo(Z)

n’ait pas de poles a I’extérieur du cercle unité.
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Dans ces conditions, les fonctions In [A (f)] et ¢ (f) sont liées par les relations
(9.11) et (9.12) correspondant a la transformation de Hilbert. Ce sont les relations
de Bayard-Bode pour les systemes discrets :

1

(A=K~ " o(7) cotga(f-r)af 931)

1
o (=] A cogn(f-F)ar 032
2
La constante K est un facteur d’échelle pour I’amplitude.

Une autre formulation de la condition de déphasage minimal, pour le filtre
réalisable et stable défini par H(Z), est que H-!(Z) corresponde également a un
filtre réalisable et stable. Un exemple est donné au paragraphe 15.3 avec la prédic-
tion linéaire.

De méme, une fonction Hy,(Z) dont les zéros sont a I'extérieur du cercle unité
est dite a déphasage maximal.

9.7 FILTRE DIFFERENTIATEUR

Un filtre différentiateur est un filtre de quadrature dont la réponse est proportion-
nelle a la fréquence :

H,(0) = D(w)e '3 (9.33)
D(w)=w pour 0<ow<ow <.

Si la fin de bande passante w, est égale a =, le filtre est dit pleine bande.
Le filtre numérique a N coefficients correspondant a pour réponse :

H(w) = R(w)e (g rors-b2]

avec R(w) fonction réelle telle que :

(9.34)

P
R(w)= 3 hsinio; N=2P+1 (9.35)
i=1

p 1
R@= 2 hsin(i- 5 ]o: N=2.
i=1

Les réponses impulsionnelles de ce type de filtre ont été présentées au para-
graphe 5.2.

Les méthodes de calcul des coefficients données pour les filtres généraux
s’appliquent a ce cas particulier, notamment les moindres carrés. Un cas simple est
celui du filtre pleine bande, qui est nécessairement a nombre de coefficients pair
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comme le montre la relation (9.35) et pour lequel la technique des moindres carrés
conduit a ’expression suivante pour les coefficients [6] :

po o ED 9.36
T (2i-1)2 (9.36)

Si la fonction désirée D(w) est proportionnelle a une puissance de la fré-
quence, le différentiateur est dit d’ordre supérieur.

La conversion d’un signal réel en signal complexe s’accompagne souvent
d’une opération d’interpolation, notamment dans les interfaces analogique-numé-
riques des récepteurs de communication.

9.8 INTERPOLATION PAR FILTRE RIF

L’interpolation consiste a calculer certaines valeurs du signal entre les échantillons
connus. C’est une fonction de filtrage qu’il est généralement commode de réaliser
par des filtres RIF [7, §].

Soit a calculer les valeurs x(nT + t), a partir de la suite x (nT) en utilisant un
filtre RIF a N = 2P + 1 coefficients. Le retard T est tel que |t| < T/2.

x(1)

a
R i

O

Fi6.9.12.  Interpolation avec un retard ©

Le filtre lui-méme apporte un retard KT, avec K entier et la sortie y(n) doit
étre telle que :

y(n) =x[(n-K)T + 1] (9.37)

La fonction de retard s’exprime également avec la fonction de transfert en Z.
Il faut avoir, en posant T =1 :
N-1
H(Z) = ‘Zo a,Z =7 K+v (9.38)
i=

ou encore dans le domaine des fréquences :

N-1
( 20 a; e*f"“’) e/K-mo ~ 1 (9.39)
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soit :

N-1
e jto -Zo a, e ii-Ko ~ 1 (9.40)

=

En posant K = P, aprés changement de variable, il vient :
P
e ZP h;e o ~1 (9.41)
i=-
et, finalement :

P
G((D) = ZP hi e fi+tvo ~ 1 |‘C| < (9‘42)

1
2

Les coefficients 4, de I'interpolateur se déterminent a partir de cette relation
et on peut utiliser les techniques d’approximation classiques, par exemple les
moindres carrés.

Pour les systemes dans lesquels le retard peut varier, comme les boucles de
synchronisation, il est intéressant de pouvoir relier les valeurs des coefficients aux
valeurs du retard T, ce qui permet a I'interpolateur de suivre I’évolution du retard.
L’interpolation de Lagrange est une approche de ce type.

9.9 INTERPOLATION DE LAGRANGE

Dans le domaine fréquentiel, I'interpolation de Lagrange correspond a un filtrage
«max flat», c’est-a-dire avec annulation des dérivées de la réponse en fréquence a
lorigine. Les coefficients sont obtenus par résolution du systeme d’équations
linéaires suivant :

G0)=1
GP(0)=0; 1<p=<P (9.43)
Ainsi pour P =1, on obtient :
h  +hy+h =1
(t-Dh_;+thy+(t+1)h; =0 (9.44)

(t=-1)%h_+hy+ (t+1)?h' =0

ce qui conduit a ’équation matricielle :

1 1 1 /l—l 1
-1 +1 Ay |Z|0
[<:—1>2 ; Jny}[/ﬁ} M (9.45)
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dont la solution s’écrit :
t(t+1)
=Ty

On peut observer que la norme de la fonction H(w) s’écrit :

T-1)t
hy=1-7; h = ( 3 )

° 3 3
IH|3 = i:Z_Ph% =1- Erz + 514 (9.46)
ce qui montre que 'erreur quadratique d’interpolation croit avec le retard t et est
maximale pour t = %

Une mise en ceuvre efficace est obtenue en remarquant que le systeme (9.45)
conduit a des coefficients qui peuvent se mettre sous la forme :

N-1
b= 2 by (9.47)

avecby,=1; b,,=0pouri=0.]Ilvient alors :

P N-1
ZPH(Z)= X < b b,,ri) z-i
e

it
et, en inversant les sommations :

7P H(Z) = Nz; C(Z) (9.48)
2

avec ©
P .
Co=1: G@)= 2 bz

Le schéma de réalisation correspondant est donné par la figure 9.13. Il
s’adapte facilement aux évolutions du retard .

x(n)e

Cy_(2) CysZ) | oo, C,(2) e

>+ —/ @—D»(H—»y(n)

T T

Fic. 9.13. Réalisation d’un interpolateur de Lagrange

L’expression générale des coefficients #;, solution du systeme (9.45) est obte-
nue en remarquant que la matrice carrée est de type Vandermonde. Les détermi-
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nants et sous-déterminants s’annulent quand deux lignes ou deux colonnes sont
identiques, il en résultent qu’ils se mettent sous la forme de produits de facteurs.

En généralisant a des retards A quelconques, les coefficients du filtre d’inter-
polation de Lagrange s’écrivent :

N-1 A
= —; 0<isN-1 9.49
a, j:g¢ = i (9:49)
et les valeurs interpolées :
N-1
x(nT-A)=y(n)= ‘20 a; x[(n-i)T] (9.50)

La qualité de l'interpolation est fonction du nombre coefficients. Quand ce
nombre tend vers l'infini, on retrouve la formule de I’échantillonnage (1.57), en
utilisant I'identité :

t
sinmt=mt [] (1 - —) (9.51)
n#0 n
qui permet d’écrire :
A-j k—(A-i) sinm(A-i)

= 9.52
az ]I;Il ]I;IO k ( )

i—j (A -1i)

t
eten posant A = —.
p T

Dans certaines applications, comme le tracé de courbes ou le traitement
d’images, les données sont disponibles par bloc et il faut interpoler des valeurs
dans le bloc.

9.10 INTERPOLATION PAR BLOC — SPLINES

Le fait d’avoir a traiter un ensemble fini de données permet de faire appel a des
filtres dont la réponse impulsionnelle ne possede pas la propriété de Nyquist, c’est-
a-dire qu’elle ne s’annule pas aux multiples entiers de la période d’échantillon-
nage. Mais alors, pour conserver les échantillons connus, il faut effectuer un pré-
traitement des données, qui est une opération de filtrage inverse. Les fonctions de
ce type les plus utilisées sont les splines [9].

La fonction spline de degré m est définie par les m convolutions suivantes :

B, (1) = By(¢) * By(¢) * ... = By(¢) (9.53)
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ol B(¢) est 'impulsion de largeur unité :

1

N R

2

B)=1 05 : =~
= s 5 t=—

0 2
1

0 ; |t|>=

La convolution étant une intégration, plus le degré est élevé plus la fonction
est lisse, puisqu’il faut aller de plus en plus loin dans I'ordre des dérivées pour
trouver une discontinuité. Une fonction tres utilisée est la spline cubique.

2 |t
——tP+— ; O0s|f<1
3 2
By()=1 2 |¢P (9.54)
N B )
6
0 ; 2<lt

Etant donné un ensemble de N valeurs s(nT), avec 0 < n < N — 1, il faut
d’abord effectuer une opération de filtrage inverse et obtenir un nouvel ensemble
de valeur x(n), auquel sera appliqué le filtre d’interpolation.

Pour la spline cubique, avec T = 1, les échantillons ont pour transformée en

Z:
Z+4+7Z1
By(Z)= ——¢—— (9.55)
et il vient :
B:1(Z) = —2 ! ! 9.56
S D=7 1+(2-V3)Z-' 1+(2-V3)Z ©.56)
ou encore :
i 6-3V3 ! ! B
Y S [1+(2—\F3)21+ 1+ @-\3)Z 1} ©.57)

Des deux facteurs de B3 '(Z) dans (9.56), I'un est causal et I’autre anti-causal.
Le premier facteur peut étre appliqué a la suite s (n) pour fournir la sortie u (n).

u(n)=s(n)-Q2-V3u(m-1) (9.58)
Le second facteur, appliqué a la suite u (n) donne la suite x (n) cherchée :
(n) ° (n)-(2-V3)x(n+1) (9.59)
= . -2- + .
x(n PRV u(n x (n

Dans ce cas, il faut effectuer les calcul dans la direction inverse.
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Les deux récurrences demandent des valeurs initiales, u(0) et x(N - 1), dont
la détermination dépend des conditions aux limites du bloc de données.
Généralement, on considere une extension par symétrie en dehors du bloc de don-
nées, c’est-a-dire s(— n) =s(n) et s(N -1+ k) =s(N - 1 - k). La périodicité est
alors de 2N — 2 et le développement en série du premier facteur dans I’expression
(9.56) conduit a la valeur initiale :

w©= 3 (V3-2rs()

soit :
1 2N-3

T (Vo2 2 (V3-2)'s(n) (9.60)

Pour les grandes valeurs de N et selon la précision recherchée, la sommation
peut étre limitée aux premiers termes.

Dans I’autre sens, la valeur de x (N — 1) peut étre obtenue par calcul direct. En
effet, par la décomposition de B (Z) en fractions rationnelles donnée par (9.57),
puis un développement en série des deux termes et en utilisant I’expression de
u(n) en fonction de s(n) correspondante pour n = N — 1, avec la symétrie de s (n)
autour de N — 1, on aboutit a I’initialisation suivante :

6-3V3
2V3-3

On vérifie bien que pour le signal constant s(n) = 1, il vient :

x(N-1)= [2u(N-1)-s(N-1)] (9.61)

u(0) = =um)etx(N-1)=1=x(n).

1
3-V3
Une fois obtenues les valeurs du bloc transformé, I'interpolation est effectuée
par

s(t) = 2x(n)B,,(t—nT) (9.62)

La sommation est limitée aux termes pour lesquels la fonction spline n’est pas
nulle. Quand le degré n croit, comme au paragraphe précédent, cet interpolateur
tend vers l'interpolateur idéal.

9.11 CONCLUSION

La transformation de signaux réels en signaux complexes est une opération de
filtrage dit de quadrature. Ce filtre de quadrature peut avoir une réponse en fré-
quence quelconque et il permet, notamment, de réaliser une réponse proportion-
nelle a la fréquence, c’est le filtre différentiateur.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Bibliographie 297

En pratique, les transformations réel-complexe et inversement se réalisent
efficacement par interpolation a I’aide d’un filtre demi-bande. Le gabarit de ce
filtre se définit a partir des objectifs de performance sur la distorsion de fréquence
et les résidus de bande image.

L’interpolation est une opération fondamentale liée a ’échantillonnage.

En théorie, elle se définit par la formule de I’échantillonnage qui correspond a
un filtre a phase linéaire et a réponse impulsionnelle infinie.

En pratique, pour conserver les échantillons connus, il faut faire appel a un
filtre RIF a phase linéaire. Un cas particulier important est I'interpolation de
Lagrange qui correspond a un filtre dit « max flat », dont les dérivées de la réponse
en fréquence s’annulent a I’origine.

L’interpolation par bloc, comme en traitement d’images par exemple, peut
utiliser des réponses de filtres qui ne conservent pas les échantillons connus,
comme les fonctions splines, moyennant un prétraitement.

Les fonctions splines constituent une autre approximation de l'interpolateur
idéal.
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EXERCICES

1 Calculer la Transformée de Fourier X (f) de la suite réelle et causale x (n) telle que :
x(n)=0 pour n<O0
x(n)=a" pour n=0

avec
lal <1

Décomposer X (f) en parties réelle et imaginaire.

2 Montrer que la fonction X (Z) telle que :

X(Z)= ———
@) 1-az-!
peut étre obtenue a partir de sa partie réelle sur le cercle unité, la fonction Xy (w) donnée par :
1-acosw
Xg(w)= ——— avec |a|<1

1-2acosw+a?

3 A partir d’un signal réel représenté par la suite x (1), on forme un signal complexe
dont les parties réelle et imaginaire sont données par :

n
xg (1) =x(n) cos (ZTIS Z)

%, () = x(n) sin (Zn 1)

Quelles remarques peut-on faire sur les suites xy (1) et x;(n)?
Le signal obtenu est-il un signal analytique ?
Un filtre demi-bande est appliqué a chacune des suites xg (1) et x;(n) et le signal com-

n

plexe ainsi filtré est multiplié par la suite complexe e~/2" 7. Quelle opération a été ainsi effec-

n
tuée sur le signal réel x (n) ? Effectuer la suite de ces opérations sur le signal x (n) = cos (n §>

4 Etudier I'incidence sur un filtre de quadrature RIF de la limitation du nombre de
bits des coefficients. En reprenant la démarche des paragraphes 5.6 et 5.8 pour les filtres
RIF a phase linéaire, rechercher une formule d’estimation donnant le nombre de bits des
coefficients en fonction des parametres du filtre de quadrature, ondulation d’amplitude et
bande de transition.

5 Etablir une expression simplifiée pour I'ordre d’un déphaseur 2 90° de type RIL
Etudier Iincidence de la limitation du nombre de bits des coefficients sur les caractéris-
tiques et rechercher une formule d’estimation en fonction des parametres. Effectuer une
vérification des résultats obtenus sur ’exemple du paragraphe 9.4.

6 Soit la fonction H(Z) définie par :
H(Z) = [(1-Z,Z°") (1-Z,Z")]?
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avec

Z,=05(1+j))
Cette fonction est a phase minimale. Donner I’expression de la fonction a phase
linéaire et de la fonction a phase maximale qui ont la méme caractéristique d’amplitude.
Comparer les réponses impulsionnelles.

7 Pour convertir un signal réel échantillonné a la fréquence 2f, en un signal complexe
échantillonné a la fréquence f,, on utilise un filtre demi-bande de fonction de transfert

H(Z) =-0,0506 + 0,2954 Z-% + 0,5 Z-3 + 0,2951 Z-* — 00506 Z-°

Calculer la réponse du filtre aux fréquences 0 et f,/8. En déduire I’ondulation et la lar-
geur de la bande de transition.
On utilise ce filtre pour réaliser un modulateur IQ auquel on applique le signal

T
x(n) = sin (n 1 ) Donner I’expression du signal complexe y (n) en sortie et montrer qu’il

comporte une composante a la fréquence f,/4 et une composante a la fréquence 3f,/4.
Quelles sont les amplitudes de ces composantes ?

8 Dans un récepteur & modulation de fréquence, le discriminateur (convertisseur
amplitude-fréquence) est un filtre différenciateur a 5 coefficients ayant les valeurs suivantes :

h=[-0,1766 09696 0 -0,9696 0,1766]

Tracer la réponse de ce filtre et déterminer la bande passante et I’'ondulation en bande
passante.
Quel est le retard apporté par ce filtre ?



Chapitre 10

Le filtrage multicadence

Le filtrage multicadence est une technique qui a pour objet de réduire la vitesse de
calcul dans les filtres numériques et en particulier le nombre de multiplications a
faire par seconde. En effet, ce paramétre est généralement considéré comme
représentatif de la complexité des systemes.

Dans un filtre, le nombre de multiplications a faire par seconde My s’exprime
par:

Mg =K.f,

ou f, est la cadence a laquelle se font les calculs. Le parametre f, correspond géné-
ralement a la fréquence d’échantillonnage du signal que représentent les nombres
traités. Le facteur K dépend du type de filtre et de ses performances.

Pour réduire la valeur de My on peut agir sur le facteur K, en choisissant le
type et la structure de filtre les mieux appropriés et en optimisant I’ordre de ce
filtre en fonction des contraintes et des caractéristiques a obtenir. On peut égale-
ment agir sur I’autre facteur, f,, en faisant varier la fréquence d’échantillonnage au
cours du traitement; les avantages ainsi obtenus sont considérables dans de nom-
breux cas pratiques.

La fréquence d’échantillonnage d’un signal réel est supérieure au double de sa
largeur de bande. Au cours du traitement la largeur de bande varie; par exemple,
une opération de filtrage élimine les composants indésirables et la largeur de
bande utile se trouve réduite. En un point ou la bande utile a été réduite, la fré-
quence d’échantillonnage du signal peut elle-méme étre réduite. Il s’en suit que la
fréquence d’échantillonnage peut étre adaptée a la largeur de bande du signal a
chaque étape du traitement, pour minimiser la vitesse de calcul dans un filtre.
Avant d’étudier les développements et la mise en ceuvre de ce principe de base, il
convient d’abord d’analyser I'incidence sur le signal et son spectre d’un change-
ment de fréquence d’échantillonnage.
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10.1 SOUS-ECHANTILLONNAGE ET TRANSFORMEE EN Z

Comme ’augmentation de fréquence d’échantillonnage, ou interpolation, la réduc-
tion de fréquence d’échantillonnage, ou décimation, modifie la transformée en Z
du signal. Le cas d’une réduction par le facteur 2 est illustré par la figure 10.1, qui
montre les opérations effectuées sur le signal, le symbole de décimation et les
spectres. La suppression d’un échantillon sur deux est obtenue en ajoutant la suite
d’origine et la méme suite apres inversion du signe d’un échantillon sur deux.
Cette inversion décale le spectre autour de la demi-fréquence d’échantillonnage.
Apres addition des spectres, la périodicité dans le domaine des fréquences

n s(2p) s(n) s(2p)
o A Ll
2 1) 1/2 .
s 4
S(2)
5 f
S(f-1/2) .
| 8(-2)
' f
Solf) 4 .
S(2) +S(-2)
: f
S, 4
S(2)-S(-2)
f

c)

Fic. 10.1. Sous-échantillonnage par 2
a) opérations de décimation
b) symbole de la décimation
c) spectres et transformées en Z

se trouve divisée par deux. Quand on décompose la suite s(n) en deux suites entre-
lacées, en posant :

So(Z)=[S(2)+S(-D)]2 ; Z'S(2)=[S(Z2)-S(- )2
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on obtient les transformées en Z des deux suites, le terme Z2 caractérisant le dou-
blement de la période d’échantillonnage et le facteur Z-! représentant I’entrelace-
ment. La transformée en Z de s(n) est reconstituée par :

S(2) =S¢(2%) + Z7'S,(2?)

Les formules de décomposition et reconstitution établies pour le facteur 2 se
généralisent a un entier M quelconque. Cette généralisation est abordée par les
transformées de Fourier.

Soit le signal s (¢) dont le spectre S(f) ne contient pas de composantes aux fré-
quences supérieures a une valeur f,, et supposé échantillonné avec la période T
telle que :

1
MT =~ 2f,; M entier

On se propose d’examiner la relation qui existe entre les transformées de Fourier
S;(f) des suites entrelacées :

i
s[<n+M)MT]; i=0,1,2,..,M—1.

D’apres les résultats du paragraphe 1.2, la transformée de Fourier de la distri-
bution u,(¢), telle que :

uy(t) = i d(t—nMT)

est la distribution U, (f) telle que :

)

) 1 > n
UO(f) = . > e i2nfMT = m > 5 (f_ m)

=— n=-o
La transformée de Fourier de la distribution u,(¢), telle que :
* i
u,()= 2 6[t—(n+ M)MT]; i=0,1,...,.M-1. (10.1)
n=-—ow

est la distribution U, (f) telle que :

o i

Ui(f)=n2 e_"znf("*M)MT:%,e—nnm § 50_%)

=— n=-—o

ou encore :
1 z —j2n Z n
Ui(f):MT nzz_we‘ Ma(f_ MT) (10.2)

Comme S;(f) (i=0,1, ..., M —1) est le produit de convolution de S(f) par la
distribution U, (f), il vient :

el in

1 o n
Si(N =¥ ngm e’ M (f— m) (10.3)
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Calculons maintenant le spectre SM(f) tel que :
M-1 1

SM(f): i§0 Sl(f):m nzz_x S(f_%) ;0 e*jZTEM

Comme la deuxieme sommation s’annule pour toute valeur de » sauf les mul-
tiples de M, il vient :

(=T I (- ) (10.4)

1
spectre qui correspond a un signal échantillonné a la fréquence T

Les termes S;(f) s’expriment également en fonction de SM(f). En effet dans
la relation (10.3) la sommation peut se décomposer comme suit :

S;(f) = % nzzm_w ,I:I(l) S [f—(n+ %) %}e’znil:/ln

Ou encore : .
1 M1 o1 m n
SN=nm,2¢ MT _st[(f—m)—ﬂ

et finalement :

1 M-1 o im m
I IR QM [ ———
S;(f) = M mEZ:O e’ MS (f MT) (10.5)
La figure 10.2 illustre le cas ou M = 4.
Solf)
1
JAVANDAVANDAVANIAVANEEN
0 i 2 3 1 f
S4(f) LT LT LT T
1
27 yAVANIEN
0 N\ V72— 1 t
T
Si)&/\
i
JAVAN PAVANENS
f

o NNV VvVoooL

S; (f)
/1&{/\ s AV AVANEN
N NN 1 f

SL(/f)$\
1
PAVANENN
o 1 f
T

Fic. 10.2.  Spectres obtenus par 4 échantillonnages entrelacés
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Les spectres S;(f) correspondent a des échantillonnages entrelacés, a la fré-

1 1

quence P et le spectre SM(f) correspond a ’échantillonnage a la fréquence T

Le changement de fréquence d’échantillonnage revient a échanger ces spectres.
Il est intéressant de remarquer sur la figure 10.2 que le fait de retarder la suite

des impulszions d’échantillonnage provoque des rotations de phase de valeurs mul-
T
tiples de 1 des bandes image autour des multiples de la fréquence d’échantillon-

1
nage -

L’addition de toutes les suites d’impulsions retardées entraine une annulation
1
des bandes image sauf autour des fréquences multiples de T qui devient la nou-

velle fréquence d’échantillonnage. C’est une application des propriétés de linéarité
de la Transformée de Fourier.

Il faut maintenant faire apparaitre les relations entre les transformées en Z
des différentes suites d’échantillons.

La transformée en Z de la suite s (nT) est définie par :

0

> s (nT)Z™" (10.6)

S(Z) =

Le spectre SM(f) du signal échantillonné avec la période T est obtenu en rem-
plagant Z par /2T, ¢’est-a-dire que :

SM(f) = S(erT)
En décomposant la sommation dans S(Z) il vient :

©  M-1
S(Z)= X X s(nMT+iT)Z-M+)
n=-o (=0

ou encore :
M-1 %
S(Z) = »20 Z7 XY s(nMT+iT)Z "™
En posant :
S;(ZM) = ¥ s(nMT+iT)Z "™
il vient :
M-1
S(Z) = '20 Z-iS,(ZM) (10.7)

i
Les termes S;(ZM) sont les transformées en Z des suites s [(n + M) MT] pour

i=0,1,..., M—1. Le facteur Z- traduit I’entrelacement de ces suites.
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Il faut maintenant exprimer S;(ZM) en fonction de S(Z). En remplacant dans
I’équation (10.7) Z par Z e~/2=mM ] vient :
om M-1 2z
S(Ze M = z e M" Z7-iS,(ZM)
iz

et sous forme matricielle :

S(Z) So(ZM)

S(Z e-i2nM) ) Z-1S,(ZM)

: =Tg! :

S(Z e-i2n (M~ 1)M) Z’(M’l)SM,l(ZM)

ol T §! est la matrice de transformation de Fourier discréte inverse du chapitre 2.
En multipliant les deux membres de cette équation par la matrice Ty, on
obtient :

M-1 _im om
Zis (=g Z. e "M S(Ze M), 0<i<(M-1) (10.8)

M
ce qui correspond bien a la relation (10.5) pour les réponses en fréquence.
2n
En posant, comme au chapitre 2: W = e’ M, il vient :
M-1
S;(ZM) = M > Wim ZiS(ZW™) (10.8 bis)
m=0

Les expressions (10.7) et (10.8) sont des relations fondamentales en filtrage
multicadence.
Les résultats obtenus, et en particulier les relations (10.3) et (10.4) sont

1
valables pour des signaux s (¢) dont le spectre n’est pas limité a la fréquence IMT"

Le repliement de bande intervient alors.

10.2 DECOMPOSITION D’UN FILTRE RIF PASSE-BAS

Le filtrage multicadence va d’abord étre mis en évidence dans le cas des filtres
RIF, ou il s’introduit naturellement. En effet soit un filtre RIF passe-bas qui éli-
mine les composantes de fréquence supérieure ou égale a la fréquence f. dans un
signal échantillonné a la fréquence f,. Le signal filtré nécessite une fréquence
d’échantillonnage égale a 2f. seulement et en fait il suffit de fournir les nombres de
sortie a cette cadence.

La relation qui, dans un filtre RIF d’ordre N, détermine les nombres de la

suite de sortie y (n), a partir de la suite des nombres d’entrée x (n), s’écrit :
N-1

y(n) = EO a;x(n—1i) (10.9)

Chaque nombre de sortie y(n) est calculé a partir d’un ensemble de N
nombres d’entrée, par sommation pondérée avec les coefficients a; (i = 0, 1, ...,
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N - 1). Dans ces conditions les cadences d’entrée et sortie sont indépendantes et la

réduction de la cadence de sortie dans le rapport k = i, supposé entier, se tra-

2f.
duit par une réduction de la vitesse de calcul dans le méme rapport.

Le méme raisonnement s’applique a I’élévation de fréquence d’échantillon-
nage, ou interpolation. Dans ce cas la cadence en sortie est supérieure a la cadence
des nombres d’entrée. Pour faire apparaitre les gains en calcul il suffit simplement
de considérer que les cadences sont égales en incorporant dans la suite d’entrée un
nombre convenable de données nulles.

L’indépendance qui existe entre ’entrée et la sortie dans les filtres RIF peut
étre exploitée dans les filtres a bande passante étroite, méme si les cadences d’en-
trée et sortie doivent étre identiques, en décomposant I'opération de filtrage en
deux phases [1].

— Réduction de la fréquence d’échantillonnage de la valeur f, a une valeur
intermédiaire f; telle que :

fO = 2fc

— Elévation de la fréquence d’échantillonnage ou interpolation de foaf.

La figure 10.3 illustre cette décomposition. Si les deux opérations sont effec-
tuées avec un méme filtre d’ordre N, le nombre de multiplications a faire par
seconde My, s’exprime par :

M, =N.f,.2 (10.10)

Reduction .
~— Interpolation ——
x(n) de f.e. y(n)

ife Tfo sz

Fic. 10.3.  Filtre a Réduction-Interpolation

Cette valeur est a comparer a la réalisation directe en un seul filtre qui conduit
a la valeur My, telle que :

Mg =N.f, (10.11)
Par suite, la décomposition est intéressante deés que le rapport k = 2f est
supérieur a 2, c’est-a-dire des que :
fe
< —_
fe 4

Cette approche apparait ainsi bien adaptée aux filtres a bande passante
étroite.

Il faut cependant remarquer que dans les deux cas la fonction de filtrage obte-
nue n’est pas rigoureusement la méme et que des distorsions sont intervenues dans
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la décomposition, comme le montre la figure 10.4. En effet, le sous-échantillonnage
intermédiaire a la fréquence f, = 2f, a trois conséquences :

— Le repliement autour de la fréquence % des composantes résiduelles de

f
2
est une distorsion de type harmonique; sa puissance By dépend de I'affaiblisse-
ment du filtre de réduction et se calcule a partir de sa fonction de transfert H(f) en
utilisant les résultats donnés aux chapitres précédents.

signal apres filtrage aux fréquences supérieures a —-. La distorsion qui en résulte

IHnld, g
1 5

=
!
1
i
s

-

L
0 fo 2.
¢)

Fic. 10.4. Réponse en fréquence du filtre multicadence
a) Réponse du filtre direct
b) Réponse en sortie du filtre de réduction
¢) Réponse du filtre multicadence

Par exemple, si le signal d’entrée a une distribution spectrale uniforme et une
puissance unitaire, la puissance totale B, du signal replié s’écrit :

fo
1 (%3
B+ |, (R (10.12)
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En désignant par f; la limite de la bande passante du filtre, un majorant de B est
fourni par la relation :
N-1 2]0
B; < CARES =
i=0 fe
La distorsion peut étre supposée a distribution spectrale uniforme et seule la puis-
sance en bande passante est a considérer, il vient dans ce cas :

2f, [ i 2fy
Bp<—| 2 a-z——] 10.13
R fO <o | z| fz ( )
Il faut tenir compte de cette dégradation du signal dans le calcul du filtre de réduc-

tion [2].

— La périodicité en fréquence de la réponse du filtre de réduction avec la
période f; introduit une distorsion dont la puissance B, est fonction de ’affaiblisse-
ment du filtre interpolateur.

Si ce filtre est le méme que le filtre de réduction, avec les mémes hypotheses,
on obtient comme précédemment :

fo
1 (3
B= |, HOR

2

Cette distorsion, extérieure a la bande passante, peut étre génante pour I’addition
d’autres signaux au signal filtré.

— La mise en cascade de deux filtres augmente les ondulations en bande pas-
sante. Par exemple ces ondulations sont doublées si le méme filtre est utilisé dans
les deux opérations.

Finalement les sous-ensembles du filtre multicadence doivent étre congus
pour que I’ensemble satisfasse aux caractéristiques globales imposées au filtre.

Le schéma de la figure 10.3 se simplifie si les fréquences d’échantillonnage du
signal avant et apres filtrage peuvent étre différentes. Le principe exposé peut
aussi s’appliquer aux filtres passe-haut et passe-bande, moyennant I'introduction
d’étages de modulation et démodulation par exemple.

Le principe de décomposition peut étre étendu au sous-ensemble réducteur de
fréquence d’échantillonnage et au sous-ensemble interpolateur, ce qui apporte un
gain supplémentaire. Un filtre élémentaire particulierement efficace pour réaliser
ces sous-ensembles est le filtre RIF demi-bande.

10.3 LE FILTRE RIF DEMI-BANDE

Le filtre RIF demi-bande a été présenté au paragraphe 5.8 ; cest un filtre

e

1
a phase linéaire dont la réponse en fréquence H(f) prend la valeur 5 ala fréquence 1

2
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et est antisymétrique par rapport a ce point, c’est-a-dire que la fonction H (f) véri-
fie les relations :

A RTSTL Y IETE A R

Pour un nombre de coefficients N=4M + 1,on a:
1 M
H(f) = e7/22Mf, 5 .[1 +2 2]1 h,; 4 cos [2m(2i - 1)f]] (10.15)

Les coefficients #; sont nuls pour i pair sauf 4, La figure 10.5 illustre les carac-
téristiques de ce filtre. Le gabarit est défini par 'ondulation en bandes passante et
affaiblie d et par la largeur Af de la bande de transition; ces parametres étant don-
nés, le nombre de coefficients N peut étre estimé par les formules données au para-
graphe 5.6. Dans ce cas particulier, ces formules peuvent étre simplifiées et d’apres
(5.32) il vient :

N 2 1 1\ f
=3 Og<1062> Af
hi
0,5
h'l - N h.’
/ N h
/ N 5
a"t‘fs‘ h3 // ( T \\ h3 A/’T\\\- »-
> ~~Il1-- | <l 1.~ ==
H{f)4 Af
1 :
[
05F----- !
h '
] |
] ] >
0 fe fe_ fe f

Fic. 10.5.  Filtre RIF demi-bande
En considérant 'affaiblissement A, tel que :
1
A;=10log (F )

et compte tenu du rdle particulier que joue la fréquence % dans ce type de filtre,

on peut écrire :

SHERE:

T 4Af
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D’ou la relation tres simple suivante entre ’affaiblissement exprimé en décibels et
la bande de transition, pour un nombre donné de coefficients :
A,=10+15.M 14 10.16
=10+ 15.M.( 5 (1016)
En fait, c’est une relation approchée valable dés que M dépasse quelques unités.
Les coefficients se calculent par le programme général de calcul des filtres
RIF, il suffit d’introduire les données correspondantes.
La relation entre les suites d’entrée et sortie s’écrit :
1 M
y(n) = > {x(n -2M) + 21 hy, [x(n-2M +2i-1)
i=

+x(n—2M-2i+ 1)]] (10.17)

et le nombre de multiplications a faire pour chaque élément de la suite de sortie
y(n) est égal a M. On peut remarquer que ces opérations ne portent que sur les
éléments de la suite d’entrée d’indice impair. Il s’ensuit que si un tel filtre est uti-
A
7>
le nombre de multiplications a faire par seconde est égal a M. f. Il en est de méme
pour élever la fréquence d’échantillonnage de f; a f, = 2f,, I'opération consistant
alors simplement a calculer un échantillon entre deux échantillons de la suite d’en-
trée.

Finalement le nombre de multiplications a faire par seconde dans un filtre
demi-bande avec changement de fréquence d’échantillonnage s’écrit :

MR:E 1og(1—0—1—'62).£—ef.%]f7€ (10.18)

Le nombre de mémoires de données dans une réduction de fréquence
d’échantillonnage est le nombre nécessaire pour stocker les données sur lesquelles
porte la sommation pondérée, c’est-a-dire : MM, = 2M. Dans une interpolation il
faut non seulement calculer la somme pondérée, mais entrelacer les résultats avec
la suite d’entrée retardée de M périodes; alors on a :

MM,, = 3M.

lis€ pour réduire la fréquence d’échantillonnage de la valeur f, a la valeur f, =

Dans les deux cas le nombre de mémoires de coefficients est égal a

MM =M.
Exemple :

Un ensemble de filtres demi-bande ayant des caractéristiques utiles dans les
applications est fourni par le tableau 10.1 qui donne les coefficients quantifiés,
I’échelon de quantification étant pris comme unité [3].

La réponse en fréquence se calcule simplement par application de la relation
Af
(10.15). Les filtres F4, Fo6, F8 et F9 correspondent a une valeur du parametre 4 7

e
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égale a I'unité, avec des ondulations de 37, 50, 67 et 79 dB respectivement. Les
filtres F2, F3 et F5 ont des réponses monotones.

Les avantages de la structure de filtre particuliere décrite dans ce paragraphe
peuvent étre utilisés pour le filtrage multicadence général.

Tableau 10.1. — FiLTRES RIF DEMI-BANDE

Filtre hy hy hy hy h, hy
Fl 1 1

F2 2 1

F3 16 9 -1

F4 £Y) 19 - 3

F5 256 180 - 25 3

F6 346 208 - 4 9

F7 512 302 - 53 7

F8 802 490 - 116 33 - 6

F9 8192 5042 -1277 429 ~116 | 18

10.4 DECOMPOSITION AVEC FILTRES DEMI-BANDE

L’exploitation des particularités du filtre élémentaire demi-bande conduit au schéma
de filtre multicadence donné a la figure 10.6. La fréquence intermédiaire f; est avec la
fréquence d’échantillonnage f, dans un rapport qui est une puissance de deux :

f.=2".f, (10.19)
— ! i 1
[ ! Filtre i i L
R etn BEE s BB de base HP 15 T3
I ! | !
L e e — = - e e e e .|
Ife I_f_e_:fo I Ife

2P

FiG. 10.6. Décomposition avec filtres demi-bande

La réduction et I’élévation de fréquence d’échantillonnage sont faites par une
mise en cascade de P filtres demi-bande. L’ensemble comporte un filtre de base
fonctionnant a la fréquence f; et encadré de deux cascades de filtres demi-bande.

Le filtre passe-bas global est spécifié par la donnée des parametres suivants :

Ondulation en bande passante : §,
Ondulation en bande affaiblie : §,
e Largeur de bande de transition : Af
Fin de bande passante : f;

Début de bande affaiblie : f,
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Pour calculer les filtres demi-bande il faut définir leurs spécifications.
L’ondulation en bande passante est supposée partagée entre les filtres demi-bande
et le filtre de base. D’autre part, chaque filtre doit avoir une ondulation en bande
affaiblie meilleure que 9,. Il en résulte que pour chaque filtre demi-bande, ’ondu-
lation §, est donnée par :

8 = min {j’—lg, 52] (10.20)

Le premier filtre demi-bande F§ de la cascade peut étre déterminé si sa bande
de transition Af; est fixée (fig. 10.7).

H(f) A Af

]

|

1
o f fe fe fe
2P 2 2

Fic. 10.7. Bande de transition du premier filtre demi-bande

Pour fixer Af; il faut considérer que le role du premier filtre est d’éliminer les
composantes du signal qui pourraient se replier dans la bande utile apres division
par deux de la fréquence d’échantillonnage. Il vient :

Afy = % -2/,

Drapres la relation (10.18) le nombre de multiplications M, a faire dans le
premier filtre s’écrit :

M 2 | 1 f. 1
a=3 0g<1065>'Af] 4
En introduisant le parametre k, qui traduit I’écart entre f, et 5 2—;, et tel que :
b
k=7 .2P+1
fe

et en posant :

2 1
D@ﬁgbdﬁa)

il vient :

1 k11
MC1=D(6O)[§—?] ‘3
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La bande de transition du i filtre de la cascade s’écrit :

= 5 -2 =1 3 - ]

Comme la fréquence d’échantillonnage d’entrée de ce filtre a la valeur %,

le nombre de multiplications M, a faire s’exprime par :
1 1 kN1 1
MCI:D(ao)F(E_?) Z

La fréquence d’échantillonnage en sortie du i€ filtre étant E le nombre total

202

M. de multiplications a faire dans la cascade de P filtres résulte de la sommation :

P 1 1 kN1 1 f

MCZ igl D(ﬁo). F <E - ?) Z . ?
Soit :
Me=2 Do = 2 [1- ]
=3 DC)f X 5 |1 3|
La fonction S (k) telle que :
Pl k 71
S(k) = El 57 [1 - F] (10.21)

prend des valeurs voisines de 'unité sauf pour les faibles valeurs de P et quand &
s’approche de l'unité, ce qu’il convient de chercher a éviter en réduisant par
exemple d’une unité le nombre de filtres de la cascade. Par suite on peut donner
I’expression approchée simple :
1 1
M = g.log(m).fe (10.22)

Le nombre de mémoires pour les coefficients est égal dans chaque filtre au
nombre de multiplications M. Pour I'exprimer il suffit d’'une sommation. Il vient :

P 1 P k -1
MM = ;1 Mc, = 3 .D(8y). ';1 [1 - F} (10.23)
Cette valeur peut étre approchée par :
1 1 1
MMCC = E .D (60) . [P +k [ lTk + mﬂ (10.24)
Le nombre de mémoires de données est égal au double de la valeur obtenue

pour les coefficients, avec des choix de structures convenables, comme on le verra
ultérieurement.
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Pour estimer le volume de calculs a faire par seconde dans le filtre complet il
faut déterminer ’ordre N du filtre de base :

Ne(2a) bk

S, 2 1
JEEE

Les valeurs des parametres de complexité pour le filtre complet représenté a
la figure 10.6 sont finalement les suivantes :
— Nombre de multiplications par seconde :

avece ©

1 f. o
Mg =1, [D (30) + 5357 - AfD (71 62>] (10.25)
— Nombre de mémoires de données :

MM—Daé fe 1 2D6_Pk ! ! | 10.26
D~ < 2) f2P+ (0)_ + (1—k+2—k)_ ( . )

— Nombre de mémoires de coefficients :
MM, = J ,0 f ! ! D (5 P k ! ! | 10.27
C ( 2) Af 2P+1+ (O) + (1 k+2—k)_ ( . )

Cette estimation est basée sur I’hypothese que les deux cascades de filtres
demi-bande sont identiques. Les relations (10.25-26-27) sont utiles dans les projets
pour évaluer 'intérét dans chaque cas du filtrage multicadence. Les deux exemples
ci-dessous illustrent leur application.

Exemple 1 :

Soit un filtre passe-bas étroit défini par les valeurs de parametres suivantes :
f.=1; f,=005; Af=0,025; 9§,=0,01; o,=0,001.

Les parametres ont les valeurs :

. (0,01
P=3; 60=m1n{

B ,0001} 0,00083; D(3,) =3,3

&
D ( 21,6 ) 2,76; k=08; S(k)=16
Il vient :
Mp=6,2; MMp=65; MM, =20
Une réalisation directe conduit a un filtre d’ordre N = 110, ce qui correspond
aux valeurs :

Mg =55; MM, =110; MM, =55
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Exemple 2 :
Soit un filtre tres étroit tel que :

f=1; £,=0005; Af=0,00025; & =0,001; 8&,=0,0001

Les parametres ont les valeurs :

~ (0,001
P=6; §,=min { T 0,0001} =0,0000416

)
D(3y) =538; D (71 62) =472; k=0,64; S(k)=1,07.

Il vient :
Mg =7,76; MMp=350; MM=152

Une réalisation directe conduirait a un filtre dont ’ordre N serait de plusieurs
milliers et qui ne peut &tre envisagé pratiquement.

Ces exemples font bien apparaitre ’avantage des techniques de filtrage multi-
cadence. Il est intéressant également de faire une comparaison avec les filtres RII.
Cette comparaison va étre menée sur un filtre satisfaisant au gabarit suivant :

8, =08,=10"2

Af = fi ;fz 101

et pour lequel on fait varier la position de la bande de transition, c’est-a-dire le
rapport :

2f,
hLi+th

Le filtre RII est supposé étre de type elliptique et réalisé en cellules du second
ordre demandant 4 multiplications chacune. Supposant f, = 1 les nombres de multi-
plications a faire par seconde et de mémoires de données sont reportés au tableau
10.2.

Tableau 10.2. — COMPARAISON DES COMPLEXITES DES FILTRES RIF,
Mucticapence ET RII

2f, Multiplications Mémoires
fi+f RIF Multicadence RII RIF Multicadence RIT
2 45 23 15 90 90 7
3 65 19 15 130 80 7
5 110 12 15 220 95 7
10 220 8 15 440 105 7
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Les résultats montrent que le filtrage multicadence est nettement plus avanta-
geux que le filtre RIF aussi bien en mémoires de données qu’en multiplications.
Par contre, le filtre RII, étant a phase minimale, est celui qui nécessite le minimum
de mémoires.

On peut observer que si le filtre de base est un filtre d’ordre élevé et si la
linéarité en phase n’est pas indispensable, il est alors avantageux de remplacer le
filtre de base, qui fonctionne a la cadence f, en entrée et sortie, par un filtre RII.
Une réduction substantielle du volume de calcul peut ainsi étre obtenue.

Le filtrage multicadence utilisant des cascades de filtres demi-bande s’avere
ainsi étre avantageux pour la quantité de calculs et de mémoires, mais la réalisa-
tion d’un filtre par une série de sous-ensembles fonctionnant a des cadences diffé-
rentes est susceptible de compliquer I’enchainement des calculs et de réagir sur la
complexité de I'unité de commande des systemes ou sur la taille des mémoires de
programme des calculateurs de traitement.

Drautres structures que les filtres demi-bandes peuvent étre envisagées en fil-
trage multicadence. D’abord on peut chercher a réduire le nombre d’étages, en uti-
lisant des variations de fréquences d’échantillonnage par des facteurs supérieurs a
deux. Les techniques de choix des facteurs les plus intéressants sont données dans
la référence [4], le volume de calcul nécessaire est plus élevé qu’avec les filtres
demi-bande mais I’enchainement est plus simple, ce qui peut étre appréciable si un
calculateur universel est envisagé.

Le filtrage multicadence, tel qu’il a été présenté dans les paragraphes précé-
dents, repose sur une décomposition des filtres avec introduction de sous-
ensembles de type non récursif. Dans un but de généralisation, la question se pose
de savoir s’il est possible d’obtenir des gains en calcul avec des sous-ensembles
récursifs. En fait, il est important, afin de pouvoir optimiser le traitement multica-
dence dans des cas plus généraux que la réalisation d’un seul filtre, de mettre en
évidence la fonction de déphaseur.

10.5 FILTRAGE PAR RESEAU POLYPHASE

La mise en évidence des relations de phase entre différents échantillonnages d’un
méme signal a été faite au paragraphe 10.1. Les résultats vont étre utilisés pour
analyser sous cet aspect le filtrage multicadence [5].

Soit une réduction de la fréquence d’échantillonnage f, par un facteur N; la
suite d’entrée x(n) a pour transformée en Z la fonction X(Z); la transformée de

I I
Fourier de cette suite est obtenue en remplacant Z par e’ =7 , soit X(e' 7 ). La

suite de sortie y (Nn) échantillonnée a la fréquence % a pour transformée en Z

une fonction de la variable ZN : Y(ZN). Par suite si des circuits déphaseurs inter-
viennent dans cette opération leur fonction de transfert est aussi fonction de la
variable ZN et peut étre calculée a partir de la fonction de filtrage global.
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La structure de déphaseur va étre mise en évidence d’abord dans 1’élément
particulierement simple que constitue le filtre RIF demi-bande, qui est défini par la
relation (10.17).

Cette relation peut étre réécrite comme suit :

1 2M
y(n) = 3 {x (n-2M) + i§1 a;x(n—2i + 1)} (10.28)

avec:
= = . ;<
a;=hoy gii 1y =%m-is1 Pour 1<isM

La fonction de transfert en Z correspondante a pour expression :

1 2M -1
HZ)- [z—ZM 7S g, z—Zi] (10.29)
i=0
ou encore :
H(Z) = % [H,(2?) + Z- H,(Z2)] (10.30)
La réponse en fréquence correspondante s’écrit :

_f . f
H() = L L™ 12 ¢ L H () (1031)

La fonction H;(f) est une caractéristique de déphaseur pur linéaire, puisqu’elle
correspond a un retard.
En raison de la symétrie des coefficients, la fonction H, (f) est également a

phase linéaire. Cette partie du filtre fonctionnant a la cadence %, H, (f) présente

/.

la périodicité ?“’ Comme le nombre de coefficients est pair, d’apres les résultats
du paragraphe V.2 on peut écrire :

H, (f) = e*"z“f(M* é) 7 R(f)

ou encore, en explicitant la phase.

) f
H,(f) = e"z”(Z)QM .e100) R(f) (10.32)

La fonction ¢ (f) est linéaire et présente la périodicité % Par suite, elle s’exprime
par:

cp(f)=n<[jc—f+ %]—?—f) (10.33)

ol [x] représente le plus grand entier contenu dans x.
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Pour ’amplitude, on peut reprendre la relation (10.8), avec la symétrie de
H(f), ce qui conduit a :

e -0y -n (£ )

En introduisant la propriété d’antisymétrie par rapport a la fréquence %

démontrée au paragraphe (10.4), il vient :
fe
H (Al =2H()|-1; 0<f< vy

Les ondulations sont doubles de celles de H(f) et la fonction s’annule pour
f= %, fréquence qui correspond au changement de phase de .

La figure 10.8 représente les fonctions [H, (f)| et @(f) qui caractérisent le
filtre.
La phase @ (f) telle que :

O (f)=¢(f)+2n ]]: (10.34)

e
est constante et prend les valeurs 0 ou .

Finalement, le circuit dont la réponse en fréquence est la fonction e’ .
H, (f) approche un déphaseur pur dans les bandes utiles, c’est-a-dire en bandes
passante et affaiblie ; le nombre de ses coefficients et sa complexité dépendent du
degré d’approximation, c’est-a-dire de la bande de transition Af et de I’ondulation
en amplitude 8. Ces résultats sont a rapprocher de ceux du paragraphe 9.3.

[Hith)]

-~Y

fe
2

_m L el
2

Fic. 10.8. Fonction H,(f) du filtre demi-bande
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Le filtre demi-bande se présente comme un réseau a 2 branches, selon la
figure 10.9. La réponse globale correspond a la somme des réponses des deux
branches comme le montre la figure 10.11.

2-2 M
x(n) ) y(n)
L z™! Hy(22)

FiG. 10.9. Filtre demi-bande avec déphaseurs

z—2M (F)— v

—

X (Njo—e—r
L z71 HH,(22) y'(n)

Fic. 10.10. Banc de deux filtres

Si I’'on change le signe de la fonction H, (f), alors, comme le montre la figure
10.11, un filtre passe-haut est obtenu. Ainsi un ensemble de deux filtres est obtenu
avec les mémes calculs. Soient B;(Z) et B,(Z) les fonctions de transfert de ces
filtres; le systeme correspondant, représenté sur la figure 10.10, est caractérisé par
I’équation matricielle suivante :

[By(2)| _[1 1][z2M
_BL(Z)} B [1 —l}{lel (Zz)] (10.35)
HA
i !
o |
1 , |
N
" fe lfe f
4 : 2
-1} H, i
i

Fic. 10.11. Réponse en amplitude du filtre demi-bande
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On reconnait la matrice de la Transformée de Fourier d’ordre 2. La générali-
sation de ce résultat a un banc de N filtres fait intervenir une Transformée de
Fourier d’ordre N.

On peut aussi remarquer que, en changeant dans H, (f) le signe d’un coeffi-

cient sur deux, la réponse en fréquence se trouve décalée de %, et on obtient le

filtre de quadrature du paragraphe 9.3.

Les résultats obtenus pour le filtre demi-bande se généralisent facilement a un
filtre RIF utilisé pour réduire ou élever la fréquence d’échantillonnage par le fac-
teur N. Soit H(Z) la fonction de transfert en Z d’un tel filtre. En supposant qu’il
possede KN coefficients, on peut écrire :

KN N-1
H(@Z)= X aZ'= 3 Z7H,(Z" (10.36)

avec
Hn(ZN) = akN+n(Z_N)k

Ce filtre peut étre réalisé par un réseau a N branches, suivant la figure 10.12,
appelé réseau polyphasé, car chaque branche a une réponse en fréquence qui
approche celle d’'un déphaseur pur. Les déphasages sont constants par plage de

21
fréquence et multiples entiers de N Quand il y a changement de fréquence
d’échantillonnage dans un rapport N, les circuits des différentes branches du

réseau operent a la fréquence ﬁe .

Ho

x{n) —4 y(n)

—Z.(N-""—* HN~1

Fic. 10.12.  Filtrage par réseau polyphasé

Les filtres 2 Réponse Impulsionnelle Infinie ayant des sélectivités plus grandes
que les filtres & Réponse Impulsionnelle Finie, il est intéressant d’étudier les filtres
multicadence a éléments récursifs.
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10.6 FILTRAGE MULTICADENCE A ELEMENTS RII

La technique de base pour le calcul d’un filtre multicadence a éléments RII consiste a
faire le méme type de décomposition de la fonction de transfert du filtre RII global
H(Z) que celui que fournit la relation (10.36). La fonction H(Z) est supposée étre une
fraction rationnelle ou le dénominateur et le numérateur sont de méme degré.

Une telle décomposition est obtenue en faisant apparaitre les poles de H(Z) :

K
I1z-z)
H(Z) = a, —— (10.37)
I (z-Py

En utilisant I’identité :
ZN-PN=(Z-P,) (ZN-'+ZN-2P, + ...+ PX-]) (10.38)
On obtient :

K
Il (z-2,)(ZN-1+P,ZN-2+ ...+ PN-1)
H(Z) = a, *=2

K
RERCARSSY

qui s’écrit sous une autre forme :
KN
_20 a,Z7
=
HZ) = ———
1 +kI_I1 b, Z-Nk

Il vient alors :

K
-Nk
; N nZ

H, (ZN) = “=— (10.39)
1+ 2 b, Z Nk
k=1
Ou encore :
N, (ZN)
H,(Z") = D(ZY) (10.40)

Toutes les branches du réseau polyphasé sont déterminées. Elles ont toutes la
méme partie récursive et se distinguent par la partie non récursive comme le
montre la relation (10.40). Dans le principe, la différence par rapport au para-
graphe précédent est que les déphaseurs RII obtenus, pris individuellement, ne
sont pas a phase linéaire.

La structure pour réaliser le filtre multicadence sous cette forme est donnée a
la figure 10.13 dans le cas de ’augmentation de fréquence d’échantillonnage.
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x(nN) 7(n)

Fic. 10.13.  Augmentation de fréquence d’échantillonnage par une structure récursive

1
Tous les calculs se font a la cadence NT mais on peut observer qu’il y a a

faire un nombre de multiplications égal & KN + K + 1. Une réalisation directe du
filtre RII demande dans les mémes conditions (2K + 1).N multiplications. Par
suite la décomposition apporte un gain qui est seulement de I'ordre du facteur 2.
Le véritable intérét de cette décomposition est pour les bancs de filtres.

Dans la procédure ci-dessus, il faut toutefois remarquer que la partie récursive
du circuit de la figure 10.13 correspond a des poles élevés a la puissance N, PY.
Cette transformation est représentée sur la figure 10.14 pour K = 8.

J 4
ad 17~ ~
/ E
\
/ °® y x A\
/® . x \
/ Ps x Pk \ A 2 £
' l Fic. 10.14.  Péles du réseau polyphasé
\ x ;1 R
\ o x
\\ - ‘;/ /
®
N /
\\ - _ -
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Elle montre que les poles se dispersent a I'intérieur du cercle unité et s’éloi-
gnent de ce cercle [S]. En effetsil’on a:

|P.|=1-¢ avec e tres petit et positif

il vient apres élévation a la puissance N :
|PN| = 1-Ne

C’est un élément tres favorable pour I'incidence sur la fonction de transfert de
la représentation des coefficients du dénominateur, comme le montre le para-
graphe 7.7 et en particulier la relation (7.66). En fait, la structure est réalisable sous
forme directe alors que le filtre initial ne I’est pas.

Les incidences de la limitation du nombre de bits des coefficients s’analysent
comme au chapitre 7. Il en est de méme de 1’évaluation de la puissance du bruit de
calcul.

10.7 BANC DE FILTRES PAR RESEAU POLYPHASE ET TFD

Un calculateur de Transformée de Fourier Discréte constitue un banc de filtres
(paragraphe 2.4) qui sont bien adaptés au filtrage multicadence.

Cependant il faut remarquer que les filtres ainsi réalisés présentent des recou-
vrements importants. Pour améliorer la discrimination entre les composantes du
signal, on effectue une pondération des nombres avant application de la TFD. Les
coefficients de pondération sont les échantillons de fonctions dites fenétres d’ana-
lyse spectrale. La réalisation de bancs de filtres par réseau polyphasé et TFD
constitue en fait la généralisation des fenétres d’analyse spectrale [6, 7].

Soit a réaliser un banc de N filtres qui couvrent la bande [0, f,] et sont obtenus

par translation en fréquence d’un filtre de base ou filtre prototype, de la valeur m. %
avecl=m=<N-1.
Si H(Z) est la fonction de transfert en Z du filtre, une translation en fréquence
m

de m% se traduit par un changement de variable de Z en 7.0/ N ; c’est-a-dire

que le filtre d’indice m a pour fonction de transfert B, (Z) telle que

B, (Z)=H(Z.e'” N)
En appliquant la décomposition de H(Z) introduite dans les paragraphes précé-

dents, il vient :

N-1 iy
B, (Z) = 20 Zn.e’ "N .H,(ZN)
n=
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En tenant compte du fait que les fonctions H, (ZN) sont les mémes pour tous les
filtres, une factorisation peut intervenir, conduisant a I’équation matricielle sui-
vante :

B, 11 1 1 H,(ZY)
B, 1 W W2 WNI Z-H, (ZN)
By, 1 WN-1 W20N-1 - WN-1p2 Z-(N-DH (ZN)

(10.41)
21

ouW=e¢ ' N.

-

La matrice carrée est la matrice de la TFD. Le banc de filtres est réalisé par
mise en cascade du réseau polyphasé de la figure 10.12 et d’un calculateur de TFD.
Le fonctionnement de ce dispositif est illustré par la figure 10.15, qui montre
les déphasages qui interviennent aux différents points du systéme pour aboutir a

ne conserver que le signal compris dans la bande [ , dans le cas ou

3
2NT’ 2NT]
N=4.

Co

P
Co— Ayp=— Ci
c E@ N E@ K
TFD < &}, ¢
G Co_ | Ap=r Co C
C2 Gy ) C Cs
|
0

ﬁ@
5828

>

%

n

o
aO0n0
W =S

—J

PP

! : | ! |
Cy C, ! ] | ! L
' f f |
f
?@Co—— A\P: §2£ a@ ¢y - ! ‘ll l3 ! | 3
2 - = —_
Cs Co 8T 87 T

Fic. 10.15. Déphasages dans un banc de 4 filtres

Le réseau polyphasé a pour effet de corriger, dans la partie utile de la bande

élémentaire [ I’effet de ’entrelacement des nombres en sortie du cal-

1 3 }
2NT’ 2NT |
culateur de TFD, ce qui permet d’éviter le recouvrement entre les filtres et conduit
a la fonction de filtrage de la figure 10.16. Cette fonction ne dépend que du filtre de
base H(Z) qui peut étre soit de type RIF soit de type RII, et qui peut étre spécifié
pour que les filtres du banc n’aient aucun recouvrement, ou au contraire aient par
exemple un point d’intersection a 6 dB, ou 3 dB comme au chapitre suivant.
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H(f) 4

] i
o 1 1 2
2NT NT NT

Fic. 10.16. Fonction de filtrage d’un banc de filtres sans recouvrement

La réponse impulsionnelle du filtre de base est la fenétre d’analyse spectrale
du systeme. Si les filtres sont spécifiés pour n’avoir aucun recouvrement en fré-
quence, la fréquence d’échantillonnage en sortie des filtres, ou en entrée suivant le

1
mode d’utilisation, peut prendre la valeur NT et ’ensemble des calculs peut étre

effectué a cette cadence.

Si N est une puissance de 2, ’algorithme de TFR peut étre utilisé pour calcu-
ler lIa TFD et le nombre de multiplications réelles My a faire par période d’échan-
tillonnage dans ’ensemble du systeme s’écrit :

Mg =N.2K + 2N Log, g =2N [K + Log, g] (10.42)

Cette valeur est a comparer a la valeur 2K.N? que nécessite un ensemble de

N filtres RII de méme ordre fonctionnant a la cadence %

10.8 CONCLUSION

Les filtres RIF possedent une propriété d’indépendance entre les cadences
d’échantillonnage en entrée et en sortie, qui est exploitée pour adapter la cadence
des calculs a la largeur de bande du signal au cours du traitement. Cette propriété
s’étend aux structures récursives, moyennant une transformation. La fonction de
base qui intervient est la fonction de déphaseur.

Le filtrage multicadence s’applique aux filtres a bande passante étroite. Il peut
apporter des gains en calcul considérables quand existe entre la fréquence d’échan-
tillonnage et la bande passante d’un filtre un rapport qui dépasse un ordre de gran-
deur, situation fréquente en pratique.

L’emploi de ces techniques impose une analyse plus fine du traitement. Les
limitations a leur emploi proviennent principalement des complications dans I’en-
chainement des calculs qu’apporte la mise en cascade d’étages différents et fonc-
tionnant a des cadences différentes. Dans chaque application potentielle du filtrage
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multicadence il faut examiner avec soin ce point pour éviter qu’un accroissement
excessif de I'unité de commande ou du programme d’instructions ne vienne com-
penser les gains en calcul.

BIBLIOGRAPHIE

[1] M. BeLLanGer, J. Dacuer and G. LepagNoL — Interpolation, Extrapolation and
Reduction of Computation Speed in digital Filters. IEEE Transactions, ASSP-22, n° 4,
Aug. 1974.

[2] F. Mintzer and B. Liu — Aliasing error in the design of multirate filters. IEEE
Transactions, ASSP-26, Feb. 1978.

[3] D. J. Goopman and M. J. Carey — Nine Digital filters for decimation and Interpolation.
IEEE Transactions, ASSP-25, April 1977.

[4] R. E. Crocuitre and L. R. RaBINER — Chapter 5 in : Multirate Digital Signal Processing :
Prentice-Hall Inc., Englewood Cliffs, N. J., 1983.

[5] M. BerLranGer, G. Bonneror and M. Coupreuse — Digital Filtering by Polyphase
Network : application to sample rate alteration and Filter Banks. IEEE Transactions,
ASSP-24,n° 2, April 1976.

[6] P. P. VaibyanaTHAN — Multirate Systems and Filter Banks, Prentice Hall, 1993.
[7] N. J. FLieGe — Multirate Digital Signal Processing, John Wiley, Chichester, 1994.

EXERCICES

1 Donner le nombre de bits affectés aux coefficients des filtres demi-bande du tableau
10.1.

Placer sur les abaques de la figure 10.5, les filtres Fy, F; et F,.

Utiliser les résultats du paragraphe 5.10 pour évaluer le supplément d’ondulation
apporté par la limitation du nombre de bits des coefficients dans les filtres demi-bande.
Tester I’évaluation sur les filtres F,, Fg et F,,.

2 Estimer le nombre de coefficients des trois filtres de la cascade dans I’'exemple 1 du
paragraphe 10.4.

Chaque résultat de multiplication étant arrondi, analyser le bruit de calcul produit dans
la réduction de fréquence d’échantillonnage et donner une expression de sa puissance.
Méme question pour I’élévation de fréquence d’échantillonnage et le filtre de base.
Comparer avec la réalisation directe.

Donner une estimation de la distorsion de repliement.

3 Un filtre pour une voie téléphonique a une bande passante qui s’étend de 0 4 3400 Hz,
avec une ondulation inférieure a 0,25 dB. L’affaiblissement est supérieur a 35 dB a partir de
4000 Hz. Pour une fréquence d’échantillonnage f, = 32 kHz, donner une réalisation en fil-
trage multicadence avec une cascade de filtres demi-bande. Comparer le nombre de multi-
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plications et d’additions a faire par seconde et le volume de mémoire avec les valeurs obte-
nues pour un filtrage RIF direct.

Le signal appliqué au filtre est composé de nombres a 13 bits, les calculs sont faits a
I’aide de registres & 16 bits. Evaluer la puissance du bruit de calcul dans la réduction et dans
I’élévation de fréquence d’échantillonnage.

4 Un calculateur de Transformée de Fourier Discréte est un banc de filtres uniforme
dont les caractéristiques ont été indiquées au paragraphe 2.4. Etudier les déphasages intro-
duits dans les Transformées de Fourier Impaire et doublement impaire du paragraphe 3.3.
Comment sont caractérisés les bancs de filtres ainsi obtenus ?

5 Soit a réaliser un banc de deux filtres a partir du filtre RII d’ordre 4 donné en
exemple au paragraphe 7.2.4. Les zéros et les poles du demi-plan supérieur ont pour affixes
(fig. 7.6)

Z,=-0816+j0,578; Z,=-0,2987 +; 0,954
P, =0,407 +;0,313; P, =0,335+;0,776

Utiliser les formules du paragraphe 10.6 pour calculer les fonctions de transfert en Z
des branches du réseau polyphasé. Donner les affixes des poles et zéros dans le plan com-
plexe.

Utiliser les résultats du chapitre 7 pour déterminer I'incidence sur la réponse en fré-
quence de la limitation du nombre de bits des coefficients du dénominateur de la fonction
de transfert. Comparer avec la réalisation directe.

Donner le schéma de réalisation du banc de deux filtres et compter le nombre de mul-
tiplications nécessaire en supposant que la fréquence d’échantillonnage en sortie de chaque
filtre est la moiti€ de la valeur a I’entrée.



Chapitre 11

Filtres QMVIF et ondelettes

La compression de certains signaux, notamment la parole, le son et I'image, fait
appel a la décomposition en sous-bandes avec réduction de fréquence d’échan-
tillonnage et a la reconstitution a partir des sous-bandes, apres stockage ou trans-
mission. L’approche la plus simple pour réaliser ces opérations consiste a faire
appel a des bancs de 2 filtres.

11.1 DECOMPOSITION EN DEUX SOUS-BANDES
ET RECONSTITUTION

Le schéma d’ensemble est donné a la figure 11.1. Le signal x(n) a analyser est
appliqué a deux filtres, un passe-bas H;(z) et un passe-haut H, (z). Les sorties sont
sous-échantillonnées par le facteur 2. La reconstitution est effectuée a partir de
séquences dont un échantillon sur 2 est nul, filtrées I'une par un passe-bas G,(Z) et
l’autre par un passe-haut G, (Z).

H@ 2 — £ 2l e@
x(n) x(n-K)

X(n)

Hy(2) |2 t2l |G X@)
Fic. 11.1. Bancs de 2 filtres pour décomposition-reconstitution par le facteur 2

Comme expliqué au paragraphe 10.1, le sous-échantillonnage en sortie des
filtres d’analyse provoque I’addition au signal utile des bandes images
Hy(-Z)X(-Z) et H,(-Z)X(-Z). La disparition de ces signaux indésirables en
sortie du banc de filtres de syntheése implique la relation:

Gy(Z)Hy(-2) + G,(2)H,(-2) =0 (1L.1)
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Cette contrainte est satisfaite en utilisant les mémes filtres dans les deux sous-
ensembles et en prenant, pour les filtres de synthese:

Gy(2)=H,(-2); G,(2) =-H,(-2) (11.2)
Alors, la condition de reconstitution s’exprime par:
Hy(Z)H,(-2)-H,(Z)H,(-2) = Z"¥ (11.3)

ou K est le retard global apporté au signal.

Ensuite, il faut calculer les coefficients des filtres, en fonction du type de filtre
et des spécifications dans le domaine des fréquences, le nombre de coefficients
déterminant la qualité de la séparation entre les sous-bandes.

L’approche la plus simple, celle qui minimise la quantité de calculs, consiste a
prendre des filtres a phases linéaires et identiques [1].

11.2 FILTRES QMF

Comme indiqué au chapitre précédent, un réseau polyphasé a 2 branches permet
d’obtenir, avec les mémes calculs, un filtre passe-bas et un filtre passe-haut. Le
sous-échantillonnage peut alors étre réalisé a I’entrée des filtres d’analyse et le
schéma global est donné a la figure 11.2.

Fic. 11.2.  Filtre OMF

Les fonctions de transfert H,(Z?) et H,(Z?) constituent la décomposition
polyphase du filtre prototype H(Z) c’est-a-dire que:

H(Z) =H,(Z?) + Z-'H,(Z?) (11.4)

Il faut ensuite déterminer les conditions que doit satisfaire le filtre prototype
pour que les relations de base (11.1) et (11.2) soient vérifiées. La fonction de trans-
fert totale du systéme a pour expression:

T(Z) = Z-'H, (2% H,(Z?) (11.5)

Or, les composantes polyphases sont liées au filtre prototype par les expres-
sions données au paragraphe 10.1, soit:

H(22) = 5 H(@Z)+ HC2)] : 2 Hy(2) = 5 [H(Z)-H(-2)
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et, par suite:
T(Z)= % [H?(Z) -H?*(-2)] (11.6)

On montre alors que, pour obtenir le changement de signe nécessaire a la
reconstitution dans (11.2), il faut prendre un filtre prototype a nombre pair de coeffi-
cients: N = 2P. En effet, la réponse en fréquence d’un tel filtre s’écrit, comme indi-
qué au paragraphe 5.2:

_ 1
H(f):e‘”"f("‘i)zHR(f) (11.7)
ol Hy (f) est une fonction réelle paire. On a également,
1\ jzRf(P, E) 1
H f— 5 =e 2 2HR f— 3 (118)
Dans ces conditions, sur le cercle unité, il vient:

TR @ - D), ear-1) Hr emi(5 A @19)

et la condition de reconstitution s’écrit:

HR(f) + Hﬁ(% —f) =1 (11.10)

Le terme de phase dans I’expression (11.9) donne le retard apporté par la fonc-
tion de transfert totale et, donc, I'ensemble de décomposition-reconstitution, soit:
K=2P-1.

La terminologie QMF (Quadrature Mirror image Filter) provient de la décom-
position polyphase du filtre prototype a nombre pair de coefficients. En effet,
comme expliqué au chapitre 5, ce filtre est interpolateur, c’est-a-dire qu’il apporte un
retard d’un multiple impair de la demi-période d’échantillonnage. Dans ces condi-
tions, les expressions obtenues au paragraphe 10.1 conduisent a la décomposition:

1 3
H(Z)=7Z 2 H1 (Z»)+Z 2 H3 (Z?)
2 2
qui se réécrit plus simplement:
1
H((Z)=7Z2 [H,(Z?) + Z-'H,(Z?)] (11.11)
11 vient alors pour les composantes polyphases:
1 1

H,(Z2) =272 [H(Z) +jH(-Z] ; H,(Z) = 23 [H(Z) - jH(-Z] (11.12)

et la réponse en fréquence:

H, ()] = ‘H(f) +jH (% —f)‘ (11.13)
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La bande de base et la bande image sont en quadrature. Par extension, le
terme QMF peut s’appliquer a tous les bancs de 2 filtres pour décomposition-
reconstitution.

Il reste, ensuite, a calculer les coefficients. La relation (11-10) montre que la
fonction de transfert H?>(Z) est celle d’un filtre demi-bande a nombre impair de
coefficients de type Nyquist et H(Z) est un filtre passe-bas demi-Nyquist. Le calcul
se fait a partir d’un gabarit spécifiant pour H(f) les limites de la bande passante f;
et de la bande affaiblie f,, les ondulations &, et 8, et en imposant I'amplitude V2/2 a
la fréquence 1/4. Pour que H?(f) approche la condition (11.10) avec une ondula-
tion §, on prend:

1 )
f2=§_f1;H(0)=1;61=5 §5z=\/8

Exemple :
Soit un filtre passe-bas a N = 8 coefficient dont les parametres sont les suivants:

Af=024; f,=013; f,=0,37 ; 6=0,01
Le calcul fournit les coefficients suivants:

hy = hg =0,015235 ; h, = h, = 0,085187
hy = he =0,081638 ; h, = hs = 0,486502

Les deux branches du réseau polyphasé obtenu, H,(Z?) et H,(Z?) ont les
mémes coefficients, mais dans ’ordre inverse.
15
Le filtre X h}Z- devrait avoir ses coefficients pairs nuls, sauf Ag.
i=1

7

En fait, on trouve 12 \ (hy)?=1,7.1075.
i=1;i#

Des méthodes itératives peuvent, si nécessaire, compléter le calcul et per-
mettre de mieux approcher la symétrie.

La qualité de la reconstitution dépend de I’ondulation 8 et, donc, du nombre
de coefficients. Pour obtenir une reconstitution parfaite, il faut abandonner I’op-
tion de filtres identiques et le sous-échantillonnage a 'entrée de I’analyse [2].

11.3 DECOMPOSITION ET RECONSTITUTION PARFAITE
En posant P(Z) = H,(Z)H,(-Z), on observe que la condition de reconstitution
(11.3) s’écrit:

P(Z)-P(-Z)=7Z7¥ (11.14)

C’est-a-dire que P(Z) est un filtre passe-bas a nombre impair de coefficients
dont tous les coefficients d’indice pair sont nuls, sauf le coefficient central qui est
égal a I'unité. Par exemple, pour M =2 coefficients différents, il vient:

P(Z)=h;+ hZ?2+Z3+hZ*+hZ° (11.15)
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et les coefficients des filtres passe-bas H,(Z) et H, (—Z) sont soumis a la contrainte
que, dans leur produit, les coefficients des termes en Z-! et Z-3 sont nuls. Il reste
des degrés de liberté qui sont utilisés pour obtenir des propriétés particulieres.
Dans un premier exemple, on choisit des polynomes de degré différents, a
coefficients symétriques et ayant des zéros au point Z=1. Alors, en prenant:

1
H,(-2)= 5 (1+Z1)
Hy(Z)=(1+Z Y (ay+ o Z ' + 0, Z72 + 0yZ73) (11.16)

la condition de reconstitution parfaite impose que, dans le produit P(Z), le coeffi-

cient du terme Z-! soit nul et celui du terme Z-3 égal a 'unité, ce qui donne oy, = — 3
3

eta,; = <.

8
Finalement:

1
H,(Z) = 3 [-1+2Z1'+6Z72+2723-74 (11.17)

Les deux filtres ainsi obtenus sont a la base de la transformation réversible uti-
lisée dans la norme de compression des images fixes JPEG 2000, dans I’option sans
perte. Les réponses en fréquence des filtres sont données a la figure 11.3. Il faut
noter le déséquilibre des deux sous-bandes, les filtres ne sont pas du type demi-
Nyquist.

Amplitude
1,4 .

1,2 1
N H- 2

0,8 |

0,6 -

0,4

0,2 4

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 04 0,45 0,5

Fréquence

Fic. 11.3.  Réponse en fréquence des filtres dans la norme JPEG sans perte
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Une décomposition en deux sous-bandes égales peut étre obtenue en abandon-
nant ’option de phase linéaire et en factorisant comme suit le filtre demi-bande:

P(Z) = H)(Z) Z-*H, (Z-) (11.18)

c’est-a-dire que les filtres Hy(Z) et H,(— Z) ont les mé&mes coefficients mais dans
lordre inverse et le polyndme P(Z) est de degré 2K et posseéde 2K +1 coefficient.
En fonction du nombre M de coefficients différents dans le filtre demi-bande, on a
I’égalité 2K +1=4M, c’est-a-dire K = 2M - 1. Le fait que I’entier K soit impair per-
met de satisfaire la relation (11.2) et, avec G,(Z) = Z*H, (Z'), H,(Z) = - Z"*H,
(ZY et G,(Z2) = - Hy(- Z), on vérifie que les conditions (11.1) et (11.3) sont satis-
faites.

La procédure de calcul des coefficients est celle des filtres RIF & phase mini-
male décrite au paragraphe 5.13. Au coefficient central d’un filtre demi-bande, on
ajoute 1’ondulation, ce qui rend les zéros sur le cercle unité doubles, puis, les fac-
teurs a phases minimales et maximales sont extraits [3].

Comme exemple, on considere le cas d’un filtre P(Z) a 2K + 1 = 15 coefficients,
1
calculé avec les spécifications f; = 5 f>=0,2. Les M = 4 coefficients différents ont

pour valeurs:
h,=0,62785 ; hy=0,18681 ; hs=0,08822 ; h, =0,05297

L’ondulation a pour valeur § = 0,047 et le coefficient central devient: A, = 1,047.
En prenant un des zéros qui sont sur le cercle unité et ceux qui sont a 'inté-
rieur, on obtient pour le premier filtre:

H,(Z)=0,3704 + 0,5111 Z-! +0,2715 Z-2 - 0,0885 Z-3 - 0,1346 Z-*
+0,0338 Z5 + 0,0973 Z-6 - 0,0703 Z-7

La réponse en fréquence correspondante est donnée a la figure 11.4. Par rap-
port au filtre d’origine, 'ondulation en bande affaiblie est devenue V5.
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Amplitude

1,2

0,6 |

0,4 - 1

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Fréquence

Fic. 11.4.  Réponse en fréquence du filtre d’analyse passe-bas

Dans les caractéristiques a retenir pour les facteurs de P(Z), il en est une qui
est intéressante pour la compression des signaux et des images en particulier, c’est
la régularité de la réponse en fréquence. En filtrage, cette caractéristique se traduit
par la présence de zéros multiples au point Z = — 1 dans la fonction de transfert.
Sur le plan des principes, I’approche est justifiée par la théorie des ondelettes.

11.4 ONDELETTES

La théorie des ondelettes a pour objectif la représentation des signaux dans le
domaine temps-fréquence. C’est une représentation que I’analyse de Fourier ne
permet pas, car elle suppose le signal périodique ou de durée infinie. Ainsi, pour
localiser un signal a la fois dans le temps et en fréquence avec la transformée de
Fourier, il faut introduire une fenétre glissante.

La transformée en ondelette utilise comme base de décomposition des fonc-
tions dites ondelettes, déduites d’une fonction génératrice par translation et dilata-
tion. Elle permet d’analyser des signaux de durée quelconque [4, 5].

En pratique, la transformée en ondelettes discrete correspond a un banc de
filtres non uniforme et une approche efficace pour la mise en ceuvre consiste a
mettre en cascade des bancs de 2 filtres comme ceux des paragraphes précédents,
avec réduction par 2 des fréquences d’échantillonnage a chaque étage et mémes
coefficients pour les filtres. Les opérations de translation et dilatation sont effec-
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tuées automatiquement par les changements de fréquence d’échantillonnage. La
structure en arbre ainsi obtenue est illustrée a la figure 11.5 pour I’analyse. Bien
entendu, on peut aussi obtenir un banc de filtres uniforme en complétant la
branche basse sur le schéma.

Va(n)

X(n)

Fic. 11.5.  Banc de filtres non uniforme, par structure en arbre

Pour le calcul des coefficients, I’objectif est d’atteindre la régularité maximale,
c’est-a-dire d’avoir dans la fonction P(Z) le maximum de zéros au point Z = — 1.
Un filtre demi-bande a N coefficients différents possede 4N — 1 coefficients en tout
et est de degré 4N — 2. Ce filtre ayant 2 (N - 1) coefficients nuls, la fonction P (Z)
comporte un facteur de degré 2(N — 1). Alors, le facteur restant est au maximum
de degré 2N. Ensuite, il faut factoriser P(Z) pour obtenir les deux filtres d’analyse
et synthese.

Dans une solution a phase minimale, les filtres obtenus possedent 2N coeffi-
cients et la fonction de transfert en Z du filtre passe-bas présente N zéros au point
Z = — 1 du plan complexe. Comme dans les paragraphes précédents, les valeurs
numériques peuvent étre déterminées directement en combinant cette contrainte
avec les conditions d’annulation des coefficients des termes impairs dans le produit
P(Z). On peut aussi obtenir P(Z) et factoriser.

Le tableau 11.1 donne les coefficients des filtres H,(Z) pour les premieres
valeurs de N. Les coefficients des autres filtres intervenant dans I’analyse et la syn-
these, H, (Z2), G,(Z) et G,(Z) selon la figure 11.1, sont donnés par:

2N
Hy(Z2) = Elho,iz_i ;’h1,i:(_1)iho,2N+1—i ;8= hiaNa (11.19)

Les réponses en fréquence sont données a la figure 11.6. On remarque la simi-
litude avec les réponses des filtres de Butterworth du paragraphe 7.2.3, qui posse-
dent les mémes zéros au point Z = —1, ont également la propriété de reconstitu-
tion parfaite quand la fréquence de coupure est placée au milieu de la bande utile
et ont une réponse en fréquence monotone.
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Tableau 11.1. — COEFFICIENTS DES ONDELETTES A PHASE MINIMALE

N=2 N=3 N=4 N=5
0,482963 0,332671 0,230378 0,160102
0,836516 0,806892 0,714847 0,603828
0,224144 0,459878 0,630881 0,724307

-0,129410 -0,135011 —0,027984 0,138427
—-0,085441 —-0,187035 —0,242295
0,035226 0,030841 -0,032245
0,032883 0,077571
—0,010597 —-0,006242
—-0,012581
—-0,003336
Amplitude
5 .
1
N=1
05| o
N=5
0

005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Fréquence

FiG. 11.6. Réponse en fréquences des ondelettes a phase minimale

Il est également possible d’obtenir des filtres a phase linéaire, en donnant aux
filtres passe-bas et passe-haut des nombres de coefficients différents et impairs.

Par exemple, le tableau 11.2 donne les coefficients des filtres (9,7) utilisés
dans la norme JPEG 2000, pour la compression avec taux élevé et pertes [6].
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Tableau 11.2. — FILTRES POUR COMPRESSION AVEC PERTE DANS JPEG 2000

z Hy(2) H,(Z)
i=0 0,602949 1,115087
i==x1 0266864 | —0,591272
i=x2 -0,078223 | -0,057544
i==x4 ~0,016864 0,091272

L’évaluation de la précision de reconstitution se fait par le calcul de la réponse
impulsionnelle de ’ensemble analyse-synthése. En multipliant par H, (- Z) le poly-
ndme obtenu en annulant les coefficients d’indice impair dans H,(Z) et en ajou-
tant le produit par Hy(- Z) du polyndéme obtenu en annulant les coefficients d’in-
dice pair dans H, (Z), on vérifie que le polyndme obtenu a son coefficient central
égal a I'unité et ses autres coefficients nuls, avec un écart inférieur a 2.10-°. Cet
écart provient de I’arrondi des valeurs des coefficients.

Amplitude

)

1,2 -
14
0,6

0,4

0,2 4

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25

0,3

0,35 04 0,45 0,5

Fréquence

Fig. 11.7. Réponse en fréquence des filtres dans la norme JPEG 2000 avec perte

La figure 11.7 montre les réponses en fréquence des filtres H,(Z) et H, (Z2)/2,
qui font encore apparaitre un déséquilibre dans le partage du signal, mais plus
faible que celui de la figure 11.3, les filtres ayant davantage de coefficients. Ces
filtres ont la moitié de leurs zéros aux points Z = + 1 du plan complexe, ce qui
donne une grande régularité aux réponses en fréquence, propriété importante en

traitement d’images.
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En ce qui concerne la complexité arithmétique, il faut souligner que le
nombre de multiplications est tres proche de celui de la technique polyphase, car il
est possible de profiter de la symétrie des coefficients, a la fois dans la partie ana-
lyse et dans la partie synthese.

11.5 STRUCTURE EN TREILLIS

La factorisation (11.8) du filtre demi-bande peut également se faire avec la repré-
sentation en treillis, en annulant un coefficient sur deux. La structure modulaire
obtenue est donnée a la figure 11.8.

2:1 1:2 w

K cellules K cellules

Fig. 11.8. Banc de 2 filtres en structure treillis

Les fonctions de transfert des filtres d’analyse et synthése sont obtenues par
les calculs indiqués au paragraphe 8.5. Par exemple, pour 3 cellules, K = 3, il
vient:

Hy(Z)=1+0,Z" - oo, Z 2 + 0,Z73
H(Z)=-a,-oyo,Z' -, Z2+7Z73 (11.20)

ce qui correspond a la relation donnée précédemment, soit H, (Z) = - Z"¥H,, (- Z1).
La fonction de transfert de I’ensemble s’écrit :

T(Z) = Z2(K-D ﬁ (1+a2) (11.21)

Le retard est donc de 2 (K - 1) périodes d’échantillonnage. Les coefficients du
treillis sont calculés a partir des spécifications sur les filtres. Par exemple, en impo-
sant un zéro au point Z = — 1 et Hy(1) = 4, on obtient :o; =1 +V2;a,=1-V2.
En comparant avec le paragraphe précédent, il apparait que le treillis est moins
efficace que les autres factorisations, puisqu’au tableau 11.1 le filtre a 4 coeffi-
cients possede 2 zéros au point Z = — 1. Cependant, il présente des avantages en
réalisation, notamment la modularité de la structure et le fait que la propriété de
reconstitution parfaite n’est pas affectée par I’arrondi des coefficients [7].
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EXERCICES

1 On applique le signal x (n) = cos (nm/4) a un filtre de fonction de transfert:
H(Z)=-0,050+0,117 Z" ' + 0,452 Z-%2 + 0,452 Z~3 + 0,117 Z-* - 0,050 Z->

Quel est le retard apporté par ce filtre et quelle est sa réponse en fréquence.
Donner I’expression du signal de sortie.

Donner le schéma d’un banc de 2 filtres QMF ayant H (Z) comme filtre prototype.
Exprimer les signaux en sortie des filtres d’analyse. Calculer la fonction de transfert de I’en-
semble analyse-synthese et donner I’expression du signal reconstitué.

2 Dans une décomposition-reconstitution parfaite, on cherche a factoriser le poly-
ndme prototype P (Z), supposé de degré 6, en deux facteurs de méme degré. Recherchant la
régularité maximale, on impose au filtre passe-bas H,(Z) d’avoir ses 3 zéros au point Z =
—1. Calculer les coefficients du filtre passe-haut H; (Z) et donner les valeurs de ses zéros.

Comparer les réponses en fréquence avec celles de la figure 11.3.

Une quantification intervient en sortie des filtres d’analyse. Calculer le facteur d’ampli-
fication dans la phase de synthese.

N

3 Des filtres d’analyse 2 phase linéaire possédent 3 et 5 coefficients. Calculer les
valeurs pour avoir la meilleure séparation possible des sous-bandes et la reconstitution par-
faite.

Quand un bruit blanc de puissance unité est appliqué a I’entrée des filtres d’analyse,
quelles puissances trouve-t-on en sortie.

4 Le signal x(n) = cos (nm/4) est appliqué aux filtres d’analyse du tableau 11.2.
Donner I’expression des signaux en sortie des filtres, avant et apres sous-échantillonnage.
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Dans la reconstitution, donner ’expression des signaux en sortie de chacun des filtres, avant
I’addition finale.

5 On se propose d’étudier la sensibilité de I’opération de décomposition-reconstitu-
tion a la précision des coefficients.

Donner une borne supérieure de I’erreur de reconstitution due a I’arrondi des coeffi-
cients pour les filtres du tableau 11.1. Vérifier le résultat en prenant le premier filtre du
tableau 11.1, a 4 coefficients, avec une représentation sur 4 bits. Donner la réponse en fré-
quence du filtre avec cette représentation.

Mémes questions que ci-dessus pour les filtres du tableau 11.2.
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Chapitre 12

Bancs de filtres

Les techniques de décomposition et reconstitution des signaux présentées au cha-
pitre précédent se généralisent a un nombre quelconque de sous-bandes avec 1’uti-
lisation de bancs de plus de deux filtres. En principe, dans ce cas également, le
sous-échantillonnage peut intervenir en sortie des filtres d’analyse, mais on préfere
généralement effectuer le sous-échantillonnage en entrée pour exploiter la combi-
naison réseau polyphasé-TFD et minimiser ainsi la complexité arithmétique.

12.1 DECOMPOSITION ET RECONSTITUTION

Dans la réalisation d’un banc de filtres par réseau polyphasé et TFD exposée au
paragraphe (10.8), les opérations qui interviennent sont réversibles, ce qui conduit
au schéma de la figure 12.1, pour une opération de décomposition et reconstitution
d’un signal [1-2].

1 H@y L H'@y
—  Z'H@) L ZH7'2Y

x(n) x(n)
] TFD TFD- |
Lz N-Hy, @M | ZN-THy @

Fic. 12.1.  Principe de la décomposition et reconstitution
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La difficulté, dans la réalité, consiste a mettre en ceuvre les opérations asso-
ciées aux fonctions H;! (ZN).

Le filtre H(Z) qui sert de base au processus, le filtre prototype, possede une
décomposition polyphase dont les éléments satisfont la relation (10.8) :

1 N-1 .2_”, 2
Z*iHi(ZN):N > e"N’"'H(Ze"N’"); 0<i<N-1 (12.1)
m=0

1
Si le filtre de base H(Z) a une fréquence de coupure inférieure a N et s’l

o . . 1
présente un affaiblissement important pour les fréquences supérieures ou égales a N

o . . 1
c’est-a-dire si les repliements de spectre dis a I’échantillonnage a la cadence ~

sont négligeables, on peut écrire :

H[e”"(f*rﬁn)]H[e’“(f*;)]:o; m#k (12.2)

Dans ces conditions 1’égalité suivante est vérifiée sur le cercle unité, au facteur Z-N
pres:

1 N-1 7].21
H,(ZN).Hy_;(ZN) = N mZ:(J H2<Ze N'”) =H3}(ZN)

Soit :

H,(ZY) Hy (ZY) .
H,ZY H,(ZY =1; 0<isN-1 (12.3)

Ces égalités traduisent simplement les relations de phase illustrées par la figure
10.15.

Alors, on peut prendre Hy _;(ZN) pour réaliser H; 1 (ZN), c’est-a-dire utiliser
le méme banc de filtres a la décomposition et a la reconstitution du signal, I’'opéra-
tion globale correspondant & une multiplication par H3(ZN).

Dans un certain nombre d’applications, il n’est pas possible de négliger les
repliements de spectre; c’est le cas par exemple quand il faut décomposer un
signal, le sous-échantillonner par le facteur N et le reconstituer ensuite avec la plus
grande précision possible sur I’ensemble de la bande. Alors, soit G(Z) la fonction
de transfert du filtre de base pour la reconstitution. Comme le produit d’une trans-
formée de Fourier discrete par son inverse est égal a 'unité, ’opération globale
correspond a une décomposition du signal x (n) en N suites entrelacées x (pN + i),
auxquelles sont appliqués N opérateurs de fonction de transfert G,(ZN).H,(ZN).



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

12.2 Analyse des éléments du réseau polyphasé 343

Avec la réduction de fréquence d’échantillonnage par N dans la partie décom-
position, appelée aussi analyse, et ’augmentation par N dans la partie reconstitu-
tion, appelée aussi synthese, le schéma correspondant est donné a la figure 12.2.

1
Tous les traitements dans le dispositif correspondant se font & la cadence N ce qui

en fait une approche particulierement efficace.

| l N Hp@V) ] L Gp@) T N[
- l N H,@) ] 1 G@N T N
x(n) x(n)
] TFD TFD-1 e
X(2) ANALYSE SYNTHESE X(2)
_lN_ Hy_ 1@ L1 Gy_@Y _TN_

Fic. 12.2.  Bancs de filtres polyphasés pour I’analyse et la synthése des signaux

La condition de reconstitution avec le retard K s’écrit :
G,(ZNMH,(ZN)=Z"%; 0<is<N-1 (12.4)

Le retard K doit étre le méme dans toutes les branches du réseau polyphasé
pour que I’entrelacement correspondant a ’augmentation de fréquence d’échan-
tillonnage par N puisse rendre le signal initial retardé, x (n — K).

Pour déterminer les fonctions inverses G, (ZN), il faut procéder a une analyse
détaillée de la réponse en fréquence des éléments du réseau polyphasé.

12.2 ANALYSE DES ELEMENTS DU RESEAU POLYPHASE

La réponse en fréquence des éléments H,(ZN) du réseau polyphasé se déduit
directement de la relation (12.1). Cependant, des simplifications peuvent interve-
nir. En effet, les filtres du banc présentent généralement un recouvrement limité,
par exemple, comme sur la figure 12.3. Dans ces conditions, un filtre donné ne se
superpose qu’avec ses voisins immédiats si la réponse du filtre prototype H(Z) est

1
telle que H(f) = 0 pour |f]| > N Alors, on peut écrire pour la branche d’indice i :

27

(D =H(+e N H(f- 5] (123
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: i
1 3
N 2N

FiG. 12.3.  Recouvrement des filtres voisins

La périodicité de cette réponse étant —, si les coefficients sont réels, il suffit

N
1
de considérer la réponse dans I'intervalle 0 < f < oN et il vient :
L
Hi(f):H(f)+e]N'ﬁ<N— ) (12.6)

En supposant que la réponse du filtre prototype soit une courbe monotone

1
décroissante dans la bande de transition Af, H; (f) ne peut s’annuler pour f # N

..
Pour la valeur N il vient :

Hi<%):H<%)(l+ej?i> (12.7)

Cette réponse est nulle pour la branche i = g
Donc, avec la décomposition (12.1), elle-méme issue de ’expression (10.36), la

. .. N . . . .
branche d’indice 5 n’est pas inversible, puisque sa fonction de transfert en Z pos-

seéde un zéro dans le plan Z au point — 1. Pour obtenir un ensemble de branches
inversibles, il faut faire appel a une autre décomposition polyphase.

Au chapitre 5, il a été montré qu’un filtre RIF a phase linéaire a nombre de
coefficients pair est un interpolateur a mi-période d’échantillonnage. On peut
considérer qu’il provient d’un filtre RIF a nombre de coefficients impair, ayant la
méme réponse en fréquence, par un sous-échantillonnage d’un facteur 2. Il faut
donc partir d’'une décomposition polyphase a 2N branches et ne conserver qu’une
branche sur deux. On obtient alors pour H (Z) la formule :

N-1 1
HZ)= X 7 ( : 2) H, L (2% (12.8)
i=
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Avec cette décomposition, I’amplitude minimale H,;, dans une branche est
donnée par :

H,, :‘HN 1(L)’ =‘(1—e"'ﬁ)
i 2 "2 \2N

Par suite, pour avoir un réseau polyphasé inversible, il suffit d’imposer au
filtre prototype RIF a phase linéaire d’avoir un nombre pair de coefficients.
Quant a la position des zéros des fonctions H;, ! (ZN)dans le plan ZN par rap-
2

n
=2sin 5 (12.9)

port au cercle unité, on observe qu’ils se répartissent également entre I'intérieur et

I’extérieur du cercle unité. La justification se trouve dans le fait que les éléments

H,;, ! (ZN) sont a phase presque linéaire. De plus, Pamplitude de la réponse en
2

fréquence restant proche de I'unité, les zéros sont loin du cercle unité, sauf pour
les branches qui présentent un affaiblissement important a la fréquence TN quand

N est grand.

12.3 CALCUL DES FONCTIONS INVERSES

En se plagant dans le plan Z pour les fonctions de transfert, le calcul de la fonction
inverse pour les éléments polyphases commence par une factorisation ou les L;
zéros a I'intérieur du cercle unité sont séparés des L, zéros qui sont a ’extérieur :

L, L,
H/(2Z)=hy T (1-2,2) I (1-Z,Z) (12.10)

Le terme A, est un facteur d’échelle.
Pour tout zéro Z, extérieur au cercle unité, on peut écrire :

1 -7 =
1-2,2'~ 7, .

(Z)i Zi (12.11)
=0

et, par suite, I'inverse du second facteur de (12.10) peut étre approché avec une
précision arbitraire par un nombre fini de termes. Soit la fonction G;(Z) définie
par:

G,(2)= —=° == (12.12)

ol L, est un entier.
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La condition d’inversion est satisfaite si :

LZ L3
(120 c,Zl> (lzo a,Zl) =Z7Z-L,+Ly (12.13)

Le choix du retard L, + L, se justifie par le fait que les coefficients du dévelop-
pement (12-12) sont décroissants et que le second facteur dans (12.10) est a phase
maximale. La relation d’inversion s’écrit sous forme matricielle :

C, 0 0 ... 0 a, 0
c ¢ 0 ... 0 a,

MA= [+ : : o= o (12.14)
0 0 0 .. C a, 1

ou le vecteur A a pour éléments les coefficients a, inconnus. Le systéme est sur-
déterminé et il admet une solution au sens des moindres carrés, donnée par la rela-
tion :

A=M'M)'M | (12.15)
1

La structure des éléments polyphase de synthese G, (Z) est celle d’un filtre RII
général. Comme les poles Z, sont éloignés du cercle unité, une réalisation en struc-
ture directe est possible.

La méthode de calcul des éléments polyphases de synthese exposée ci-dessus
est générale et s’applique a tout filtre d’analyse, a la seule condition qu’il ne pos-
séde pas de zéro sur le cercle unité. Elle nécessite d’effectuer un calcul par
branche, avec des coefficients obtenus différents. Elle permet de spécifier le filtre
d’analyse relativement indépendamment du filtre de synthese. Cependant, il peut
étre intéressant de sacrifier un peu de flexibilité pour obtenir un calcul plus systé-
matique et plus simple, comme au chapitre précédent.

12.4 BANCS DE FILTRES PSEUDO-QMF

Le principe repose sur ’hypothese que, pour un filtre donné, ’affaiblissement est
tel que les repliements ne proviennent que des bandes voisines. [3]

Soit H(Z) la fonction de transfert d’un filtre prototype passe-bas a phase
linéaire ayant la réponse en fréquence représentée a la figure 12.4.

En considérant un nombre de coefficients égal a LN, il vient :

LN-1
HZ)= 3 hZ* (12.16)



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

12.3 Bancs de filtres pseudo-QMF 347

e 20 +
Dans le bang, le filtre d’indice i, centré sur la fréquence ——
2i+1

—jom ——
de transfert H (Ze 4N

Lors de I’analyse, une composante du signal située a la fréquence

1
le, — <
avec, par exemple, IN

1 .
AN @ pour fonction

).
2i

[+ 1 A
4N /

3
Af < N YR étre affaiblie suivant le facteur H(Af).

. 1 . .
Le sous-échantillonnage a la cadence N V2 produire un repliement de cette
composante a la fréquence :

2i+1 3 <2i+1
4N

3
R SRy R

[H(F)|
/_1_\ a)
1 0 1 1 1 f
——n —n —n —o
2N 4N 2N N
b
__1 )
0 1 1 1 3 f
—n —n —n ~n
4N 2N N 2N

a) Filtre prototype

Fi. 12.4.  Banc de filtres réels

b) Banc uniforme de N filtres réels

Lors de la synthese, cette composante, repliée dans la bande du filtre d’indice i, va

se trouver a la fréquence

2i+1 . -
AN + N Af et elle va subir I’affaiblissement du

1
filtre de synthese d’indice i, soit G (m - Af), si G(Z) désigne le filtre prototype de

synthése. Finalement, la composante repliée aura subi 1’affaiblissement

H(Af) G (% - Af).
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Or, la méme composante de signal va étre traitée par le filtre d’indice i + 1, puis-
qu’elle tombe dans sa bande passante. L’échantillonnage produit ensuite une com-
posante image, qui, lors de la synthese, vient s’ajouter a la composante repliée pré-

cédente avec I'affaiblissement H (% - Af) G(Af). Le processus est illustré par la

figure 12.5.
D’ou la condition pour que ces composantes se compensent :

[H(Af) G(% —Af)l + [H ( % - Af) G(Af)] =0 (1217)

i+

H(f) \

< > f
Af
2i+1 2i+3
i i |
4N 4N

Fic. 12.5. Repliement d’une composante dans le banc de filtres

Cette condition d’absence de repliement peut étre obtenue en prenant G(f) = H(f)
T
et en appliquant une différence de phase de 5 entre les filtres d’indice i et i + 1, a

I’analyse et a la synthese.

La différence de phase nécessaire peut étre obtenue en introduisant des
déphasages dans les fonctions de modulation, par exemple en prenant pour les
coefficients 4, du filtre d’analyse d’indice i :

hy. =2h, cos [((21’ +1) % ) (k— ]%4) + 61.] (12.18)

avec0sisN-let0sk<NL-1
Et pour les coefficients du filtre de synthese :

gix = 2h, cos K(Zi +1) % ) (k - I% ) - 6,»] (12.19)

En posant :

T
_ @iy IN-1

a,=el%; C, 5

(12.20)
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il vient, pour les fonctions de transfert correspondantes :
H,(Z) = a,c,;H (Ze‘-’(z‘+ REN ) +acH (Zef(z” RN ) (12.21)

T T
G,(Z) = a,c;H (Ze"(z’”)ﬁ> +acH (Ze’(z’”)ﬁ) (12.22)

Avec la symétrie des coefficients 4, et le centrage des fonctions de modulation, les
relations suivantes sont vérifiées :

8ik = hi(LN—l—k); G;(Z)=Z-(N-DH,(Z1) (12.23)

Dans ces conditions, la réponse totale du systeme d’analyse et synthese s’écrit :

~

N-1
T2- X5 -5 5 B@6@

7Z-(LN-1) N-1
=——— Y H,(Z2)H,(Z"") (12.24)
N i=0
C’est-a-dire que le systeme global est a phase linéaire.

Avec I’hypothese que les filtres ont un affaiblissement suffisant pour que seules
les bandes voisines puissent apporter un repliement significatif, il faut maintenant
déterminer les valeurs a donner aux angles 6, pour obtenir I’annulation désirée.

En sortie du filtre H,(Z), apres sous-échantillonnage, le signal s’écrit, confor-
mément a la relation (X.8) :

1 N-1
X, (ZN) = N 20 H,(ZW™) X(ZW™) (12.25)
=

Et pour le signal en sortie du systéme, il vient :
N-1 N-1 N-1

X@)= 3 G@XZ)=x I, XEW I G(2)H,ZW") (1226)

La condition de parfaite reconstitution s’écrit alors :

N-1

_20 G,(Z)H,(Z)=7Z* (12.27)
N-1
;0 G,(Z)H,(ZW™) =0; 1=m<N-1 (12.28)

Pour faire apparaitre ’annulation des composantes repliées, il faut examiner
le signal en sortie de chacun des filtres de synthese. En sortie du filtre G;(Z), le
signal X, (Z) peut s’écrire, en reprenant la relation (12.25) :

~ N-1
X.(Z)=G,(Z) % I H,(ZW") X (ZW™) (12.29)
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Mais, d’apres la définition (12.22) et les hypothéses faites sur ’affaiblissement, le
2i+1
4N

deux bandes voisines. Compte tenu de la répartition des bandes sur I’axe des fré-
quences, les indices m associés a ces bandes voisines correspondent a des transla-
tions de fréquence telles que :

2i+1  m 2i+1 1

+ - +

4M — N 4M ~ 2N

filtre G,;(Z) ne laisse passer que la bande centrée sur la fréquence et les

(12.30)

En effet, le sous-échantillonnage amene des translations de fréquence qui sont des

1
multiples entiers de la fréquence N

Dans ces conditions, les valeurs de m s’écrivent :
m=*i et m==x({+1)

Par exemple, en reprenant le cas de la figure 12.5, la composante repliée pro-
2i+1 i+1
4N N
2i+1 i+1 2i+3
NEILVIRISI K8

vient d’'une composante a la fréquence — ( + Af) décalée de , SOit :

NI A N

Par suite X, (Z) se limite au développement suivant, en reprenant la définition
(12.21) de H;(Z) :

2i+1 2i+1

2@-6,@ ~laenlzw T | x@ ragulzy T )x@

2i-1

+a,c;H (zw T) X(ZWi) +a,c,H (zw 4 ) X(ZW-)
2i+3 2i+3

+aiciH<ZW 4 )X(ZWi+1)+a,.c‘,.H(zw_ 4 )X[ZW—U”)] (12.31)

1-2i

Comme :
N-1

X(Z) = EO X.(2) (12.32)

les repliements g’annulent dans )2(2) si la bande haute de )/Ei (Z) compense la
bande basse de X, (Z). La condition correspondante s’obtient en reportant dans
I'expression de X;(Z) la définition (12.22) de G;(Z) et en écrivant la méme expres-
sion pour X, ;(Z). Les facteurs de X[ZWi+1] et X[ZW-(+ 1] s’annulent si la
condition suivante est vérifiée :

ai c;c;H (ZW 21:3>H<ZW 2i;1>+a%+1ci+15i+1H<ZW 21:1)H<ZW 2l:3>=0
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c’est-a-dire si :

a:,,=-a? (12.33)
Il faut donc que les déphasages vérifient :
7
ei+1=ei+§; 0<isN-1 (12.34)

La premiere condition de parfaite reconstitution (12.27) s’écrit alors :

N-1 2i+1

% z [ciH<ZW 4 )}2+[E,H(ZW7 4 >}+(a3+&§)H<ZWZ>H(ZW_4

2i+1 1 1>

N-1 N-1

+(a2N_]+¢72N_])H(ZWT>H(ZW_ 4 ):1 (12.35)
car les produits croisés ne s’annulent pas a l'origine et a la demi-fréquence
d’échantillonnage puisque les filtres sont voisins.

Pour faire disparaitre ces produits croisés, il faut prendre :

6,=(-1) 5 (12.36)

et la condition imposée pour le calcul de la réponse en fréquence du filtre proto-
type s’écrit finalement :

(12.37)

)
2|~

[H(f)|?+ H(% —f)r:l; 0<f<

1
H(f)=0; ﬁSf$

N =

A noter que les choix suivants sont également possibles pour les déphasages
dans les bancs d’analyse et de synthese :

n 1
e 0,=(@{+1) 53 la réponse totale du systéme s’annule aux fréquences 0 et 3

1
; la réponse totale double aux fréquences 0 et 3

om
®0,=1 5

En résumé, la procédure de calcul d’'un banc de N filtres réels pseudo-QMF
comprend les deux opérations suivantes :

1. Calcul du filtre prototype a phase linéaire approchant les spécifications
(12.37), avec LN coefficients.

2. Détermination des fonctions de transfert des filtres d’analyse et synthese
par les expressions :

N1 2i+1 (k_LN—l

H,(Z)=2 k§0 cos [2;; N 5 )+(2i+1) g]hszk (12.38)
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LN-1 :
2i+1 (k— ILN-1

G(@2)=2 3 cos[Zn Al . )—(2i+1)g}hk2*k (12.39)

Le gabarit du filtre prototype reflete la séparation désirée entre les sous-
bandes. Plusieurs approches peuvent étre envisagées pour le calcul.

12.5 CALCUL DES COEFFICIENTS DU FILTRE PROTOTYPE

C’est le calcul des coefficients d’un filtre demi-Nyquist et la premiere approche
consiste a prendre une bande de transition en cosinus et a utiliser la formule (5.37).
Une autre approche, plus efficace, consiste a utiliser la méthode de I’échantillon-
nage en fréquence évoquée au paragraphe 5.4. En particulier, quand la bande de
transition est égale a ’espacement entre les sous-bandes, les coefficients sont obte-
nus par une formule simple [4].

Soit K un entier et un ensemble de KN échantillons H, (0 < k < KN - 1) dans
le domaine des fréquences, tels que :

Hy =1 (12.40)
H2+H: ,=1; Hey ,=H,; 1<k<K-1

H,=0; K=<k<KN-K

Généralement le nombre N de sous-bandes est pair. Les coefficients du filtre
correspondant 4, (0 < i < KN - 1) sont obtenus par TFD inverse.
La relation :
K-1
H,+2 kgl (- 1)¥H, =0 (12.41)

permet d’annuler le coefficient milieu Ayy,, c€ qui améne un nombre impair de
coefficients pour le filtre. Il en résulte un zéro double a la demi-fréquence d’échan-
tillonnage, comme indiqué au paragraphe V.12 et donc un affaiblissement impor-
tant aux fréquences élevées.

Pour K =3 et K = 4, les équations (12.40-41) définissent un systéme déterminé
et les échantillons en fréquence prennent les valeurs :

H, =0,911438; H,=0,411438

et
1

H, =0971960; Hy= 7; Hy=0235147 (12.42)
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Par exemple, pour un banc de N = 16 filtres avec K = 4, les coefficients sont
donnés par la relation :

K-1
hi,1=1+2 k21 (- 1)*H, cos (2nki/KN); 1<i<63 (12.43)

hy =0.

Le filtre obtenu est a nombre impair de coefficients. La réponse en fréquence,
dont la bande de transition est égale a 1/16, est donnée a la figure (12.6).

0 } } } }
Amplitude
(dB)
—-50+ 4
-100 + +
-150 +——++—— Ly e LU R R
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fréquence normalisée

FiG. 12.6.  Filtre prototype obtenu par échantillonnage en fréquence,
pour banc de 16 filtres et 64 coefficients

La figure montre que I’affaiblissement croit avec la fréquence. Il est aussi possible
d’obtenir un affaiblissement constant en reprenant la méthode du paragraphe 11.2
avec des spécifications adaptées. Des techniques itératives peuvent compléter la
procédure pour mieux approcher la condition de symétrie (12.37). Un exemple de
filtre est donné a la figure 12.7. Il possede 64 coefficients, fournit un affaiblissement
de 58 dB et sa bande de transition est de 1/16, comme a la figure 12.6.
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20 t t t t
Amplitude
(dB) 0+ L
-20+ +
—40 + 4
— 60+ +
- 80+ +
-100 + T
-120+ —+
-140 t t t t
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Fréquence normalisée
h; Coefficients h; Coefficients
hy=hg, 9,2839870e-004 By =hyg —6,4021587¢-003
hy = hg 5,9685008e-004 hyg=hy —4,7447370e-003
hy=hg, 6,8568814¢e-004 hig=hy —2,1424791e-003
hy=hg 6,8789993e-004 hyy = hys 1,4680266e-003
hs = hg, 5,6482087e-004 hy =hy 6,0982460e-003
hg=hsy 2,8097967e-004 hy, =hy 1,1699623e-002
hy = hg —1,9044096e-004 By =hy, 1,8159361e-002
hg = hs,; - 8,6214757e-004 hyy=hy 2,5302338e-002
hy = hyg —1,7275867¢-003 hys = hy 3,2898876e-002
hyo = hss —2,7557760e-003 Dy = hsg 4,0672058e-002
hy = hs, —3,8879464¢-003 Ny = hag 4,8309834e-002
hy,=hss -5,0372397e-003 hyg=hyy 5,5491156e-002
hys=hs, - 6,0890424¢-003 hyy = hsg 6,1893832¢-002
hyy = hs —-6,9067117e-003 hsy = hss 6,7223291e-002
hys = hy, —7,3368967¢-003 hy =hay 7,1226098e-002
hig=hy —17,2203731e-003 hyy =hy 7,3708998e-002

Fic. 12.7. Filtre prototype pour banc de 16 filtres

Une fois les coefficients calculés, il faut procéder a la mise en ceuvre et agen-
cer les calculs pour que la quantité d’opérations arithmétiques soit minimale.
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12.6 REALISATION D’UN BANC DE FILTRES REELS

Soit a réaliser un banc de N filtres réels ayant les réponses en fréquence de la
figure 12.4 et un nombre pair de coefficients 2 LN, dans lequel le filtre d’indice i a
pour coefficients :

hy = hy cos [22; (z + = ! > (k + ! )] (12.44)

avec0<is=N;0<k=<2LN-1.
Une décomposition en réseau polyphasé et transformée de Fourier Discrete
peut étre obtenue en posant k =2N/+m,avec0</<L-1let0s=sm=<2N-1.
En effet, la sortie x;(n) du filtre d’indice i s’écrit :

2LN 1

1 1
xi(n): 2 x(n k) hkcos[ZN ( §><k+ E)] (12.45)
ou encore, en remplacant k par 2N/ + m et en simplifiant :

x;(n) = 2 cosm< 2)<m+ 5) lg(]

(=Dl hyy,, x(n=2NI—m)  (12.46)

En appliquant au filtre prototype la décomposition générale (X.36) des fonctions
de transfert, il vient :
2N-1
H(Z) = mZO Z-mH,, (Z>N) (12.47)

et les filtres H,, (Z?YN) sont ceux qui interviennent dans la seconde sommation de
I’expression (12.46). Pour tenir compte du facteur (- 1)/, il suffit d’introduire les
fonctions H,, (- Z?N) et le schéma correspondant aux filtres d’analyse est donné a
la figure 12.8.

Rz o o
—{z-1 HH1(—22N) }—1 0 x,(n)

x(n) Transformée
O—e] en 1

X(2) Cosinus L0 x(n)

_|Z—(2N—1) H HZN_1(_22N)}—

Fic. 12.8.  Schéma d’un banc de N filtres réels
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La décomposition fait apparaitre un réseau polyphasé a 2N branches et une
transformée en cosinus.

Ce schéma peut encore se simplifier, car, dans la transformation en cosinus
considérée, deux entrées symétriques subissent les mémes opérations, au signe
pres. En factorisant, on aboutit a la transformée doublement impaire en cosinus
qui est un cas particulier mentionné au paragraphe 3.3.2. De plus, avec le sous-

. . 1
échantillonnage, le systeme fonctionne a la cadence N Comme I’ensemble com-

porte 2N branches, une donnée x(n) se trouve traitée par les filtres H; et H, ,  a
deux instants successifs. Dans ces conditions, on peut regrouper les 2N branches

N
du réseau polyphasé en > sous-ensembles ayant la structure en treillis de la figure

12.9. Le schéma global est alors celui de la figure 12.10. Dans le cas des filtres
pseudo QMF étudiés au paragraphe précédent, ce schéma s’applique avec l'intro-
duction des déphasages. En effet, en reprenant la relation (12.45) avec les coeffi-
cients de filtre de I’expression (12.38), la sortie x;(n) du filtre d’indice i a 2LN coef-
ficients s’écrit :

2LN-1
x;(n)=2 kgo x(n-k)h,

2i+1 2IN-1
cos [Zn ( -

T
N . >+(2i+1)1] (12.48)

En posant cette fois k = [N + m, on obtient la double sommation suivante :

N-1 2L-1
=2 2 3 cos|(2i+1)@m+1+N) —
x;(n) m=0 [=0 4N

+Qi+1)(-L) g}hmwnx(n—lN—m) (12.49)

Q Jv',-(ﬁ)

x{n)

O ¥noy—ilm

Fic. 12.9.  Structure en treillis pour le réseau polyphasé



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

12.6 Réalisation d’un banc de filtres réels

357

H2N—I HN—I

|

x(n)

Zz-(N/i2-1)

Z—N/2

HN/2 HN +N/2
HN/2 =1 HN+N/2—1

TFDi 2

—0 Xq (n)

—0 x4 (n)

—0 Xn_q(n)

Fic. 12.10.  Structure optimisée du banc de N filtres réels

Le développement des cosinus fait apparaitre les termes suivants :

n 7
cos (2i+1) (I-L) 5 =cos(/-L) 5

et:

De plus, la relation suivante est vérifiée :

T TT
sin (2i+1) (I-L) 3 =(-1)sin (I-L) 5

TT TT
cos [(2i+1) [2(N-1-m) +1] m]:(—l)"sin[(2i+1) 2m + 1) ﬁ]

Enfin, pour tenir compte du terme N dans I’argument du cosinus de (12.49), il suf-

N
fit de décaler les données en indice de 5 En combinant tous ces résultats, la sor-

tie x;(n) se calcule comme suit :

avec

V(1) = [—yzg_l_m(n) +y2,g+m(n)]; 0O=<m

N-1 p
x;(n)=2 m2=0 cos [(21' +1) @m+1) 15 ] y,,(n) (12.50)

V() = [yl,m_g (n) Y (n)];
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et:
-1 T
Yi,m(n) = 2_ cos (I-L) 53 hyn,,x(n—IN-m)
A-1 T
Yom(m)= 3 sin(I=1) 5 Ay, ,x (0 - IN=m)
Les suites y, ,,(n) et y, , (n) sont entrelacées, avec la fréquence d’échantillon-
1
nage - et le banc de filtres d’analyse se réalise a ’aide d’une transformée en

cosinus doublement impaire. Finalement, les déphasages introduits par la tech-
nique pseudo-QMF ont été pris en compte simplement par des réarrangements de
données avant la transformée.
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Chapitre 13

Analyse et modeélisation

La modélisation des systemes est I'un des grands domaines du traitement du signal.
Par ailleurs, la modélisation des signaux constitue une autre approche pour leur
analyse, avec des propriétés qui different de celles de la transformée de Fourier et
des filtres définis dans le domaine des fréquences. La prédiction linéaire, en parti-
culier, est un outil simple et efficace pour caractériser certains type de signaux et
procéder a leur compression. Les traitements sont spécifiés dans le domaine tem-
porel, en utilisant les parametres statistiques et principalement la corrélation.

13.1 Autocorrélation et intercorrélation

Pour mesurer le degré de similitude de deux signaux on définit un coefficient de
corrélation. Il est naturel de faire correspondre la valeur 1 de ce coefficient a deux
signaux identiques, la valeur zéro a deux signaux sans aucune relation et la valeur —
1 a des signaux opposés. Quand on compare des signaux décalés dans le temps, le
coefficient de corrélation devient une fonction de temps, et I’on obtient la fonction
d’intercorrélation si les signaux sont différents et la fonction d’autocorrélation s’ils
sont identiques.

Des définitions et des propriétés des signaux aléatoires vont maintenant étre
rappelées, pour reprendre et compléter les paragraphes 1.8 et 4.4.

Comme indiqué au paragraphe 1.8, la fonction d’autocorrélation du signal
aléatoire discret x (n) est la suite ., (p) telle que :

ro(p) =E[x(i).x(i-p)] (13.1)

ol E [x] désigne ’espérance de x.
Avec I’hypothese d’ergodicité, il vient :
N

. 1
ra(p)= lim s 3 x(i).x(i-p) (132)



360 13 ¢ Analyse et modélisation

La fonction r ,(p) est paire; elle a comme valeur a I’origine la puissance du signal
et quel que soit n :

re (P)l < 1 (0) (13.3)

Soit un ensemble de N coefficients /;(1 < i < N). Le calcul de la variance de la
variable y (n) telle que :

N
y(n) = 3 hx(n-i)

conduit a:
N N
Ely@) =2 I hhEL(n-i).x(n-))]
soit :
N N
E[y*(n)]= 2 Dihire (i=7) (13.4)

Comme cette variance est positive ou nulle, il en résulte I'inégalité suivante :
N N

'21 21 hihir, (i-j)=0 (13.5)
i=1j= ’

Cette propriété caractérise les fonctions de type positif.

Si dans la définition (13.1) on remplace x (i — n) par un autre signal, on obtient
une fonction qui permet de comparer deux signaux différents décalés. La fonction
d’intercorrélation entre deux signaux discrets x(n) et y(n) est la suite r,,(p) telle
que:

ry(P)=E[x(@)y(@-p)] (13.6)
Avec I’hypothese d’ergodicité :
1
r(p)= Jim b Xy (i-p) (13.7)
On a également :
ry(=p) =E[x(@)y (@ +p)]=r,.(p) (13.8)

Par exemple dans le cas ou ces signaux constituent I’entrée et la sortie d’un
filtre de coefficients A,,

Y0 = 3 hyx(n-m)

il vient, comme indiqué au paragraphe 4.4 :
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() =Bl () xG-p) = Z hyre(p=m)

soit :
1 (p) = ry(p) * h, (13.9)
De méme :
ry(P) = ra(p) * h_, (13.10)
et également :
ry(p) = 1o (p) * hy, % h_, (13.11)

Si deux signaux aléatoires centrés sont indépendants, leurs fonctions d’inter-
corrélation sont nulles. De plus, on a toujours 'inégalité :

Iy (P = 3 170 (0) 41, (O] (13.12)

Il est intéressant de signaler que le calcul des fonctions d’autocorrélation et
d’intercorrélation peut, dans certains cas, se faire sans multiplication, en rempla-
cant les signaux par leur signe. En particulier, si x(n) est un signal gaussien, on
montre que [2] :

ro(p) = \/g \/E(O) .E[x(i).signe [x (i — p)]] (13.13)

r.(p)=r.(0).sin (g .E[signe [x({).x (i —p)]]) (13.14)

Ainsi toute I'information contenue dans un signal gaussien est fournie par ses pas-
sages par zéro. Ces relations, qui peuvent s’étendre a d’autres types de signaux,
permettent de simplifier les calculs et, par suite, les matériels.

La traqsformée de Fourier @, (f) de la fonction d’intercorrélation r,, (p) prend le
nom d’interspectre :

@, (f) =X(f).-Y()

ou X (f) désigne le spectre de la suite x (n) et Y (f) le spectre conjugué de la suite y (n).
Si la suite y (n) est la sortie d’un filtre de fonction de transfert H (f), il vient :

YY) YNHX(D)
H(f)= X(f)  X(HXF)

D’ot la relation :
D, (f) = 2. (f). H(f) (13.15)
qui correspond a (13.9). De méme a la relation (13.10) correspond :

@, (f) =2, (). H()
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et finalement :
P, (f) =P (f).H)I (13.16)

Ces résultats s’appliquent a I’analyse spectrale des signaux aléatoires en géné-
ral et sont utiles pour ’étude des systemes adaptatifs.

13.2 ANALYSE SPECTRALE PAR CORRELOGRAMME

La transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation est la densité spectrale
de puissance du signal :

o0

S(f) = pgw r(p)e? ! (13.17)

en désignant par r(p) la fonction d’autocorrélation (AC) du signal. En pra-
tique, I’analyse du signal se fait a partir d’'un nombre limité, N,, d’échantillons.
Il faut donc commencer par estimer les valeurs de r(p).

Une premiere estimation de la fonction AC est fournie par I’expression :

1 N,
r](p)zT ; x(n)x(n-p) (13.18)
o n=p+l
Elle est biaisée car : N
—P
E[r(p)] = ;I r(p)
0
En fait, pour avoir une estimation non biaisée il faut prendre :
N
ry(p) = ¥ x(n)x(n-p) (13.19)
’ No_p n:%:-ﬂ

A partir de P valeurs de la fonction AC, I’estimation spectrale dite corrélogramme

est donnée par : o

Scr(f) = p:_%_l) ry(p)ei2f (13.20)

ou encore, en fonction du spectre théorique :

) 2P -1
Sealf) = S+ 2LLEEZL) (13.21)

La variance est approximativement donnée par :
var (Sc(f)= L) 5,0 (1322)
Il apparait alors qu’il faut prendre le minimum de valeurs de la fonction AC pour

effectuer ’estimation, c’est a dire qu’il faut se limiter aux valeurs significatives de
la fonction AC résultant de I’estimation [1].
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L’approche la plus directe pour obtenir le spectre de puissance d’un signal a partir

de N, échantillons consiste a calculer la transformée de Fourier discrete et a
prendre les valeurs |X(k) F Le développement de ce terme montre que c’est I’esti-

mation biaisée (13.18) de la fonction AC qui intervient dans cette procédure.

13.3 MATRICE D’AUTOCORRELATION

La matrice d’autocorrélation (AC) de dimension N d’un signal est la matrice car-
rée suivante :

r(0) r(1) r2) ... r(N-=-1)

r(1) r(0) r(l) ... r(N-2)

Ry = r(2) r(1) r(0) ... r(N-=-3)
F(NZ1) F(N=2) r(N=3) ... #(0)

La fonction d’autocorrélation étant de type positif (13.5), la matrice d’auto-
corrélation est définie positive et symétrique. En fait, elle possede une double
symétrie, puisqu’elle est aussi symétrique par rapport a la seconde diagonale. Il en
résulte un ensemble de propriétés fondamentales. [2].

On considere d’abord les valeurs propres A;(0 < i < N - 1) de la matrice d’au-
tocorrélation d’ordre N. L’équation caractéristique :

dét(My-Ry) =0
conduit aux relations :

N-1
dét(Ry) = TT M, (13.23)
i=0

N-1
N.r(0) = 3 % =No? (13.24)

C’est-a-dire que si le déterminant de la matrice est non nul, aucune valeur
propre n’est nulle et leur somme est égale a N fois la puissance du signal.

Le caractere défini positif de la matrice Ry entraine de plus qu’elles sont
toutes positives :

A>0; 0<i<N-1 (13.25)

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les déterminants suivants soient
tous positifs :
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9 g
(0) r(l)] ,dét l". r NPT .

r(O);dét[r(l) #(0) ; : :
r(N-1) ... r(0)

Les matrices correspondantes sont les matrices d’autocorrélation d’ordre infé-
rieur ou égal a N.
Dans ces conditions, la matrice Ry est diagonalisable et il vient :

Ry =M-!.diag(r).M (13.26)

ol M est une matrice carrée de dimension N, telle que M! = M- et diag(},) la
matrice diagonale des valeurs propres. M’ peut étre égale a M dans certains cas.
La matrice s’exprime en fonction des vecteurs propres normalisés U, (0 <i<N-1)

ar :
p N-1

Ry= & =2 UUY (13.26 bis)

L’analyse des systemes fait apparaitre les puissances successives des matrices
Ry et Ryl En utilisant, d’une part, le théoréme de Cayley-Hamilton selon lequel
une matrice vérifie son équation caractéristique et, d’autre part, la formule d’in-
terpolation de Lagrange déja utilisée au paragraphe V.5, on montre que la puis-
sance d’une matrice s’exprime en fonction des puissances de ses valeurs propres :

!
(Ry)? = 2 ¥ H Rnhly (13.27)
=0 NN
:# i
Pour les grandes valeurs de ’entier p, avec :
}\‘max = 0 Sr}lsal)\I( 1 ()\‘z)
on peut écrire, si ce maximum correspond a la valeur zéro de I'indice :
N-1T Ry—A1
(RN)p max 2 - (1328)
j=1 )\max - )\j
Par suite pour les grandes valeurs de p, on peut faire ’approximation :
(RN)p - max (1329)

ol K est la matrice carrée d’ordre N de la relation (13.28); comme la matrice Ry
est diagonalisable et satisfait (13.26), Ky s’exprime aussi plus simplement comme
le produit de M~ par une matrice déduite de M en annulant toutes les lignes sauf
celle qui correspond a I'indice de la plus grande valeur propre.

De méme, d’apres (13.26), on peut écrire dans les mémes conditions :

(R 1)p_ )\‘max (1330)
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avece ©

}‘min = 0 éIlIlélIl\ll _1 ()\‘z)
En fait, il apparait dans la suite que ces deux valeurs propres extrémes, A ;, et
conditionnent le comportement des systemes adaptatifs.
L’interprétation physique des valeurs propres de la matrice d’autocorrélation
n’apparait pas aisément a partir de leur définition. Pour éclairer ce point il est inté-
ressant de les rapprocher du spectre du signal x (n).

Le cas ot le signal x (n) est périodique et de période N est considéré d’abord.
Alors, la suite r(p) elle aussi est périodique, et, de plus, elle est symétrique avec :

A

'max?

r(N=i)=r(i); 0<is<N-1

Dans ces conditions la matrice Ry est une matrice circulante, dans laquelle chaque
ligne se déduit de la précédente par décalage. Si la suite @, (n) (0 <n <N -1)
désigne la transformée de Fourier de la suite r(p), la relation suivante est facile a
vérifier directement, Ty étant la matrice de la transformée de Fourier d’ordre N :

Ry Ty = Ty. diag (®,, (1))

Ry =Ty.diag(®,, (n)).Tx! (13.31)

D’apres (13.26), les valeurs propres de la matrice Ry sont dans ce cas les valeurs de
la transformée de Fourier discrete de la fonction d’autocorrélation, c’est-a-dire les
valeurs de la densité spectrale de puissance du signal. M est la matrice de la trans-
formée en cosinus (paragraphe 3.3.3).

Cette relation est également valable pour un bruit blanc discret puisque le
spectre est constant et que, comme la matrice d’autocorrélation est a un facteur
pres une matrice unité, les valeurs propres sont égales.

Les signaux réels ont généralement une densité spectrale de puissance non
constante et leur fonction d’autocorrélation r(p) décroit quand I'indice p croit.
Alors, pour N suffisamment grand, les éléments significatifs de la matrice de
dimension N se trouvent regroupés au voisinage de la diagonale principale. Dans
ces conditions, soit R} la matrice d’autocorrélation du signal x (n) supposé pério-
dique et de période N; ses valeurs propres forment un échantillonnage de la den-
sité spectrale de puissance. La différence entre Ry et Ry tient au fait que R est
une matrice circulante et elle apparait principalement dans le coin supérieur droit
et le coin inférieur gauche; ainsi on peut observer que Ry se rapproche davantage
d’une matrice diagonale que Ry ; par suite ses valeurs propres sont moins disper-
sées. En fait, sous certaines conditions généralement réalisées en pratique, on
montre que :

Min (D, (1)) < Apin < Moy < | _MAX (@ () (13.32)

0<n<N-1 max 0<n<N-1
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et pour N suffisamment grand :

Panin = U0 (D ()3 Py = WX (D (f)  (13.33)
Finalement, on peut considérer en pratique que les valeurs propres extrémes
de la matrice d’autocorrélation approchent les valeurs extrémes de la densité spec-
trale de puissance du signal, quand la dimension de cette matrice est suffisamment
grande.

13.4 MODELISATION

Les filtres numériques s’appliquent a la modélisation des systemes, selon le schéma
de la figure 13.1. Le signal x(n) est appliqué au systeme et au modele et les coeffi-
cients sont calculés pour minimiser ’écart entre les sorties du systéme et du modele.

y (n)

Systeme a modéliser

x(n) | <¢> e(n)

Filtre numérique T
y(n)

Fic. 13.1. Modélisation d’un systeme

Le type de filtre a utiliser comme modele dépend de la connaissance a priori du
systtme a modéliser. Cependant, les filtres de type RIF s’imposent en général,
pour leur facilité de calcul et de mise en ceuvre. La sortie s’écrit alors :

N
y(n) =

s hyx (n-i)= HX (n) (13.34)
=0

=

ol X(n) est le vecteur des N données les plus récentes, le nombre de coefficients N
étant choisi en fonction de la connaissance du modele. L’erreur de sortie est défi-

nie par
e(n)=y(n)-y(n) (13.35)

Le critere retenu pour le calcul des coefficients est généralement la minimisation
de Perreur quadratique moyenne (EQM) :

J=E[e'(n)] (13.36)
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L’annulation des dérivées de la fonction cotit J conduit & la relation E[e(n) X (n)] = 0,
qui exprime la décorrélation entre la sortie et le vecteur des données d’entrée les
plus récentes. Il vient alors :

E[y(n) X(n)]-E[X(n) X!(n)] H=0 (13.37)
La définition (13.1) de la fonction d’autocorrélation montre que E[X (n) X'(n)]=Ry
et les coefficients sont donnés par :
H=R;r (13.38)

N7 yx

c’est-a-dire que les coefficients du filtre modele sont obtenus en multipliant I'in-
verse de la matrice AC par le vecteur d’intercorrélation entre la sortie du systeme
et son entrée, défini par :

P x(n)

x(n-1)

r=E[y(n) _ |

(13.39)

| x(n+1)-N_

L’erreur quadratique moyenne minimale, E_. , est obtenue en combinant (13.36)

et (13.38), ce qui fournit les 3 expressions :

min®

Emin :E[yz(n) ] _HtRNH
E,in=Ely'(n)]-H'r,, (13.40)

Emin :E[yz (”)] _r)[/xRi\_flryx
L’égalisation est un cas particulier dans lequel le systeme a modéliser est I'inverse
de celui qui a produit le signal d’entrée x (n). Ainsi, en transmission et en 1’absence
de bruit, I’égaliseur a pour fonction de transfert I'inverse de celle du canal.

Exemple :
Soit le signal x (n) en sortie d’un canal, lié aux données émises d (n), supposées non
corrélées et de puissance unité, par la relation :

x(n)=d(n)+0,5d(n-1)+0,2d(n-2)
Les 3 premiers éléments de la fonction AC ont pour valeur :
r(0)=129 ; r(1)=0,60 ; r(2)=0,20
En prenant comme signal de référence y(n)=d(n), on obtient les 3 coefficients
d’un égaliseur par :
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-1
129 060 0720 1] |09953
H=| 0,60 129 0,60 0|-[-0,4971
020 060 129 o| |00778

Comme erreur de sortie, on trouve E_; =0,0047 et la fonction de transfert T(Z) de
I’ensemble canal et égaliseur s’exprime par :

T(Z)=0,9953-0,0015Z'+0,0273 Z-3-0,0609 Z-3+0,0156Z 4

On peut peut vérifier que le filtre H(Z) constitue une approximation a 3 coef-
ficients de I'inverse du canal, qui est un filtre a réponse impulsionnelle infinie.

13.5 PREDICTION LINEAIRE

La prédiction linéaire est un cas particulier de modélisation dans le lequel la sortie
du systeme a modéliser est le signal lui-méme, comme le montre la figure 13.2

x(n) e(n)

;®_>
Ax(Z) 4T

Fic. 13.2. Principe de la prédiction linéaire

L’erreur de sortie, ou erreur de prédiction, s’écrit :

N
e(n)=x(n)- ,21 a;x (n—i) (13.41)
et les coefficients de prédiction sont donnés par :
a r(1)
Ay=| P | =Ry | ¢ (13.42)
ay r(N)

La décorrélation entre I'erreur de prédiction et le signal d’entrée implique les N
relations :

r(p):glair(p—i) ;  l=p=N (13.43)
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Pour I’erreur quadratique moyenne minimale (EQMM), il vient :
N
E n=r(0)- '21 a;r (i) (13.44)
=

Les relations ci-dessus se combinent pour fournir I’équation matricielle de la pré-
diction linéaire :

(13.45)

Un signal est dit prédictible si I’erreur de prédiction est nulle, c’est-a-dire s’il obéit
a I’équation de récurrence suivante :

N
x(n)= ;1 a;x (n—i)

Le signal est alors constitué de sinusoides en nombre inférieur ou égal a N/2 et le
filtre de fonction de transfert H(Z)=1-A,(Z) posseéde des zéros sur le cercle unité ,
N au maximum. Par exemple, pour N=2 et une sinusoide a la fréquence f;, la récur-
rence devient :

x (n)=2cos 2nfy) x(n—1)-x(n-2)

Les zéros de H(Z) sont soit sur le cercle unité, soit a I'intérieur car il est a phase
minimale. En effet, s’il existait un zéro en dehors du cercle unité, |Z| > 1, alors la
fonction H’(Z) telle que

H (Z)= H(Z) (1-zH)(-=21)
(1-Z,2)(1-=2,Z21)) Zy Z,

conduirait a une erreur de prédiction plus faible que H(Z) puisqu’on aurait :

M pJo 1 jo
|H(el)|= ——|H{(e/")|
|Z,|?

comme indiqué au paragraphe 9.6. D’aprés I’expression de la puissance du signal
de sortie d’un filtre donnée par la relation 4.24, la puissance en sortie de H’(Z)
serait inférieure a la puissance en sortie de H(Z), pour un méme signal appliqué
aux deux filtres.

Le filtre H(Z) étant a phase minimale et inversible, la prédiction linéaire est utili-
sée pour analyser et modéliser les signaux. En effet, a partir de ’erreur de prédic-
tion on peut remonter au signal en inversant la relation (13.41).

x(n)=e(n)- gl a;x (n-i) (13.46)
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C’est la modélisation dite auto régressive (AR). En faisant I’hypothese que ’er-
reur de prédiction e(n) est un bruit blanc de puissance E,, une estimation du
spectre du signal est donnée par :

S ar ()= NE—N (13.47)

2
2 -j2mif]
1-=ae

Si le filtre H(Z) est de type RII, le modele est dit autorégressif 8 moyenne adaptée
(ARMA) et on peut également en déduire une estimation spectrale.

13.6 STRUCTURES DE PREDICTEUR

Les filtres RIF et RII peuvent étre réalisés par des structures en treillis, comme
indiqué au paragraphe 8.5. L’approche est particulicrement avantageuse en prédic-
tion linéaire. [3]

Les coefficients de prédiction sont données par la relation (13.42). L’inversion de
matrice qu'implique cette expression peut étre évitée par une procédure itérative.

L’algorithme de Levinson-Durbin fournit une solution du systeme (13.43) par
récurrence, en un ensemble de N étapes. Elle est initialisée en posant comme puis-
sance du signal d’erreur :

E,=r(0)
A I’étape de rang i (1 < i < N) les calculs suivants sont effectués :

1

ai=k;
ai=ai-'-kal-}; 1<sj<i-1 (13.48)
E,=(1-k2).E,_, (13.49)

A T’étape de rang N, les N coefficients a; sont obtenus par :

a,=al; 1<i<N

Le terme E, correspond a la puissance de I’erreur résiduelle avec un prédicteur
d’ordre i. D’autre part les valeurs des coefficients k; obtenues aux étapes précé-
dentes ne sont pas remises en cause a ’étape de rang i; la procédure est bien
séquentielle et le modele s’affine quand le nombre d’étapes, donc de coefficients
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augmente, car avec |k, < 1 la puissance de I'erreur diminue a chaque étape d’apres

la relation (13.49).

Les coefficients k; définissent completement le filtre et conduisent a un mode de
réalisation. En effet, le signal d’erreur a I’étape i est la suite ¢, (n) telle que :

e(m) =x(n)- 3 aix(n—J)
j=1

La fonction de transfert du filtre correspondant est maintenant désignée par

A, (Z) qui s’écrit donc :

i
A(Z)=1-3F alZ"
j=1

D’apres la relation (13.48), il vient :

A(Z)=A; (Z)-kZA;_(Z7)

Avec les éléments du paragraphe 8.5, en posant :

B, (Z)=2Z-0-DA, ((Z71)

on obtient :

A(Z)=A; (Z)-kZ7'B, ,(Z)

(13.50)

(13.51)

A la fonction B, (Z) correspond la suite b, (), pour laquelle on établit la rela-

tion :

bi(n)=b; 1(n-1)-k;.e;_1(n)

(13.52)

Finalement, les coefficients k; conduisent a une structure en treillis conforme a

la figure 13.3.

eg(n) (7 eq{n)
x(n) | ks ko
z7! z-
bO(n) b1(n)

Fic. 13.3.  Filtre de prédiction linéaire en treillis

e,(n)

bz(n)

La convergence de la procédure est assurée si les relations suivantes sont véri-

fiées :
k] <1; 1

(13.53)
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Une autre décomposition du filtre de prédiction est fournie par la méthode des
paires de raies spectrales, qui consiste a séparer la fonction de transfert en deux
parties, associées aux parties paire et impaire des coefficients. En prenant la récur-
rence (13.50) a 'ordre N+1 et en désignant par Py (Z) le polyndme obtenu avec
kny=1,1l vient :

Py (Z) = Ay (Z) - Z- 0D A (Z) (13.54)

De méme, en désignant par Qy(Z) le polynome obtenu avec ky, ,=-1:
On(Z2)=AN(Z) + Z-0ND A (Z7) (13.55)

Il s’agit bien d’une décomposition du polyndome A, (Z) puisque la somme des
2 relations précédentes donne :

Av@D)=1 [Py(2) + Qu(2)] (13.56)

et Py(Z) et Qy(Z) sont des polyndmes a coefficients ayant les symétries paire et
impaire respectivement. Ils sont a phase linéaire et, comme ils ne peuvent avoir de
zéros a ’extérieur du cercle unité en tant que prédicteurs, tous leurs zéros sont sur
le cercle unité. De plus, si N est pair, on vérifie les relations : Py (1) = 0 = Qy(-1).
Dot la factorisation :

N2
Py(@)=(1-2zY ¥ (1-2cosb,z7'+27?) (13.57)
i=1

N/2
On(@)=0+zY ¥ (1-2cosw,;z71+z72)
i=1

Les deux jeux de parameétres 6, et w;, 1 < i < N, donnent une nouvelle repré-
sentation des parametres de prédiction.

Si Z, = e est un zéro du polyndme Ay (Z) sur le cercle unité, c’est aussi un
zéro de Py (z) et Qy(z). Si ce zéro se déplace vers I'intérieur du cercle unité, les
zéros correspondants de Py (z) et Qy(z) se déplacent sur le cercle unité, dans des
directions opposées a partir de w, En fait une condition nécessaire et suffisante
pour que le polyndme Ay (z) soit a phase minimale est que les zéros de Py (z) et
Qy (z) soient simples et alternent sur le cercle unité.

L’approche ci-dessus conduit a une structure de réalisation du filtre de prédic-
tion donnée a la figure 13.4. Les fonctions de transfert F(z) et G(z) sont les fac-
teurs a phase linéaire des expressions (13.57). La structure se préte a une réalisa-
tion en cascade de cellules du second ordre et la propriété de phase minimale
globale est controlée en vérifiant I’alternance des coefficients des termes en z-'.
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x(n) = x(n—=1) |—| F(2)

x(n) e(n)

x(n) + x(n—1) |—| G(2)

Fic. 13.4.  Prédicteur a décomposition polynomiale

13.7 CONCLUSION

La matrice d’autocorrélation (AC) intervient directement dans la modélisation
avec le critere de I’ erreur quadratique moyenne minimale (EQMM). Bien qu’elle
n’apparaisse pas explicitement dans les algorithmes de filtrage adaptatif les plus
courants, ses valeurs propres, en particulier la valeur propre miunimale, condition-
nent le fonctionnement du systeme.

La matrice AC peut méme &tre utilisée directement pour obtenir une analyse spec-
trale a haute résolution du signal, par la méthode de décomposition harmonique
[4]. Dans cette méthode, le signal est modélisé par un ensemble de sinusoides dans
du bruit, les fréquences des sinusoides étant associées aux zéros du filtre propre
minimal, c’est a dire le filtre qui a pour coefficients les éléments du vecteur propre
associé a la valeur propre minimale. Par rapport a la prédiction linéaire, la décom-
position harmonique permet d’éviter le biais introduit par le critere des moindres
carrés.

La prédiction linéaire permet une analyse des signaux en temps réel et peut fournir
un mode de compression simple et efficace.
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EXERCICES

1 Soit le signal x(n)=2sin(nx/4). Calculer les 3 premiers éléments de la fonction
d’autocorrélation. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice AC de
dimension 3x3. Vérifier les relations 13.26 de décomposition et reconstitution de la matrice.

2 Le prédicteur du second ordre de fonction de transfert H(Z)=1-a,Z" —a,Z? est
appliqué au signal x(n)=2sin(nw) + b(n) ol b(n) est un bruit blanc gaussien de puissance
oZ. Donner I’expression de la puissance du signal en sortie du prédicteur. Par dérivation, en
déduire les expressions des coefficients de prédiction a, et a,. Comment évoluent ces valeurs
quand la puissance du bruit augmente.

3 Soit le signal suivant : x(n) sin(nw/4) + cos(n/3) . Calculer les 3 premiers éléments
de la fonction d’autocorrélation. En déduire les valeurs des coefficients du prédicteur du
second ordre. Placer les zéros du filtre de prédiction dans le plan des Z.

Donner I’expression du signal d’erreur de prédiction et calculer sa puissance.

4 Donner la décomposition polynomiale 4 symétrie paire et impaire du filtre de pré-
diction suivant :

1-AN(Z) = (1-1,6Z" +0,9Z2)(1-Z + Z-2)

Localiser les zéros des polyndmes obtenus. Comparer avec ceux du filtre de départ.
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Chapitre 14

Filtrage Adaptatif

Le filtrage adaptatif intervient quand il faut réaliser, simuler ou modéliser un sys-
teme dont les caractéristiques évoluent dans le temps. Il conduit a la mise en
ceuvre de filtres a coefficients variables dans le temps. Les variations des coeffi-
cients sont définies par un critere d’optimisation et réalisées suivant un algo-
rithme d’adaptation, qui sont déterminés en fonction de I’application. Il existe
une grande variété de criteres et d’algorithmes possibles [1-4]. Dans le présent
chapitre, est considéré le cas simple mais d’'une grande importance pratique du
critere de minimisation de I’erreur quadratique moyenne associé a I’algorithme
du gradient.

14.1 PRINCIPE DU FILTRAGE ADAPTATIF
PAR ALGORITHME DU GRADIENT

Le principe du filtrage adaptatif est représenté sur la figure 14.1; il correspond a
une opération effectuée sur un signal regu x (n) pour fournir une sortie dont la dif-
férence avec un signal de référence y(n) soit minimisée. Cette minimisation est
obtenue en calculant les coefficients du filtre pour chaque nouvel ensemble de
données, référence et signal recu.
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*(n) ) y(n)
FILTRE
PROGRAMMABLE > @‘*
signal -

d’entrée TT référence

ALGORITHME DE
MISE A JOUR
DES COEFFICIENTS

e(n)

Y

A

Fic. 14.1. Principe du filtrage adaptatif

Ainsi, en supposant qu’a I'indice n, n ensembles de données aient été recus,
les coefficients du filtre adaptatif supposé de type RIF, représentés par le vecteur
H (n), qui minimisent la fonction cofit quadratique J (n) définie par :

1) = %, [3(p) - H )X ()] (14.1)
ol X (p) est le vecteur colonne d’éléments
x@),x(p-1),...x(p+1-N),

sont donnés, en reprenant les calculs du paragraphe 13.4, par I’équation :

H(n) =Ry! (n)1,,(n) (14.2)

L’estimation de la matrice d’autocorrélation du signal recu peut s’exprimer com-
modément sous la forme :

. . x(p)
Ry(= E X()X(p)= X | *P7D He(p),x(p+ 1-N)]
x(p i1 -N)

(14.3)

De méme, I’estimation du vecteur d’intercorrélation entre référence et entrée
s’écrit :

L) = T (pX() (14.4)
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Quand le nouvel ensemble de données {x(n + 1), y(n + 1)} devient disponible, le
vecteur des coefficients H (n + 1) peut étre calculé a partir de H (), par une mise a
jour. En effet, d’apres les relations (14.3) et (14.4) il vient :

Ry(n+1)=Ry(n) +X(n+1)X'(n+1);

(14.5)
ryx(n +1)= ryx(n) +X(n+1)yn+1)

Et par suite :
Ry(rn+DH@E+1) =1, (n+1)=1,(n)+X(n+1)y(n+1)
soit :
Ry(n+1)HMm+1)=Ry(n)H@n)+X(n+1)y(n+1)
soit encore :
Ry(n+1)HM@m+1)=[Ry(n+1)-Xn+ DX (n+1D)H®) +X(n+1)yn+1)
et finalement :
Hur+1)=H®) +Ry'(n+1)Xn+1)[y(n+1)-H' (n)X(n+1)] (14.6)
Il est intéressant de remarquer que la quantité :
e(m+1l)=y(n+1)-H' (n)X(n+1) (14.7)

représente I'erreur en sortie du systeme, calculée a I'indice (n + 1), avec les coeffi-
cients H(n) obtenus a I’indice n; cette erreur est appelée I’erreur «a priori», alors
que le mé&me calcul avec H (n + 1) correspond a I’erreur dite «a posteriori ».

Les algorithmes dans lesquels les coefficients sont, a chaque valeur de I'indice,
calculés par la récurrence (14.6) sont les algorithmes de moindres carrés.

Des algorithmes simplifiés, mais d’un grand intérét pratique, sont obtenus en rem-
placant la matrice Ry! () par la matrice diagonale 8y, ol 8 est un réel que I’on appelle
le pas d’adaptation. La mise a jour des coefficients est alors faite par I'équation :

Hrn+1)=H({m)+dX(n+1)e(n+1) (14.8)

L’algorithme ainsi obtenu est appelé algorithme du gradient, car la quantité
1
- X(n + 1)e(n + 1) représente le gradient de la fonction 5 e2(n + 1), c’est-a-dire

de la valeur instantanée de I’erreur quadratique. Ainsi la modification des coeffi-
cients est faite dans la direction du gradient de ’erreur instantanée, mais avec le
signe inverse, ce qui correspond bien a la recherche d’'un minimum. Cette procé-
dure est analogue a la méthode dite de plus grande descente en optimisation.

Dans des conditions stationnaires, le vecteur des coefficients converge, en
moyenne, vers la solution théorique. En effet la relation (14.8) peut aussi s’écrire,
compte tenu de la définition de ’erreur :

H(n+1)=[Iy-8X(n+ )X (n+ 1)]H(n) + X (n + 1)y(n + 1) (14.9)



378 14 » Filtrage Adaptatif

En prenant I’espérance des deux membres, puisque :
Ry=E[X(n)X'(n)]; 1, =E[y(n)X(n)] (14.10)

ou Ry est la matrice d’autocorrélation du signal regu et r,, le vecteur des N pre-
miers éléments de la fonction d’intercorrélation entre référence et signal recu, il
vient, quand » tend vers I'infini :

E[H(x)] = H,, = Ry, (14.11)

Ainsi I’algorithme du gradient converge en moyenne vers la solution optimale
H,,, d’ot la dénomination également de gradient stochastique. Le critere de mini-
misation correspondant est le critere des moindres carrés moyens.

Une fois la convergence obtenue, les valeurs optimales des coefficients s’expriment
par la relation (14.11).

La valeur minimale E _; de I’erreur quadratique correspondant a I’ensemble des
valeurs optimales des coefficients s’exprime également en fonction des signaux
y(n), x(n) et de leur intercorrélation comme indiqué au paragraphe (13.4).

Le schéma du filtre adaptatif obtenu est donné a la figure 14.2. Les variations des
coefficients sont calculées par multiplication pour chaque valeur de 1’écart e (n) et
accumulées.

x{n)
° T 7/ £ T
g]ﬁ
- 30 \7
T
L

O— -

FiG. 14.2.  Filtre RIF adaptatif en structure directe

Le choix de la valeur § dans (14.8) résulte d’un compromis entre la rapidité de
convergence et la valeur de I’erreur résiduelle quand la convergence est obtenue.
Ces deux caractéristiques vont étre étudiées successivement, mais il faut d’abord
examiner les conditions de convergence.
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14.2 CONDITIONS DE CONVERGENCE

Le cas d’un systéme parfaitement dimensionné et sans bruit de mesure est consi-
déré d’abord. C’est-a-dire qu’aprés convergence, ’erreur résiduelle est nulle. En
désignant le vecteur d’écart des coefficients par AH(n) = H,, — H(n), on peut
écrire a I'instant n :

AH(n +1)=AH(n) - de(n + HNX(n+1) (14.12)
On a également:
y(n+1)=H{ X(n+1); e(n+1)=AH(n) X(n+1) (14.13)
La norme du vecteur d’écart des coefficients s’écrit :

IAH(n + 1D)[13
= |[AH(®)|5 + 8%e2(n + 1) X'(n + 1) X (n + 1) = 28e(n + 1) AH(n) X(n + 1)

et, en utilisant (14.13) :

[AH(7 + 1)|3 = |[AH(n)|3 + 82 (n + 1) [§ X! (n + 1) X (n + 1) - 2] (14.14)

Une suite monotone décroissante est obtenue et la convergence est garantie si
les conditions suivantes sont vérifiées :

2
0<8< RSV CESY (14.15)

On peut en déduire les conditions pour le choix du pas d’adaptation :

2

0<3< N.max [x2(n)]

(14.16)

Pour des signaux a facteur de créte élevée et pour des nombres de coefficients
N dépassant quelques unités, la borne supérieure peut étre trop limitative et
conduire a une adaptation lente.

En considérant la moyenne des écarts et en prenant ’espérance des deux
termes de la relation (14.14), en supposant I'indépendance entre e*(n + 1) et
X{n + 1)X(n + 1), il apparait que la convergence ne peut pas se produire si les
conditions suivantes ne sont pas vérifiées :

2
0<d< N—Gﬁ (14.17)
ol 62 désigne la puissance du signal d’entrée.
Les deux bornes supérieures (14.16) et (14.17) sont reliées par le facteur de

créte F, du signal d’entrée et, dans les applications, on peut retenir une valeur
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intermédiaire, par exemple (14.17) avec une marge. A noter que dans le cas de
signaux gaussiens, la convergence est démontrée pour :

1 1

0<d< 3

3 N—O')% (14.18)

Si I’on introduit un bruit de mesure, le schéma est celui de la figure 14.3.

Hopt Q he
b(n)
o / - y(n)
y(n)
H(n)
e(n)

Fic. 14.3.  Filtre adaptatif avec bruit de mesure

L’erreur de sortie s’écrit :
en+1)=AH'(n) X(n+1)+b(n+1) (14.14)

Le bruit b (n) est de moyenne nulle et a pour puissance 67. L’écart quadra-
tique des coefficients satisfait la relation de récurrence suivante :

|[AH(n + 1)|3 = [|[AH(R)|5 + 8€2(n + 1) [§ X (n + 1) X (n + 1) - 2] (14.20)
+28b2(n+1)+28b(n+1)AH (n) X(n + 1)

Le bruit b (n) étant non corrélé avec le signal, le dernier terme du membre de
droite est nul en moyenne et la condition de convergence s’obtient en prenant I’es-
pérance des deux termes de (14.20) :

ONo2-2]Ezx +202<0 14.21
X R b

en désignant par E ’erreur quadratique moyenne.
Alors, la convergence s’arréte quand 1’égalité suivante est vérifiée :
2
_Sh
)
2
1- ?N o

Ejg = (14.22)

c’est-a-dire qu’apres convergence, il subsiste une erreur résiduelle de puissance Eg
et la puissance du bruit 6} correspond a I’erreur quadratique minimale E_;, celle
qui est atteinte quand les coefficients ont la valeur optimale H . Cette erreur rési-
duelle est analysée dans le cas général au paragraphe 14.4.

opr
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La stabilité étant assurée, il est intéressant d’évaluer la rapidité de conver-
gence et de faire apparaitre la constante de temps du filtre adaptatif.

14.3 CONSTANTE DE TEMPS

Soit d’abord un filtre a un seul coefficient 4, (n). Dans ces conditions, I’équation
d’évolution (14.9) s’écrit :

hi(n+1)=[1-8x2(n+1)]hy(n)+dx(n+1)y(n+1) (14.23)

Le coefficient de ce filtre a pour valeur moyenne b = 1 — §62. Pour une estimation
globale de ses caractéristiques, ce filtre peut étre assimilé a une cellule RII du pre-
mier ordre a coefficient fixe égal a b. Alors, pour § petit la relation (6.5) donne la
constante de temps :

Ce résultat peut, sous certaines conditions, se généraliser a un filtre & N coefficients.
Soit [ou(n)] le vecteur d’écart défini comme suit :

[o(r)] = M[H,,, — H(n)] (14.24)

ol M est la matrice de rotation qui intervient dans la diagonalisation de Ry donnée
par ’équation (13.26).

En utilisant (14.11), on vérifie que ’équation d’évolution des coefficients (14.9)
s’écrit, dans I’espace transformé et en moyenne :

E[o(n + 1)] = [Iy - Sdiag(L,)] E[o((n)] (14.25)

Ce systeme correspond a N constantes de temps :

1
= 14.26
K S\, ( )

et il montre que c’est la plus petite valeur propre A, de la matrice d’autocorréla-
tion du signal d’entrée qui détermine le temps de convergence du filtre adaptatif.
Le cas le plus favorable est celui ou le signal d’entrée est un bruit blanc car,

alors, toutes les valeurs propres sont égales a la puissance du signal et 'on a :

1
T=— 14.27
. (1427)
Cette expression donne une estimation de la constante de temps du filtre
adaptatif qui est ainsi inversement proportionnelle au pas de variation des coeffi-
cients. Les équations d’évolution des coefficients se simplifient dans ce cas, de méme
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que I’évolution de I’erreur quadratique moyenne E (n). Pour cette derniére, en
supposant nulles les valeurs initiales des coefficients, il vient :

E(m)=(1-8 o)™c? (14.28)

ol ¢ désigne la puissance du signal de référence. Une illustration est donnée a la
figure 14.4.

Erreur quadratique moyenne
12 T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps:n

Fic. 14.4. Evolution de "EQM pour un bruit blanc en entrée

Dans les applications, on recherche souvent la plus grande rapidité d’adapta-
tion et I’on souhaite donc donner au pas d’adaptation la plus grande valeur pos-
sible.

La condition (14.17) donne une valeur maximale pour le pas d’adaptation qui,
avec les hypotheses faites, correspond a une limite de convergence, c’est-a-dire que
si 6 dépasse cette limite, I’erreur quadratique s’accroit, en moyenne.

Une illustration géométrique simple, basée sur une représentation de la sur-
face d’erreur supposée symétrique, montre que la plus grande rapidité d’adapta-

tion est obtenue pour la moitié de cette limite, soit 6 = Ce résultat se démontre

o2
analytiquement a partir de ’approche donnée au paragraphe suivant. Dans ces

conditions la constante de temps satisfait I'inégalité :

1, =N (14.29)
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Pour compléter I’étude du filtre adaptatif, il faut encore évaluer I’erreur rési-
duelle apres convergence, dans le cas général, c’est-a-dire avec dimensionnement
imparfait et bruit de mesure.

14.4 ERREUR RESIDUELLE

Apres une phase transitoire correspondant a la convergence, les coefficients du
filtre adaptatif évoluent en permanence autour de leur valeur optimale, car le pas
de variation d reste constant, ce qui d’ailleurs est la condition d’adaptation perma-
nente du systeme. Il en résulte que I’erreur résiduelle Eg, définie comme la limite
de ’espérance de I'erreur quadratique E (n) quand n tend vers l'infini, reste supé-
rieure a la valeur minimale E_; .

L’erreur résiduelle Eg; est évaluée en considérant I’évolution du vecteur
[oc(n)] défini par ’équation (14.24) :

[o(n + 1)] = [ou(n)] - SMX (1 + 1)e(n + 1) (14.30)

Pour estimer la valeur des carrés des éléments du vecteur [o(n)], il est com-
mode de considérer la matrice [o(n)] [o.(n)]* dont la diagonale est constituée des
éléments cherchés.

Il vient :

[a(n+1)] [o(n+1)] =[a(n)] [a(n)] -20MX(n + 1)e(n + 1) [o(n)]!
+8%2e?(n+ H)MX(n+ D)X (n+1)M* (14.31)

L’erreur e(n + 1) s’exprime en fonction de [o.(n)] par :
em+1)=yn+1)-H X(n+1)+ X' (n+1)M'[o(n)]

opt

En fait I’évolution du systeme est commandée par ce couple d’équations. Afin
d’obtenir des résultats utiles, il est nécessaire de faire des hypotheses simplifica-
trices.

Les variables suivantes sont supposées indépendantes :

e ’erreur pour les valeurs optimales des coefficients;
e le vecteur des données : X (n + 1);
* I’écart des coefficients par rapport a 'optimum : H (n) — H.
Ces hypotheses ont pour conséquence :
E[[y(n+1)-H, X(n+1D]Xn+1)M[a(n)]]=0 (14.32)

opt
En prenant ’espérance des deux membres de ’équation (14.31), il vient :
E{lo(n+ 1] [o(n + )]} = [Iy - 28 diag (&) E{[o(n)] [o.(m)]")
+02E (n) diag(};) (14.33)
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Et quand # tend vers 'infini, apres la phase transitoire :
)
E{la.(e0)] [a(0)} = 5 E(0) Iy (14.34)

D’apres la définition (14.24) du vecteur [o.(7)], il vient aussi :

)
E{[Hop = H ()] [Hop —H ()]} = 5 E(0) Iy (14.35)

Donc, apres convergence, les écarts des coefficients sont indépendants et ont
méme variance.

Il faut maintenant appliquer ces résultats au calcul de la puissance de I’erreur
résiduelle.

Pour un écart AH(n) des coefficients, ’erreur résiduelle correspondante
s’écrit :

E(n) = Ey, + AH(n) RyAH(n) (14.36)
ou encore, avec (14.24) :
E (1) = Epy, + [0.(n)]* diag (A) [ou(n)] (14.37)
En effectuant les produits, il vient :
N-1
E(n)=Epy+ X Mo (n) (14.38)

Comme les écarts des coefficients ont méme variance, on peut faire une mise
en facteurs et, en utilisant I’expression (14.35), il apparait que I’erreur résiduelle a
I'infini Eg est donnée par :
Eg= ——n (14.39)
1- 3 No?

A noter que ’on retrouve ainsi la condition de stabilité (14.17).
En pratique, compte tenu de la marge généralement prise sur le pas d’adapta-
tion §, ’approximation suivante peut étre faite :

)
Er = E.in (1 + 5 NG%) (14.40)
En fonction de la constante de temps, avec la relation (14.27), il vient :
NT
Er=En|l+ 5= 14.41
R min ( + 21 > ( )

e

Le compromis entre constante de temps et écart résiduel apparait ainsi clairement;;

T est la période d’échantillonnage considérée jusqu'ici comme égale a I'unité.
L’accroissement d’erreur résiduelle due au pas d’adaptation & correspond en

fait a un bruit de gradient.
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Le fonctionnement d’un filtre adaptatif peut étre illustré par le prédicteur
d’ordre 2 défini par les équations suivantes :
en+)=x(n+1)-a,(n)x(n)-—ay,(n)x(n-1)
a,(n+1)=a,(n) +dx(n)e(n +1) (14.42)
a,(n+1)=a,(n) +dx(n-1)e(n+1)
T
7 avee des valeurs nulles pour les coeffi-
cients a 'origine, I’évolution de I’erreur et celle des coefficients sont données par la
figure 14.5. Les valeurs optimales des coefficients correspondent a un filtre RIF

En prenant comme signal x (n) = sin n

ayant un zéro sur le cercle unité a la fréquence ge, pour annuler le signal d’entrée.

a)

x(n) : z-1 z-1

aq(n) as(n)

e(n) @ (+)

a) Schéma du prédicteur du second ordre

b)
15 e(n)

n
-1 L L A I |
0,0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

b) Erreur en sortie
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c) _3
— T | T -16
/
4
ZEROS 5 -1.8
/ ] :;" \ COEFFICIENTS
/ \
-1 1 0.0
\ / '
\ 2l | 1/ N
--,_“ -0.8 -
L -16
+3

¢) Evolution des coefficients

Fic. 14.5. Filtre de prédiction du second ordre

14.5 PARAMETRES DE COMPLEXITE

Les parametres de complexité des filtres adaptatifs sont les mémes que ceux
des filtres a coefficients fixes, c’est-a-dire principalement la cadence des multiplica-
tions, le nombre de bits des coefficients et des mémoires internes.

Les limitations du nombre de bits des coefficients et des données internes
contribuent a augmenter I’erreur résiduelle qui prend la valeur Eg. Les spécifica-
tions sont généralement données par un gain minimum du systeme, c’est-a-dire
que le rapport de la puissance du signal de référence 6§ a lerreur résiduelle totale
Eg doit excéder une valeur imposée G2 :

% =G (14.43)

La constante de temps 1,, si elle est imposée, doit étre compatible avec le gain
minimum du systeme pour que le filtre soit réalisable avec la technique du gradient.

La donnée des parametres du filtre adaptatif G et 1, permet de calculer le
nombre de bits des coefficients et des données internes pour chaque structure,
I’ordre du filtre étant choisi suffisamment grand pour que I’écart minimal E_;, soit
lui-méme suffisamment faible et permette de satisfaire (14.43).

Dans le cas du filtre RIF réalisé en structure directe comme sur la figure 14.2,
on effectue généralement les arrondis a la sortie des multiplieurs et le schéma
devient celui de la figure 14.6.
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x(n}

| I —]z1

anin
+ ag(n _V on)

yin) /7 y(n)

Fic. 14.6.  Filtre adaptatif RIF avec limitation des coefficients et données internes

Le bruit associé a I’arrondi des données internes avec le pas g, correspond a
2

I’addition de la puissance N % al’erreur minimale E

Si les coefficients sont quantifiés avec le pas g, les erreurs d’arrondi ainsi pro-
duites correspondent a un vecteur qu’il faut introduire dans I’équation d’évolution
des coefficients. En admettant que les erreurs d’arrondi sont indépendantes des

autres signaux et entre elles, il en résulte dans (14.33) un terme supplémentaire
2

égal a % I et ’équation (14.34) devient :

1 2
Bl [1(a)l = 5 BTy + 35 1 diag 1 | (14.44)

1

Toutes opérations faites, I’erreur résiduelle totale Eg s’écrit :

1 2 N 2
Epr= — [Emin +NE ﬂ] (14.45)
5 2 212
1 ~3 No?

Et pour des valeurs petites des pas d’adaptation et de quantification, on peut faire
I’approximation :

N.d.02 N g} 3
76) B NE (14.46)

Epr=E . [1+ —_
Kb i ( 2 28 12 12
Les valeurs relatives des 4 termes qui interviennent dans cette expression peu-

vent étre choisies en fonction de chaque application. Une option courante consiste
a considérer que E_;, est le plus important et que I’erreur résiduelle supplémen-
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taire due au pas d’adaptation & est égale au bruit introduit par les arrondis
internes, c’est-a-dire :

1 N.5.62 N g} G
5 -Emin- ~=— —=N_—= 14.47
2 min 2 26 1 12 ( )
Si b, est le nombre de bits des coefficients et &, 'amplitude du plus grand coeffi-
cient,ona:
ql = hmax'zlib(
Dans ces conditions :
22bc — g hlznax
3 82.E,;,-02

Avec I’hypothese que E;, est le terme prépondérant dans (14.46), c’est-a-dire que
l'ona:

2 ~ G2
G*.E,;, =0}

et en introduisant la constante de temps, il vient approximativement :

o
b.=1log2(t,) +10g2(G) + log 2<hmax. G—x) (14.48)
y

c
Le terme (hmax. ?si) dépend du gain du systeme, du signal et de I'ordre du

filtre, il faut le déterminer pour chaque application.

L’expression (14.48) montre que le nombre de bits des coefficients est directe-
ment li€ a la constante de temps et au gain du systeme.

De la méme maniere, les expressions (14.47) permettent de déterminer le
nombre de bits des données internes b; en posant :

g, =Max{fx(n)|, [y (n)[}.2' =P

Avec I’hypothese 62 = 62, qui correspond notamment au cas de la prédiction
linéaire et de I’annulation d’écho, en prenant la valeur 4 pour facteur de créte du
signal x (n) comme dans le cas gaussien, il vient :

q,=4.0,.21-bi

et ensuite :

22bi =04 1

W &~

E. -0

min *

En introduisant les parametres du systéme, on obtient approximativement :
b;=2+1log?2 ( Ox

L= + 10 _—

i g2\

) +1log2(G) + % log2(t,) (14.49)
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Les expressions (14.48) et (14.49) permettent de guider les concepteurs de sys-
temes dans les options de réalisation.

14.6 ALGORITHMES NORMALISES
ET ALGORITHMES DU SIGNE

La constante de temps d’un filtre adaptatif et son erreur résiduelle sont liées a la
puissance du signal d’entrée x (n). Quand cette puissance peut varier dans des pro-
portions importantes, on peut modifier I’adaptation comme suit :

H(r+1)=H(n) + X(n+1)em+1) (14.50)

Xin+1)X(n+1)

C’est un algorithme dit normalisé. On peut vérifier qu’il conduit a une erreur a
posteriori nulle si 6 = 1.

En pratique, plutdt que calculer le produit scalaire X‘(n + 1) X (n + 1) on peut
faire une estimation récursive de la puissance, ce qui conduit a :

P(n+1)=(1-¢)P.(n)+ex?(n+1)
(14.51)
dX(n+1e(n+1)

P.(n+1)

Hr+1)=H(n) +

Le parametre € de I’estimation récursive est choisi en fonction des variations
de la puissance du signal. Il doit au moins étre de I’ordre de I'inverse du nombre de
coefficients N du filtre.

Dans certaines applications, il est important de minimiser les opérations et on
utilise alors des algorithmes simplifiés dans lesquels les variations des coefficients
sont fonction du signe des termes e (n) ou x (1), ou encore des produits e(n).x(n —i);
ce sont les algorithmes du signe. La réduction de complexité ainsi obtenue se paie
par une dégradation de certaines performances du systéme [2].

Soit par exemple I’algorithme d’adaptation suivant pour les coefficients :

h(n+i)=h;(n)+A.e(n+1).signe[x(n+1-i)] (14.52)

Pour x non nul,on a:

| =

signe [x] = |

Si la loi de probabilité de 'amplitude du signal x (n) est symétrique, en toute
premiére approximation on peut remplacer |x (n)| par la valeur efficace o,. Il en
résulte que les variations données par 1’expression (14.52) sont comparables a
celles données par (14.8) avec :

=
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Poursuivant dans cette voie, on peut réduire les variations des coefficients a
une valeur constante en prenant le produit des signes :

h;(n+1)=h;(n) + A.signe[e(n + 1)].signe[x(n + 1 -i)] (14.53)

Les variations sont alors comparables a celles données par (14.8) avec :

5 = (14.54)

A partir de valeurs nulles des coefficients, dans la phase de convergence du filtre,
on peut considérer que 6, = G, et la constante de temps T, pour l'algorithme du
signe considéré peut s’exprimer par :

S 14.55
> (1455)

B> =

T, ==

s

Apres convergence on peut prendre 62 = E_ ; si le pas de variation est suffi-

'min »

samment petit et pour I'erreur résiduelle Egg dans I’algorithme du signe, il vient :

NA o

5 - \/En') (14.56)

L’erreur résiduelle se trouve ainsi augmentée par rapport a I’algorithme du gra-
dient, ce qui conduit a prendre pour A des valeurs faibles. Il faut également noter
que la condition de stabilité (14.17) se traduit, en considérant la relation (14.54),
par I'inégalité suivante :

Egs = Enin (1 +

7

A<

min (14.57)
(¢}

X

Z| ™

qui fait apparaitre une limite inférieure de I’erreur résiduelle et peut conduire a de
tres petites valeurs de A. D’ailleurs, en pratique, on modifie généralement 1’équa-
tion (14.52) pour effectuer les variations comme suit :

h(n+1)=(1-¢).h;(n)+Asigne [e(n+1).x(n+1-1)] (14.58)

La constante €, positive et faible, introduit une fonction de rappel a zéro des
coefficients en I’absence de signal.
De plus, dans ces conditions les coefficients sont bornés par :

h)|<2: 0=i=N-1 (14.59)
€

Cependant, cette modification contribue a augmenter I’erreur résiduelle. En effet il
en résulte un biais sur ’estimation des coefficients, car au lieu de (14.11) on a :

E[H ()] = [% I+RN]_1.E[y(n).X(n)] (14.60)
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L’augmentation correspondante de ’erreur résiduelle se calcule alors par une expres-
sion semblable a (14.36).

Le choix des constantes € et A est a faire en fonction des performances a
atteindre dans chaque cas. Un choix raisonnable consiste a prendre € plus petit que
A, par exemple d’un ordre de grandeur.

Les filtres adaptatifs étudiés dans les paragraphes ci-dessus sont de type RIF
en structure directe. C’est une approche simple et robuste, tres utilisée. En fait,
comme pour les filtres a coefficients fixes on peut faire appel a d’autres structures.

14.7 FILTRAGE RIF ADAPTATIF
EN STRUCTURE CASCADE

Dans certains problemes de modélisation ou d’automatique, il est important de
connaitre les racines de la fonction de transfert en Z du filtre adaptatif.

Il est alors commode de faire appel a une réalisation par mise en cascade de L
cellules du second ordre H;(Z), 1 <i <L, telles que :

H;(Z)=1+aiZ ' +a}Z"?
En effet d’apres les résultats du chapitre VI, si les zéros de cette cellule Zi et
7% sont complexes, on a :
Z4=7Z{; ay=Z{|* aj=-2Re(Z))
Soit un filtre adaptatif dont la fonction de transfert H(Z) s’écrit :
H(Z)= ﬁl (1+aiZ-"+aiZ7?) (14.60)
i-

A partir d’'un ensemble donné de valeurs des coefficients il faut appliquer des
variations proportionnelles au gradient de la fonction d’écart E (A), pour minimi-
ser l’erreur quadratique moyenne. Compte tenu de la relation de définition de
E(A),il vient :

9E 2 Moot W) k=12
- = n)=v(mn]. T =1L 14.61
TN nl_l [y () -y (W] "gaf =izl (14.61)

Pour calculer le terme gi tel que :

9y ()

8k(n) = ==
‘ daj,

on peut faire appel a ’expression de y (n) obtenue par transformation en Z inverse
a partir de la transformée X (Z) de la suite x (n). Il vient :
y(n)= o J Zn-1 Z(1+a Z-1'+ai7-2).X(Z2).dZ
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ou I" est un contour d’intégration convenable. D’ot :

ay (n 1 L

yn) _ —J Zn1.72-% T1 A +alZ-'+ab Z-?).X(Z).dZ

daj, 2 Jr i=1

[#1i
Ou encore :

ay(n 1
yn) _ —f Zn-1.7-k, HZ) 2.4z (14.62)
dal 2nj ¢ 1+aiZ-'+alZ-?

c’est-a-dire que pour former le terme g} (n), il suffit d’appliquer la suite ¥ (n) a une
cellule récursive dont la fonction de transfert est I'inverse de celle de la cellule de
rang i; c’est une cellule avec les mémes coefficients, mais de signe opposé. Le
schéma correspondant est donné par la figure 14.7. Les variations des coefficients
sont calculées par les expressions suivantes :

=12

daj(n)=3.gi(n).[y(n) -y (n)]: ]fg S L (14.63)

Le filtre ainsi obtenu est plus compliqué que celui du paragraphe précédent,
mais il fournit tres simplement la position des zéros du filtre, qui, en raison de la
présence d’une partie récursive doivent étre a 'intérieur du cercle unité dans le
plan des Z pour assurer la stabilité du systeme.

Les techniques élaborées pour les filtres RIF s’étendent aux filtres RII.

e
xé\l e(n)

*-—>

X(.I'L‘ H4 Hy F----- — Hl. —o~—_>®41£n)
y

(n)

o1 T

g: (n) g;(n) g‘{(n) g'i(n)

gy (m)

+

Z—‘I

g (n)

Fic. 14.7.  Filtre RIF adaptatif en structure cascade
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14.8 FILTRAGE ADAPTATIF RII

Les coefficients d’un filtre RII peuvent étre calculés pour des spécifications dans le
temps en utilisant comme au paragraphe 7.3, la technique de minimisation de ’er-
reur quadratique moyenne dans une procédure itérative. Des algorithmes pour
I’adaptation des coefficients aux évolutions d’un systeme dans le temps s’en dédui-
sent, comme pour la structure RIF.

Un systeme linéaire peut étre modélisé par un filtre RII purement récursif de
fonction de transfert en Z, G (Z) telle que :

1
K

1+2X b, Z°k
k=1

G(Z)=a,. (14.64)

Dans ce cas, le modele est dit autorégressif (AR). Cette approche trés intéres-
sante et commode, est encore convenable si la meilleure représentation du systéme
correspond a une fonction de transfert en Z, H(Z) quotient de deux polyndmes et
telle que :

N(Z)

12=5z)

ou N (Z) a tous ses zéros a I'intérieur du cercle unité et est ainsi a phase minimale.
En effet, dans ce cas on peut écrire, pour un entier M convenable :

1 M _
N@Z) 1+ igl V4

Alors il suffit de prendre pour le degré K du dénominateur de la fonction
G (Z) une valeur suffisante pour représenter H(Z). La présence de zéros intérieurs
au cercle unité dans le systéme, conduit a une augmentation du nombre de poles
du modele [1].

Le filtre RII général correspond a un modele dit autorégressif a moyenne
adaptée (ARMA). C’est ’approche la plus générale pour modéliser un systeme
linéaire. La sortie du filtre RII dont il faut calculer les coefficients pour approcher
une suite y (n), sur un ensemble de N, indices, s’écrit :

L K
y(n) :lgoa,x(n—l) —kglbki(n—k) (14.65)
La fonction d’erreur E (A, B) s’exprime par :
1 No-1 5
E(A,B)= 20 [y(n) -y (n)]? (14.66)
0 n=

A partir d’un ensemble de valeurs de coefficients, pour minimiser la fonction
d’écart suivant I’algorithme du gradient, il faut donner aux coefficients des varia-
tions proportionnelles au gradient de la fonction E (A, B) et de signe opposé.
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La présence d’une partie récursive introduit des complications. En effet, le calcul
du gradient conduit aux expressions :

oE 2 N1 8y (n)

N I @I 0<i<L

E N, - e
27,(:— § [y () =5 (n)] %’Z); l<k<K
avec
ay(n) _ _ _ K Bi(n—k)
Bal =X (l’l l) k§1 bk- T (14.67)
dy (n) K V(n—k
b, =—?(n—k>—k§1bk.%bk> (14.68)

Pour faire apparaitre le mode de réalisation des relations (14.67) et (14.68),
on pose :

L
-1
H(Z) ’Zzoalz - N@)
- K - D(2)
1+2X b, Z°k
k=1
Il vient :
1
y(n)= Z—MJ Z"-1H(Z).X(Z).dZ
et par suite :
9y (n) 1 J 1
=—— | Z"1.Z-". X(Z).dZ 14.
da, 2rj Jr "D(Z) 2).d (14.69)

0y _ 1L (. D

Le gradient est ainsi calculé a partir de la suite obtenue en appliquant les suites

1
x(n) et ¥ (n) aux circuits correspondant a la fonction de transfert DD
Une approche simplifiée conduit a ignorer les seconds termes dans (14.67) et
(14.68) ce qui correspond a la réalisation la plus simple :

da,(n)=08.[y(n)-y(n)].x(n-1); 0=<I<L (14.71)
dby(n)==8.[y(n)-y(m)].y(n-k); 1<k<K

Le schéma correspondant est donné par la figure 14.8.
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"‘.’1. Ztal x{n-t) y(n)

L=0 "~
y(n) e(n)
. »é}—» X5 |
‘_ Z" by ¥(n-k)

k=1 ?

Fic. 14.8.  Filtre RII adaptatif en structure directe

Y

Pour chaque valeur de l'indice n, les coefficients a; et b, sont incrémentés
d’une quantité proportionnelle au produit de I’erreur

e(n)=y(n)-y(n)parx(n-1)ety(n-k)respectivement.

L’étude de la stabilité et des parametres de ce type de filtre adaptatif est plus
délicate que pour le filtre de type RIF [5].

Cependant la stabilité d’un filtre RII est facile a contrdler quand il est réalisé
par une cascade de cellules du second ordre, ce qui de plus offre les avantages indi-
qués dans un précédent chapitre pour la réalisation.

Soit un filtre réalisé par une cascade de cellules de second ordre et de fonction
de transfert G (Z). Dans le cas autorégressif, il vient :

L 1
G =
(@) =a 1:[1+bZ1+bZ2

(14.72)

Pour controdler la stabilité d’un tel filtre, il suffit de s’assurer que les conditions
suivantes sont remplies, d’apres le paragraphe 6.7 :

bi| <1; |pil<1+bf; 1<is<L; (14.73)

Comme précédemment, le calcul du gradient de la fonction d’erreur nécessite
la connaissance du terme g} tel que :

(= 2

Considérant que :

X(2)dZ

1 L 1
iy an
yn)= anj aOl:[1+bzl+bZZ
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on obtient :

CIOJN Y PSR S
b} 2nj Jr7 1+ biZ T+ by 272

.G(2).X(2)dZ

Cette expression signifie que les termes g} (n), avec k =1,2et 1 <i <L, sont
obtenus en appliquant la suite y (n) a la cellule récursive de rang i. Le schéma cor-
respondant est celui de la figure 14.7, ou les cellules de second ordre non récursives
sont remplacées par les cellules récursives. Pour chaque valeur de I'indice n la sta-
bilité du systeme est testée par les relations (14.73).

La méthode qui vient d’étre exposée s’applique aussi au modele ARMA, pour
lequel elle conduit a des circuits un peu plus compliqués.

Les techniques utilisées dans les paragraphes précédents procédent par mini-
misation globale de I’erreur quadratique moyenne. Il est possible d’obtenir une
minimisation séquentielle, étape par étape, en utilisant la structure des treillis.

Le filtre en treillis de la figure (13.3) peut étre adapté a chaque valeur de I'in-
dice par un algorithme de gradient; en effet les signaux en sortie des cellules élé-
mentaires s’écrivent :

e(n)=e,_(n)—kb,_;(n-1)

bi(m) = by (1= 1)~ ey, (n) (1479
et les gradients ont pour expressions :
2
6ei—(n) =-2¢;(n)b;_y(n-1)
) (14.75)
P 20, mye, ()

1

Alors, les variations suivantes peuvent étre appliquées aux coefficients en suppo-
sant que ’on cherche & minimiser les fonctions E [e?(n) + b?(n)], pour 1 <i<N:

ki(n+1)=k;(n) +8;(e;,(n)b; _y(n—-1)+b;(n)e;_,(n)) (14.76)

Comme la puissance des signaux e;(n) et b;(n) décroit avec l'indice i, le pas de

variation §; doit étre relié a cette puissance pour obtenir ’homogénéité des
constantes de temps.

14.9 CONCLUSION

Des techniques pour concevoir et réaliser des filtres adaptatifs ont été présentées.
Elles sont basées sur 1’algorithme du gradient, qui constitue I’approche la plus
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simple et la plus robuste pour faire varier les coefficients. La structure RIF directe
a été étudiée en détail, en faisant apparaitre les parametres d’adaptation, constante
de temps et erreur résiduelle, et de complexité, cadence des multiplications et
nombre de bits des coefficients et des données internes; c’est la structure la plus
utilisée. D’autres structures peuvent, dans certains cas, présenter des avantages
intéressants, les structures RII, mixtes RIF-RII ou en treillis. L’analyse des condi-
tions de stabilité de ces structures, I’étude des parametres d’adaptation et de com-
plexité peuvent se faire en suivant une démarche analogue a celle décrite pour la
structure RIF.

L’algorithme du gradient amene une évolution relativement lente des valeurs
des coefficients du filtre, notamment quand on recherche une erreur résiduelle
faible et quand on I'utilise sous sa forme la plus dépouillée, I’algorithme du signe.
Pour atteindre une plus grande rapidité d’adaptation, on peut recalculer périodi-
quement I’ensemble des coefficients en faisant appel a des procédures itératives
rapides; la structure en treillis se préte bien a cette approche et permet d’analyser
ou de modéliser des signaux comme la parole en temps réel avec des circuits de
complexité modérée.

L’algorithme du gradient peut étre perfectionné, par exemple en utilisant des
pas de variation différents et variables pour les coefficients au lieu d’un pas uni-
forme, obtenus a partir d’estimations des caractéristiques statistiques des signaux.

Des criteres mieux appropriés dans certaines applications que la minimisation
de l’erreur quadratique moyenne peuvent étre envisagés et des algorithmes plus
performants que le gradient peuvent étre élaborés [1]. Cependant la mise en ccuvre
de ces algorithmes est généralement nettement plus compliquée et des problemes
de sensibilité aux imperfections de la réalisation peuvent apparaitre.

Finalement les structures RIF et RII, fonctionnant suivant le critere de mini-
misation de I’erreur quadratique moyenne et utilisant ’algorithme du gradient, ou
sa forme la plus simple I’algorithme du signe, offrent un bon compromis de simpli-
cité, d’efficacité et de robustesse pour le filtrage adaptatif.
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EXERCICES

1 Le signal x (n) = m+ e(n), ol m est une constante et e () un bruit blanc de puissance
o2 est appliqué a un estimateur récursif, dont la relation entre suite de sortie y(n) et suite
d’entrée x (n) est donnée par :

y(n)=(1-b)y(n-1)+bx(n)

La suite x (n) étant supposée nulle pour n < 0, calculer y (n). Si b = 0,8 combien faut-il
d’échantillons pour que y (n) approche m en moyenne a moins de 1 %.

Calculer l’erreur quadratique moyenne en sortie E[(y (n) — m)?] pour n > 0; quelle est
sa limite quand »n tend vers l'infini; étudier son évolution et le choix du coefficient b pour les
trois cas suivants : 6, = m, 6, > met o, < m.

Comparer les performances de cet estimateur récursif avec celles de I’estimateur non

1 n
récursif défini par : y(n) = —— X, x(i).
n+1i=o0

2 Un signal sinusoidal x (1) est appliqué a un filtre prédicteur RIF du second ordre
3
x(n) =sin 2w ?n

Calculer les coefficients a, et a, de ce filtre et placer les zéros dans le plan des Z.

Les coefficients étant initialement nuls, tracer la trajectoire des zéros de ce filtre pour
un pas d’adaptation & = 0,1.

Un bruit blanc discret de puissance 62 étant ajouté au signal, calculer les nouvelles
valeurs des coefficients de prédiction. Tracer dans ce cas une trajectoire des zéros du filtre.

3 Soit un filtre transversal destiné i égaliser un canal ayant la fonction de transfert :

0,5

@)= 1057

Calculer la puissance du signal regu x (n) en supposant les données non corrélées et de
puissance unité. Pour N = 3 coefficients donner les valeurs de ces coefficients. Un bruit
blanc de puissance 62, = 0,1 est ajouté au signal recu. Calculer les valeurs des coefficients et
comparer aux résultats précédents. Quel est le facteur d’amplification du bruit? A partir de
la réponse impulsionnelle de I’ensemble canal-égaliseur, calculer la puissance de I'interfé-
rence entre les symboles.

Calculer la valeur propre A, de la matrice d’autocorrélation R, du signal regu.
Dans une réalisation adaptative, on prend & = 0,05 comme pas d’adaptation. Quelle est la
constante de temps du filtre adaptatif. Vérifier par simulation.
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4 On considere le schéma de la figure 14.3 dans lequel le signal d’entrée est une suite

a4 . (14 . L _1+05Z1
d’échantillons non corrélés et de puissance unité, le filtre H,,(Z) = 1T 05210
. a,+a, 21! . .. .
le filtre adaptatif H(Z) = Wat le bruit blanc additif b (n) a pour puissance 67 = 0,1.

—Calculer les valeurs optimales des coefficients du filtre adaptatif.
—Ecrire les équations de mise 2 jour dans une réalisation adaptative et donner les bornes du
pas d’adaptation §. Tracer la courbe d’évolution des coefficients pour la valeur & = 0,1, véri-
fier la constante de temps et ’erreur résiduelle aprés convergence.
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Chapitre 15

Codage correcteur

Les systemes de traitement et de transmission de I'information constituent une
application majeure du traitement du signal. Ils font également appel aux tech-
niques de détection et de correction des erreurs, techniques qui sont généralement
présentées et enseignées par une approche mathématique [1]. Or, certaines tech-
niques de codage parmi les plus utilisées appliquent simplement les résultats et les
algorithmes du traitement du signal [2]. Ainsi, le codage de Reed-Solomon fait
appel a la transformation de Fourier discrete et a la prédiction linéaire, le codage
convolutionnel au filtrage RIF et les turbo-codes au filtrage RII.

L’objet du présent chapitre est de donner une introduction a la théorie et aux
algorithmes du codage correcteur basée sur le traitement du signal. En fait, cette
approche des codes détecteurs et correcteurs d’erreur facilite considérablement
leur assimilation et I’évaluation de leurs possibilités.

15.1 LES CODES DE REED-SOLOMON

Ces codes sont des extensions aux symboles a plusieurs bits des codes dits BCH
(Bose-Chaudhury-Hocquenghem) [3,4]. Ils exploitent des signaux prédictibles pro-
duits par les erreurs en ligne pour identifier ces erreurs et les retirer du signal recu,
afin de restituer le signal émis.

Avant de décrire les codes, il faut d’abord compléter les notions sur la prédic-
tion linéaire introduites au chapitre précédent.

15.1.1 Signaux prédictibles

Un signal est dit prédictible quand il obéit a une relation de récurrence linéaire.
Par exemple, le signal réel :

x(n)= Acos(nwt+ @) (15.1)
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obéit a I’équation de récurrence :

x(n)—2cosw x(n—1)+x(n—2)=0

(15.2)

En effet, pour annuler x(n), il suffit de ’appliquer au filtre RIF de fonction de

transfert.

H(Z)=(1-eZ " Y1—e "z ) =1-2coswz ' +2*

(15.3)

Le signal x(n) est prédictible puisqu’il suffit de connaitre deux échantillons
successifs pour produire toutes les valeurs suivantes.

De méme, le signal complexe :

P
x(n)= ZAiej’"‘”'

i=1

(15.4)

est annulé par le filtre RIF, dit de prédiction, de fonction de transfert :

P P
H(z)= H(l_ejwiz—l): I_Zaiz_i
i=1

i=1

et il obéit a I’équation de récurrence :

P
x(n)—Za[x(n —i)=0

i=1

(15.5)

(15.6)

Quand on dispose des échantillons du signal x(n), il est possible de retrouver
les P signaux élémentaires qui constituent x(zn) en procédant en plusieurs étapes.
D’abord, il faut déterminer les coefficients de prédiction a; (1 <i < P) a partir de 2P
échantillons successifs par I’équation matricielle suivante, obtenue en appliquant P

fois I’équation de récurrence (15.6).

[ ¥(P) X(P =)o x|

X(P4H1) X(P)eceveeeerieeeieeeeiieen x(2)
| XC2P=Dx(2P =2)cceiinne x(P)_

a

a

.aP.

-X(P+1) -
x(P+2)

_x(2P)

(15.7)

Ce systeme linéaire peut étre résolu efficacement en utilisant un algorithme
itératif sur I’ordre, qui commence a ’ordre 1 et se termine a I’ordre P. Cet algo-
rithme nécessite 2(P+1)(P+2) multiplications et P divisions. Il faut noter que pour
un ordre donné i du filtre de prédiction, cet algorithme implique le calcul de I’er-
reur de prédiction e;,; a I’ordre i+/ et il s’arréte lorsque cette erreur s’annule. Pour
i = P, une erreur ep ; non nulle caractérise la présence d’un nombre de compo-

santes supérieur a P dans le signal x(n).
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Une fois obtenus les coefficients de prédiction, il faut déterminer les fré-
quences en calculant les racines Z, = ¢’* de la fonction de transfert H(Z) du filtre
de prédiction donnée par la relation (15.5).

Enfin, on remonte a I’équation (15.4) et on détermine les amplitudes A; des
composantes du signal en exprimant P valeurs du signal x(n), ce qui fournit le sys-
teme :

2y Zyooiiiiiii Zp || A x(1)
VAR /S Zi A [x(2)

= (15.8)
ZL e, ZP 11 Ap|  |x(P)

On peut remarquer que si les fréquences w, sont connues, avec 2P échantillons
on peut calculer 2P amplitudes.

Comme pour ’équation (15.7), il existe des techniques efficaces pour résoudre
ce systeme linéaire et déterminer les amplitudes complexes A; (1<i < P) sans inver-
sion de matrice.

Par exemple, on peut appliquer le signal x(n) au filtre suivant :

P W —
HJ(Z):IIJI(I_e]w’Z 1) (15‘9)
i=j

pour obtenir la composante d’amplitude A,.

Finalement, on observe qu’il faut 2P échantillons du signal pour identifier P
composantes.

Il existe deux méthodes pour engendrer des échantillons de signaux prédic-
tibles, dans le domaine des fréquences et dans le domaine du temps, ce qui conduit
a deux variantes des codes.

15.1.2 Code de Reed-Solomon (RS) dans le domaine fréquentiel

Pour protéger K échantillons, ou symboles, x(n), on les complete par 2P échan-
tillons nuls ce qui donne un ensemble de N + K + 2 P symboles. Une transformée
de Fourrier discrete (TFD) d’ordre N fournit les valeurs X(k) (0<k<N —1) qui
sont transmises sur le canal. A la réception, une transformée de Fourier discrete
inverse restitue les données initiales, en ’absence d’erreur. Si des erreurs se sont
produites, les 2P échantillons ne sont plus nuls et ils représentent les signaux pré-
dictibles, les fréquences, associés aux erreurs.

L’identification du signal d’erreur consiste alors a calculer les coefficients de
prédiction @ (1<i < P) et a étendre par récurrence le signal d’erreur a I’ensemble
des N valeurs du paquet de symboles de données. Par soustraction, on restitue
ensuite les K échantillons d’origine. Les 2P échantillons du signal recu qui ne sont
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pas nuls en présence d’erreurs sont appelés « le syndrome ». L’ensemble de la pro-
cédure est illustré par la figure 15.1.

K donnees 2 P zeros
x(n) I ! I
U  TFD dordre N=K+2P
Xk) [ |
(signal émis) ! !
U  canaL
X(k)+E(k) | [
(signal reu) | |
! TFD inverse
x(n) +efn) I I
Syndrome
efn) .L‘- I !
U soustraction
x(n) I ! I

K données 2P zéros

Fic. 15.1. Codage RS en fréquence

Cette approche a ’avantage de conduire a un décodeur simple, puisqu’il n’est
pas nécessaire de séparer les composantes du signal d’erreur. Cependant, elle pré-
sente I'inconvénient du calcul des TFD directe et inverse et elle ne correspond pas
a un codage dit systématique, c’est-a-dire ou les données d’origine sont transmises
et simplement complétées par des données de protection. En fait, la procédure
peut étre modifiée pour obtenir un codage systématique.

15.1.3 Code RS dans le domaine temporel

La procédure est donnée a la figure 15.2.
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x(n) K donnees 2P valeurs
(signal émis) | |

,Z[/ TFD mverse d ordre N= K+2P

| I 2P zéros |

CANAL

r(m)y=x(nyte(n) | .

(signal recu)
-—‘ TFD inverse d ordre N
7
| | syndrome |
[ ] J |
identification des erreurs en position et amplitude
e(n) I :
J soustraction
L | |
x(n) | [ I
(signal émuis) K données 2P valeurs

Fic. 15.2. Codage RS temporel

Les K symboles de données a transmettre sont complétés par 2P valeurs, cal-
culées pour que la TFD inverse de I’ensemble comporte un ensemble de 2P zéros.
Sur le signal recu, on effectue une TFD inverse et les valeurs trouvées a la place
des 2P z€ros associés au signal émis constituent le syndrome. Les 2P échantillons
de ce syndrome permettent de déterminer P fréquences et les P amplitudes des
composantes correspondantes. On obtient ainsi un signal d’erreur e(n) qu’il suffit
de soustraire du signal recu pour restituer le signal émis x(n).

Généralement, afin de ne pas trop réduire le débit de la transmission, on
prend 2P << K et on remplace la TFD inverse par un ensemble de 2P filtres, aux-
quels on applique la séquence [x(N-I), x(N-2),..., x(0)], comme indiqué a la
figure 15.3, quand le syndrome correspond aux 2P premiéres valeurs de la TFD
inverse.
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1
— 7 [ X0
| < <
— 1-wz™ > 20
[x(0), x(1)...........x(N=1)] > syndrome
1
W —> X(QP—I)j

Fic. 15.3. Calcul du syndrome par filtrage.

N-1

2m

J—
On vérifie que I’on obtient bien X (k)= Zx(n)W”k, avec W =¢ ¥, quand les

N valeurs d’entrée ont €té traitées. n=0

Finalement, le traitement en réception comporte les opérations suivantes :

— calcul du syndrome par filtrage ;
— calcul des coefficients de prédiction ;

— extraction des zéros du filtre de prédiction ;

— calcul des amplitudes des composantes ;

— soustraction des composantes du signal d’erreur.

Le traitement en émission peut également étre réalisé par filtrage.
En supposant que les données a transmettre s’écrivent [x(2P), ..., x(N-1)], il
faut calculer les 2P valeurs complémentaires [x(0), ..., x(2P-1)]. Le filtre de fonc-

tion de transfert :

1 1

H(z)=

2P-1

i=0

a pour relation d’entrée-sortie :

= 2P
H (l—w"zfl) 1+Zaiz_i
i=1

2P
y(n) = x(n) —u(n) ; u(n) =Y a;y(n—1)

i=1

(15.10)

(15.11)

En appliquant a ce filtre les données a transmettre, compte tenu de I'inversion
des indices, il faut prendre x(2P —i)=u[N —1—(2P —i)| (1<i<2P) et les 2P der-
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ni¢res sorties du filtre, [y(N-2P), ..., y(N-1)] sont nulles. On peut vérifier directe-
ment 'opération en prenant P = 1 par exemple.

Les opérations de codage et décodage ont été présentées dans le corps des
nombres complexes. Cependant, les données a transmettre sont binaires et les
signaux x(n) sont des nombres de B bits et il en est de méme des 2P valeurs de
protection. Dans ces conditions, pour faire les calculs sans approximation, il faut
opérer dans un corps fini ayant 2B éléments, comme indiqué au chapitre 3, au para-
graphe 3.7.

15.1.4 Calcul dans un corps fini

Les corps de Galois, CG(2B), possedent les propriétés nécessaires, ce sont des
extensions algébriques du corps CG(2) = {0,1}. Ils sont définis a partir d’un poly-
nome g(x) irréductible sur le corps {0,1} et de degré B.

Les éléments du corps sont les puissances successives d’un élément primitif o,
tel que oM = 1 avec M = 2B—1. Le nombre de valeurs N du code doit étre inférieur
ouégal a M.

Exemple: B=4;g(x)=x*+x+1;M=15.

En posant o* + o. + 1 = 0, on obtient les éléments d’un corps CG (2¢), comme
indiqué au tableau 15.1.

Tableau 15.1. — Corps DE Gavrois CG (24)

Représentation Représentation Représentation
polaire polynominale binaire
0 0 0000
o 1 0001
ol o 0010
o? o? 0100
o? o3 1000
ot o+l 0011
o’ oZ+a 0110
ol o3+0o? 1100
o’ o3+o+1 1011
o o2+1 0101
o’ o3+o 1010
oll o2+o+1 0111
ol! o3+ +a 1110
ol? od+o+o+1 1111
o3 o3+o2+1 1101
ol o3+1 1001
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Le codage et le décodage consistent a mettre en ceuvre les algorithmes définis
dans les paragraphes précédents, en utilisant la table du code pour les opérations
arithmétiques. Des algorithmes adaptés et optimisés ont été développés, et ils sont
présentés en utilisant la terminologie des polyndmes [1]. Ainsi, un décodage tem-
porel typique correspond aux opérations suivantes :

— calcul du syndrome [polyndéme s(x) de degré 2P] ;

—calcul du polyndme localisateur par l’algorithme de Berlekamp-Massey
(calcul itératif des coefficients du filtre de prédiction) : extraction des zéros du loca-
lisateur par la méthode de Chien (recherche systématique parmi les éléments du
corps) ;

— calcul de 'amplitude des erreurs par ’algorithme de Forney ;

— soustraction des erreurs.

Le décodage fréquentiel nécessite la définition d’une transformée de Fourier
dans le corps GF(2B), en utilisant les puissances successives d’un élément primitif
of2].

15.1.5 Performances des codes de Reed-Solomon

Un code C(N, K) est défini par le nombre K de valeurs a protéger et le nombre
total N de valeurs du bloc. Un tel code peut détecter N-K erreurs et corriger

P <——= erreurs. Le nombre de bits B de chaque valeur doit étre tel que N < 2B,

Au total, chaque bloc contient KB bits utiles et (N-K)B bits de redondance pour
la protection. La performance du code se mesure par la probabilité d’erreur par bit
Py apres décodage, en fonction de la probabilité d’erreur par symbole Ps avant
décodage. Si les erreurs dans le canal sont dispersées et si le taux d’erreur binaire
est égal a P, la probabilité pour qu'un symbole de B bits ne soit pas erroné est
égale a:

(1—-p)°
et il vient :
py=1-(1-p)° (15.12)

Apres décodage, il n’y a pas d’erreur en sortie quand le nombre de symboles
erronés dans le bloc de N symboles est inférieur a la capacité de correction P. Pour
P + 1 symboles erronés, le nombre de bits faux est au maximum égal a (P + 1)B.
Ce cas a pour probabilité :

P+l _pe
Poy=Cy ()" a—p)" " (15.13)
Le taux d’erreur binaire correspondant en sortie s’écrit :

P+1 _p_
TER<—— P )Pt (= p)N ! (15.14)
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Au total, il faut prendre en compte le cas de (P+i) symboles erronés avec
1 <i< N-P et additionner les probabilités. Cependant, si p, est faible, on peut se
limiter, en premicre approximation, a i = 1 et retenir simplement 1’expression
(15.14).

Exemple : N=204; K =188 ; P=8; B = 8 bits.

Avec la probabilité d’erreur en ligne : p =10, on trouve
p, =1—(1-10")* ~ 0,008

|
TEB < ——x—221 (0,008)° (0,992)'"3
204 91195!
soit :
TEB<1,6-10°°

En se reportant au rapport signal a bruit et en supposant un bruit blanc gaus-
sien, la probabilité p =107 correspond & un rapport signal & bruit d’environ 10 dB,
alors que 1,610 ° correspond a environ 14 dB. Le gain apporté par le code pour
cette probabilité d’erreur, ou gain de codage, est d’environ 4 dB.

Avec la probabilité d’erreur en ligne : p =10"*, on obtient : TEB <10~ '*. Ainsi,
il apparait que le code élimine presque complétement les erreurs pour les probabi-
lités d’erreur en ligne faibles, dans I’exemple pour p < 104

Les codes RS sont particulicrement recommandés dans les applications ot les
taux d’erreur doivent étre tres faibles. Quand les erreurs se présentent par
paquets, on peut se ramener au cas d’erreurs isolées en introduisant I’entrelace-
ment des symboles.

15.2 LES CODES CONVOLUTIONNELS

Le codage convolutionnel d’'une séquence de symboles consiste a introduire de la
redondance dans la séquence et de la corrélation entre les symboles [5, 6]. La cor-
rélation est introduite par un filtre numérique, donc une opération de convolution
a I’émission. A la réception, l'opération inverse est effectuée. L’ensemble
convolution-déconvolution permet d’approcher les conditions correspondant a la
transmission du débit maximal dans un canal. Il convient d’abord d’expliciter ces
conditions.

15.2.1 Capacité d’un canal

Dans un canal de transmission, supposé sans distorsion mais bruité, le nombre de
bits qui peut étre transmis par symbole pour une probabilité d’erreur donnée
dépend du rapport signal a bruit et de la loi de distribution de la probabilité des
amplitudes du bruit.
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Par exemple, pour les symboles réels d(n) = + 1 équiprobables et une loi de
probabilité gaussienne, comme le montre la figure 15.4, la probabilité d’erreur
(P,)., est donnée par I’expression :

2

T g 15.15)
By = [ = *hdx (15
Llfa,, 2

otl o7désigne la puissance du bruit, ou encore, par changement de variable :

) -"2

(Pe)ﬂ:% [e 2ax (15.16)

l/(]‘b

Probabilité -

Fic. 15.4. Détection a deux niveaux

o . . | .
Ainsi, pour une probabilité d’erreur P, = 107, il faut prendre — = 4,4, soit un
Op

rapport signal a bruit S/B = 12,9 dB. Pour les symboles a plus de deux niveaux, il
faut modifier I’expression (15.16) pour tenir compte des deux niveaux voisins et
écrire, en posant A=1/0y,:

2

X

P,(A)= e 2dx (15.17)

2
2 )
Il faut maintenant relier la probabilité d’erreur a la capacité d’un canal pré-

sentée au paragraphe 1.13. La limite du nombre de bits qu’il est possible de trans-
mettre sans erreur, pour un rapport signal a bruit donné a pour expression :
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1 S
C,= Elog2 (1+E) (15.18)

Ainsi, pour transmettre 1 bit il faut prendre % = 3, soit 4,77 dB. La différence

de 8,1 dB avec la probabilité d’erreur de 10~ ci-dessus, représente une perte qu’il
est possible de combler en partie par le codage. Pour des symboles a 2N niveaux
équiprobables et uniformément répartis dans la plage d’amplitude + 2N, la puis-
sance du signal s’écrit :

YT 1N
S= 3(2 71)~§2 (15.19)

La probabilité d’erreur peut étre introduite dans ’expression du nombre de
bits Cy que peuvent porter les symboles. En effet, en se rapportant a la puissance
de créte du signal, 35, on peut écrire :

1 3S
Cy==log,(1+—=
N7 08, ( yE B) (15.20)

ou le parametre , introduit dans la relation (15.17), représente la probabilité
d’erreur.

1l faut noter que la capacité limite (15.18) correspond 2 la valeur A = /3. C’est-
a-dire que la plus grande valeur efficace du bruit qui permet de transmettre C,, bits
sans erreur est égale a :

1
(T Dim = NG =0,58 (15.21)

qu’il faut comparer au demi-écart entre niveaux voisins qui est égal a 'unité. En
appliquant la relation (15.17), on remarque que, sans codage, ce niveau de bruit
conduirait a une probabilité d’erreur égale a 0,0833.

15.2.2 Approche de la capacité limite

Avant d’étudier les conditions dans lesquelles la capacité limite peut étre appro-
chée, il faut d’abord reprendre la démonstration donnée au paragraphe 1.13.

Au lieu de décoder les symboles indépendamment comme ci-dessus, on consi-
dere le décodage global d’un ensemble de M symboles de N bits chacun, en pré-
sence d’un bruit blanc gaussien de puissance B = 0,3. Au signal utile se superpose
un vecteur de bruit a M composantes et I’énergie correspondante est égale a
E, = Moj. Quand M tend vers Dinfini, I'extrémité du vecteur de bruit se place sur
une hypersphere de rayon \/ﬁ O

Chaque ensemble de M symboles peut étre représenté par un point dans un
hyperespace a M dimensions. Dans cet hyperespace, les échantillons recus doivent
occuper un volume supérieur a 2MN fois le volume de I’hypersphere de bruit. En
effet, chacun des 2MN ensembles de symboles possibles est accompagné d’un vec-
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teur de bruit. Pour minimiser I’énergie, le volume des symboles V, doit étre une
hypersphere et son rayon R doit étre supérieur a 2N fois le rayon de la sphere de
bruit :

R>2Y M o, (15.22)

Le volume V, d’'une hypersphere se calcule en fonction du rayon R par I'inté-
grale :

R RM
Vy = f Mgy f ....... f f(6)d6 ==-F, (15.23)

i=l,..,.M—1

ol Fy est une fonction de . Par exemple, pour M =3, F, = 4.
En supposant une répartition uniforme des symboles dans leur hypersphere,
le signal correspondant a pour énergie :

R
Eg=— dr | .. 0.)d6. = R" ——
STy, [r ' rf ff( D0, M+2 (15:24)

i=l M-1

Quand M tend vers l'infini, R? représente I’énergie totale des échantillons
recus et R?%/M représente la somme des puissances du signal utile et du bruit. En
utilisant la relation (15.22), il vient :

S+B>2XNB (15.25)

D’ot la capacité limite du canal définie par la relation (15.18).

Pour approcher cette limite, il faut répartir les points représentatifs du signal
émis dans I’hypersphére, ce qui implique que les projections sur les axes de coor-
données soient quantifiées sur plus de N bits et qu’il existe des relations entre ces
projections.

Il faut noter que le passage a la limite, c’est-a-dire faire tendre vers I'infini le
nombre de symboles du bloc, implique un retard infini a la transmission.

En pratique, le nombre de symboles du bloc au décodage est limité & M. Pour
évaluer I’écart de performance par rapport a la capacité limite, il faut relier la pro-
babilité d’erreur P, au rapport entre la valeur efficace du bruit o, et la valeur (o, )},
(7% )iim

O
reur s’exprime en fonction de la distribution de probabilité P(r) du rayon r de ’hy-
persphere de bruit par :

associée a la capacité limite. En posant a = avec o>1, la probabilité d’er-

o]

P, = f P(rydr (15.26)
M

Pour déterminer P(r), on consideére M variables aléatoires gaussiennes indé-
pendantes b; de variance unité. La variable :
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M
r=_b)" (15.27)
i=1

a pour distribution de probabilité, avec M pair :

Pry=— 2 M, 2

Ly (15.28)
22 (—=D!
2
Ainsi, le cas M = 2 correspond a la distribution de Rayleigh.
La fonction P(r) passe par un maximum pour r=+M —1. Un exemple est
donné a la figure 15.5, pour M = 256.

P(r)

] J/ \\ ’

800 1000 1200 1400 100 {800 2000 2200 2400 2600 2800

M—-1 aiM

Fi16.15.5. Loi de probabilité du module du vecteur de bruit

Ainsi, les trois parametres du décodage sont ’écart par rapport au rapport
signal a bruit limite o, la probabilité d’erreur tolérée Pe et la dimension du bloc au
décodage M. Par exemple, pour approcher la limite a 1 dB, soit a = 1,1 avec
M = 250, on obtient Pe = 102 et avec M = 950 on obtient une valeur nettement
supérieure, Pe = 107,

Si le nombre de bits des symboles est limité a N = 1, le raisonnement ci-dessus
est a modifier légerement. En effet, chaque ensemble de M symboles peut étre
représenté par un point sur ’hypersphere de rayon JM dans I’hyperespace a M
dimensions. L’hypersphére de bruit doit alors rentrer dans le cone associé a I’angle
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solide correspondant a 1/2" de I’angle total. Les calculs conduisent alors a I’ap-
proximation suivante :

M -[101log(a)]* > 29-101og(Pl) (15.29)
e

Ainsi, pour « = 1,1, soit un écart de 1 dB par rapport a la capacité limite et une
probabilité d’erreur de 107, il faut un bloc de M = 1 450 symboles.

Les codes convolutionnels ont pour objectif d’approcher les conditions dans
lesquelles la capacité limite a été obtenue et ils sont abordés sur un exemple
simple. Quand aux grandes valeurs de blocs au décodage, elles sont abordées par
des techniques itératives, avec les turbo-codes.

15.2.3 Un code convolutionnel simple

Le codage convolutionnel est basé sur le filtrage RIF. Une famille de codes
simples est celle qui utilise deux filtres, des données binaires et un débit de sortie
doublé. Le systeme de transmission correspondant est représenté a la figure 15.6.

Décodeur (’/7‘ n<K)
7 MV. [0.1]

1n) Codeur y(i) ()

1 i (1) :
convolu- Canal [—7 Egaliseur -
0.1] tionnel *1 ) \ [0.1]

(

L
e(n)

FiG. 15.6. Systéme de transmission avec codage convolutionnel

Les symboles a deux niveaux y(n) fournis par le codeur convolutionnel sont
appliqués au canal dont la distorsion est compensée a la réception par un égaliseur.
La sortie y(n) de I’égaliseur est appliquée au décodeur a maximum de vraisem-
blance qui fournit une estimation ¢ (n—K) des données binaires émises, avec le
retard K. On dit que ce décodeur est a entrée pondérée car la sortie de ’égaliseur
est multiniveaux. Les symboles binaires u(n) sont utilisés pour obtenir le signal
d’erreur e(n) nécessaire a 1’égalisation. En supposant que I’égaliseur compense
parfaitement les distorsions du canal, le systeme peut étre modélisé comme indi-
qué a la figure 15.7.
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GED o~ "
n) T\ )
b (/I\} décodeur
i 5
d(n) - _ - dn—M)
[0.1] . [0.1]
b(n) =

o J,
_1:2(”.} /“‘\ X2 (h’l
=) g

canal

Fic. 15.7. Modéle du systeme avec codage convolutionnel

Dans le codage considéré, les filtres utilisés ont pour fonctions de transfert :

H((Z)=1+z2"+27"?

15.30
H,(Z)=14+2"* ( )

Leur nombre de coefficients L = 3 est appelé « longueur de contrainte » du
code. Comme les données émises et les données en entrée sont binaires, les opéra-
tions sont effectuées modulo 2, dans le corps [0,1]. La cadence en sortie du codeur
est doublée et pour chaque donnée d’entrée le codeur fournit deux valeurs
binaires. Le code est dit a rendement R = 1/2.

Le canal, supposé sans distorsion mais bruité, ajoute un échantillon de bruit a
chaque valeur binaire émise et les signaux recus x,(n) et x,(n) sont appliqués a un
décodeur a maximum de vraisemblance, qui restitue les données avec un retard M > L.

La procédure de décodage applique le principe du maximum de vraisem-
blance.

La donnée d(0) = + 1 & décoder au temps n = M—1 est impliquée au plus dans
2L = 6 valeurs recues, comme le montre la séquence suivante :

% (0)= d0)Dd(—D@Dd(—2)+b,(0)

%(0)= d(0)Dd(~2)+ b, (0)

()= d)DdO)Dd(—1)+ b (1)

1) = dO@d(—1)+by(1)

X (2)= d2)@d(1)+d0)+b(2) (15.31)
5 (2)= d2)Dd(0)+b,(2)

5 (3)= dR@dR)Dd1) +b,(3)

5(3)= d@d(1)+b,(3)
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Un vecteur d’erreur a M termes peut étre constitué en prenant la différence
entre les valeurs regues et les valeurs émises. En désignant par E,;, la norme de ce
vecteur d’erreur, ou fonction cofit, qui a la valeur minimale au temps n = M-1
pour la valeur exacte de d(0), il faut déterminer les écarts avec les vecteurs dans
lesquels, la valeur de d(0) est fausse. Il faut souligner I"importance de 1’addition
modulo 2, qui fait que les erreurs peuvent se compenser et impose d’examiner le
cas des erreurs multiples. Ainsi, si d(0) = 0 est la valeur exacte, on trouve :

1. Erreur unique :

M—1
Ey = [ =y @] +[x -y m] (15.32)
n=0
(d(0)=1)
by (0)+ by (0)+ by (1) + by (2) + by (2)
5

a—&m:A:mb+

2. Erreur double :
d(0) et d(1) : A, — 24 [1+ bl(0)+b2<0>+b2(1>:b2(2>+b,(3>+b2<3>
b (0)+b,(0)+b,(D)+ b, (3)+ b (4)+ b, (4)
6

Le facteur de moyennage du bruit est égal a 5 pour I’erreur unique et a 6 pour
I’erreur double. On peut vérifier que pour ’erreur triple il est supérieur a 6. Sans
codage, du fait de la cadence double, le moyennage aurait été d’un facteur 2. Avec
le codage, en se limitant a I’erreur unique, le gain de codage a pour valeur approxi-
mativement G, = 2,5 soit 4 dB.

Le facteur de moyennage correspond au nombre de « 1 » en sortie des filtres
quand on applique a ’entrée la séquence d’erreurs. Ainsi, pour I’erreur unique on
obtient la réponse impulsionnelle. Ce nombre de « 1 » est appelé le poids de la
séquence.

La figure 15.8 donne les courbes de probabilité d’erreur par bit en fonction de
la quantité E,/N,, avec et sans codage. Le terme E, représente I’énergie par bit et
N, la densité spectrale de puissance du bruit. Le rapport E,/N, est un parametre
théorique qui permet d’obtenir des familles de courbes génériques. Pour passer au
rapport puissance du signal a puissance du bruit, qui permet en pratique de déter-
miner les débits, il faut appliquer un facteur 2 pour tenir compte de la cadence des
symboles égale au double de la largeur de bande du canal et multiplier par le
nombre de bits de chaque symbole.

d0)etd(l): A, :24[1+
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e

pF-----

13

Ebilo (dB)

Fic. 15.8. Probabilité d’erreur par bit pour un codage convolutionnel de rendement R = 1/2.

On remarque que pour L = 3, le gain de codage est voisin de 4 dB pour
P, =10°. Par contre, pour P, = 1073, il devient inférieur a 3 dB. En fait, il faut tenir
compte des vecteurs de données voisins du vecteur idéal et additionner les proba-
bilités d’erreur. Les vecteurs associés aux erreurs multiples ont des facteurs de
moyennage plus élevés que le vecteur associé a I’erreur unique et leur impact est
négligeable pour les rapports signal a bruit élevés correspondant a des probabilités
d’erreur faibles. En effet, pour le facteur de moyennage k, la probabilité d’erreur
s’écrit :

2 k
L (e Tarmo04e 2%
pk—ﬁfﬁe dx~0,4 ¢ (15.33)
ap
etpourk+1:
A L
2 (15.34)

2 2 20
Pis1 =0,4 e Ub%Pk-e b

Par contre, quand les probabilités d’erreur sont élevées, ils deviennent pré-
pondérants car les écarts se réduisent.

L’ensemble des vecteurs de données voisins du vecteur idéal peut étre obtenu
par une étude du diagramme du treillis et du graphe de transitions entre les états
associés, qui constituent une mise en ceuvre efficace du principe du maximum de
vraisemblance. On obtient ainsi la fonction génératrice du code, qui s’écrit :
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T (D,L,N)= D I’N+D°L*(1+L)N* + D'’ (1+ Ly’ N> + D*L°(1+ L)’ N*  (15.35)

ou I’exposant de D est le facteur de moyennage, I’exposant de N est le nombre
d’erreurs et les termes du polyndme en L représentent les configurations des
erreurs multiples. Par exemple, le facteur de moyennage 7 est obtenu avec trois
erreurs dans les quatre configurations suivantes :

[d(0),d(1),d(2)], [d(0),d(1),d(3)], [d(0),d(2),d(3)] et [d(0),d(2),d(4)]

En théorie du codage, le facteur de moyennage mimimum est appelé distance
libre.

15.2.4 Gain de codage et probabilité d’erreur

Les codes sont déterminés, pour une longueur de contrainte L donnée, par la
recherche de la plus grande valeur du facteur de moyennage minimal. Pour ’er-
reur unique, ce facteur est égal au nombre de coefficients non nuls N; de I’en-
semble des polyndmes H,(z) et H,(z). Pour deux erreurs consécutives, il est égal
au nombre d’alternances N, entre les coefficients nuls et non nuls. Ces deux cas
représentent généralement les facteurs de moyennage les plus faibles et une bonne
initialisation dans la recherche d’un code performant consiste a partir de deux
polyndmes qui donnent des facteurs de moyennage équivalents pour l'erreur
unique et deux erreurs consécutives. Si les « 1 » et les « 0 » alternent dans H,(Z) et
H,(Z), alors N,=2L et N, = L.

Pour un « 0 » remplacé par un « 1 », le nombre d’alternances N, se réduit de
deux unités et N, augmente d’une unité. Alors, I’égalité est atteinte pour N, = N,

=4 Letle gain de codage pour une faible probabilité d’erreur est alors borné par :

14

Gax = 10 log|=.—L 15.36
e . [2 3 ] (15.36)

Par exemple pour L = 7, un code tres utilisé correspond aux ensembles de

coefficients [1111001] ez [1011011] avec N; = N, = 10. La borne (15.36) donne

G,..x = 6,7 dB alors que le gain de codage obtenu par simulation est égal a 6,3 dB.
De méme pour L =9, le meilleur code correspond aux ensembles de coeffi-

cients [111101011] ez [101110001] avec N; =N, :12=%><9. Comme le montre la

courbe correspondant a ce code sur la figure 15.8, pour P,= 108 le gain de codage
est de 7 dB alors que la borne (15.36) donne G,,,, = 7,8 dB. Ce gain est obtenu

pour Ep _ 5dB, alors que, pour un code de rendement 1/2, la capacité du canal est
0

égale a C= % = %log2 (1+1) ce qui correspond a la valeur %: 1= 2ﬁ soit
Ey _ 3.

o



418 15 e Codage correcteur

A noter que les codes qui conservent les données d’origine, en introduisant un
retard éventuel de P échantillons, dits codes systématiques, sont associé€s au poly-
nome H,(Z) = ZP. Le gain de codage repose alors principalement sur Hy(Z) et il
se trouve réduit dans ce cas.

Pour calculer la probabilité d’erreur globale d’un code, il faut prendre en
compte tous les vecteurs de données voisins du vecteur idéal et additionner les
probabilités correspondantes.

Pour chaque facteur de moyennage k, le nombre de configurations d’erreurs
a, est obtenu a partir de la fonction génératrice du code (15.35) par :

T(D.L)= 3 aD" (15.37)
Kmin

Ensuite, pour chaque configuration d’erreurs, il faut déterminer la probabilité

P, pour que la moyenne des k échantillons de bruits correspondants dépasse

I'unité, comme le montrent les relations (15.32). La probabilité globale P est alors

bornée par :

o8]
Py < aP, (15.38)
Kmin
L’inégalité traduit le fait que les échantillons de bruit interviennent dans plu-
sieurs opérations de moyennage. En faisant I’approximation (15.33), on peut
écrire :
Kmin k—kpin

Py <04’ S ae 2% (15.39)
k=kmin

Cette probabilité est la probabilité d’apparition d’une erreur, mais une carac-
téristique importante des codes convolutionnels est que les erreurs en sortie du
décodeur se produisent généralement par paquets, en raison du fonctionnement du
décodeur.

Finalement, les codes convolutionnels possedent les propriétés suivantes :

— le gain de codage croit avec la longueur de contrainte ;
—le gain de codage se réduit pour les faibles rapports signal a bruit ;
—le décodeur peut produire des paquets d’erreurs.

15.2.5 Décodage et signaux de sortie

Le décodeur a maximum de vraisemblance décode la donnée d(n) en supposant
connues les L — 1 données précédentes et en recherchant le minimum de la norme
du vecteur d’erreur a M termes, correspondant aux indices : n, n+1, ..., n+M —1.
Dans ces conditions, si une erreur se produit au temps #, elle se propage dans la
mémoire du décodeur et peut produire de nouvelles erreurs. La figure 15.9 donne
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un exemple pour le code de longueur L =3, un bloc de 1 000 bits et un rapport
signal a bruit de 3 dB.

1.2

Erreurs: I(n)}

100 Z00 =00 <400 500 €00 TOoo E00 S00 1000

FiG. 15.9. Erreurs en sortie du décodeur convolutionnel

Pour analyser la production de ces erreurs, il est intéressant de faire appa-
raitre en sortie du décodeur un signal qui représente I’opération de moyennage du
bruit, selon les relations (15.32). Un tel signal s,(n) peut étre obtenu par les opéra-
tions suivantes au temps # :

—avec d(n) = 0, chercher le minimum E(n) de la norme du vecteur d’erreurs ;

—avec d(n) = 1, chercher le minimum E,(n) de la norme du vecteur d’erreurs ;

- prendre :s,(n) = E;(n) — E; (n).

Les données binaires décodées correspondent alors au signe de la quantité
s5,(n).

La figure 15.10 montre les valeurs obtenues pour ’sq (n)‘ avec la puissance de
bruit B = 0,01. Le décodage s’effectue sans erreurs, I’effet des erreurs multiples est
faible et on retrouve bien le facteur 20 de I’expression (15.32).
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Fic. 15.10. Valeur absolue du signal de sortie du décodeur convolutionnel
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Fic. 15.11. Valeur absolue normalisée du signal de sortie et signal d’erreur pour B = 0,5

Pour la puissance de bruit B = 0,5, des erreurs apparaissent en sortie du déco-
deur. Dans les relations (15.32), les erreurs multiples sont prédominantes et la
valeur moyenne de |sq (n)| se réduit, du fait que I’on prend la différence entre deux

valeurs minimales. Sur la figure 15.11, on observe que les erreurs de sortie coinci-
dent avec de tres faibles valeurs de |sq (n)|.
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En fait, le signe de s (n) représente la somme des données d’origine et du
signal d’erreur et |sq(n)| représente le bruit d’entrée aprés moyennage, avec un
décentrage et avec repliement de 'amplitude autour de I’origine en présence d’er-
reur. Les faibles valeurs de |sq(n)| traduisent une fiabilité faible des données resti-
tuées aux indices temporels correspondants.

Un décodeur qui fournit le signal s,(n) est dit « a sortie pondérée ». Ce signal
peut étre exploité dans la mise en cascade de décodeurs afin de retirer les erreurs,
comme dans les turbo-codes.

Quant aux paquets d’erreurs, une méthode pour les éliminer consiste a faire
suivre le décodeur convolutionnel d’un entrelaceur et d’'un décodeur de Reed-
Solomon. L’entrelaceur effectue une opération de permutation qui disperse les
paquets d’erreurs et les répartit sur plusieurs blocs du code RS, ce qui permet la
correction.

15.2.6 Codage systématique récursif (CSR)

On peut obtenir un codage systématique équivalent a un codage non systématique
avec filtres RIF, en faisant appel a un filtre de type RIIL. En effet, il suffit de rem-
placer H,(Z) par 1 et Hy(Z) par H,(Z)/H,(Z), ce qui conduit, pour L = 3, au
schéma de la figure 15.12 [7].

A J

vi(n)

d(n)

[0.1]

Van)

A\ 4

Fic. 15.12. Codeur récursif systématique

La sortie de ce codeur est la méme que celle du codeur avec filtres RIF, si on
lui applique les données filtrées par H,(Z). Il en résulte que le facteur de moyen-
nage minimal dans le décodage a maximum de vraisemblance est le méme, mais il
est obtenu, avec L = 3, pour trois erreurs consécutives. Par contre, la réponse
impulsionnelle est infinie, ce qui fait que la donnée a décoder est impliquée dans
toutes les valeurs regues qui suivent et qui sont prises en compte dans le calcul de
la norme du vecteur d’erreurs. Modifier un bit dans la séquence d’entrée entraine
le changement de I’ensemble de la séquence de sortie qui suit.
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Un calcul de sortie pondérée peut étre effectué comme pour le codage non
récursif et la figure 15.13 montre un exemple de signal obtenu avec le signal d’er-
reur correspondant.

Le code peut étre rendu circulaire et transformé en un code en bloc de grande
longueur en terminant le bloc de données de fagon a ramener la mémoire a 1’état
initial. Un tel code a une réponse impulsionnelle au plus égale a la longueur du
bloc. Une séquence d’entrée suivie de L — 1 zéros provoque un retour a zéro du
systeme avec filtres RIF alors que cette situation a une probabilité égale a 1/2--1
avec le filtre RII. Avec le calcul du maximum de vraisemblance, une séquence
d’entrée qui ne provoque pas de retour a zéro a une faible probabilité de ne pas
étre restituée correctement par le décodeur.

T T T T T T T T T T

1.8F |sq(n)] nermalisé et i(n)

0.2F |
‘| 1L

| 'h n !
‘ i }

780 720 s00 820 340 280 280 900 920 240

Fic. 15.13. Codage CSR : valeur absolue du signal de sortie et signal d’erreur pour B = 0,5

Ainsi, le codage CSR permet de couvrir un bloc de grande longueur avec une
longueur de contrainte faible et, par suite, une complexité de décodage réduite.
Pour approcher la capacité limite du canal présentée dans le paragraphe 15.2.2. , il
faut combiner le codage CSR avec une opération d’entrelacement pour éclater les
paquets d’erreurs et une procédure itérative pour retirer les erreurs et approcher
progressivement la limite [7-8].

15.2.7 Principe des Turbocodes

Les données sont traitées par blocs. Le principe consiste a mettre en parallele deux
codeurs convolutionnels systématiques récursifs, séparés par un entrelaceur et, au
décodage, a fournir des sorties pondérées pour chacun des décodeurs, et a rebou-
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cler la sortie du second décodeur sur I’entrée du premier. Le schéma d’un codeur
de rendement 1/3, utilisant les filtres du paragraphe précédent, est donné a la
figure 15.14. Le principe du décodage est présenté a la figure 15.15. Chacun des
décodeurs fournit une sortie pondérée s,(n) dont le signe représente la donnée
décidée. Ce signal peut étre calculé par une méthode semblable a celle utilisée
pour obtenir le signal s (n) dans les paragraphes précédents ou utiliser un calcul de
probabilité.

Le décodeur 1 recoit le signal x(n) qui correspond aux données émises et le
signal x,(n) qui représente la sortie du premier codeur, aprés addition du bruit du
canal. La sortie pondérée est appliquée au décodeur 2 apres entrelacement, pour
mise en phase avec le signal x,(n) issu du codeur 2. La sortie du décodeur 2 est
ensuite désentrelacée pour étre ramenée en entrée du décodeur 1 et combinée
avec le signal regu x(n). Le rapport signal a bruit de la séquence s,(n) s’améliore au
cours des itérations et la combinaison avec le signal bruité x(n) est effectuée de
maniere a produire I’addition des rapports signal a bruit. Pour que cette addition
soit effective, il faut que les bruits soient indépendants, d’ou I'importance de I’en-
trelacement associé au codage récursif. De plus, il apparait clairement que le fait
d’utiliser un code systématique et de conserver la séquence d’entrée est essentiel
pour la mise en ceuvre de ces opérations.

W

y(n)

dm) —_>® -1 -
, o
S+ vi(n)
entrelaceur ’Q% :

N

—(+)

VY

1 1
i z z

Fic. 15.14. Codeur paralléle de rendement R = 1/3
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désentrelacement

Sp(n)

.\'I(.”) 9‘@9 i g .
décodeur 1 | entrelacement décodeur 2

xi(n) —> ’a
xa(1)

|

c;(u —J'lif)

Fic. 15.15. Principe décodeur itératif

Pour une faible valeur du rapport S/B en entrée, de nombreuses erreurs appa-
raissent au premier décodage. Elles sont ensuite corrigées progressivement par les
itérations successives. La procédure itérative est arrétée lorsque la variance du
signal de sortie ne décroit plus et les données sont obtenues en prenant le signe de
ce signal.

Pour améliorer ’efficacité de la transmission, il est possible de passer au ren-
dement R = 1/2 en transmettant alternativement les sorties des codeurs 1 et 2.

Exemple : avec un codeur de profondeur L = 5, un filtre RII de fonction de
transfert

H,(Z) 1+z74
H(Z) 1+z'+z72+z3%+z*

une matrice de permutation de 256 x 256 comme entrelaceur, une longueur de bloc
de 65 536 bits, apres 18 itérations, la probabilité d’erreur par bit est devenue infé-
rieure a 10° pour la valeur S/B = 0,7 dB. La valeur limite du rapport S/B, avec ren-
dement R = 1/2, est égale a 0 dB. Ce turbocode permet donc d’approcher a 0,7 dB
la limite théorique.

15.2.8 Les modulations codées en treillis

Dans ce qui précede, les données et les symboles émis sont supposés binaires,
d(n) = [0,1] et x(n) = £ 1. Les techniques de codage peuvent étre étendues a des
symboles multiniveaux. Le principe consiste a protéger le ou les bits de plus faible
poids par un code convolutionnel et a distribuer les amplitudes pour maximiser les
écarts correspondant aux bits non protégés [9].

Par exemple, la figure 15.16 représente les amplitudes de symboles a 4 et
8 niveaux, destinés a transporter 2 bits d’information avec la méme puissance de
signal émis.
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111 KTy
110 !
101 4q )
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001 !
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Fic. 15.16. Amplitudes des symboles a 4 et 8 niveaux.

Sans codage, il faut 4 niveaux et I’écart entre niveaux est égal a 2q. En appli-
quant un codage convolutionnel de rendement R = 1/2 a I’'un des bits, comme indi-
qué a la figure 15.17, on obtient un symbole a 3 bits. La répartition des amplitudes
se fait alors de telle sorte que le bit non codé corresponde a un écart de 4qg, comme
indiqué a la figure 15.16. Pour déterminer le gain de codage du systéme, on peut
associer le facteur de moyennage minimum k_;, du code convolutionnel, ou dis-
tance libre, a une multiplication de 1’écart entre niveaux par le facteur \/m .
Alors, pour k;, > 16, c’est I'écart de 4g correspondant au bit non codé qui est pré-
pondérant et le gain de codage du systéme, par rapport a I’absence de codage peut
approcher le facteur 2 en amplitude, soit 6 dB.

Au décodage, le bit non codé est introduit dans le treillis, sous la forme de
chemins paralleles, c’est-a-dire que le calcul des pondérations est effectué pour les
deux possibilités associées a ce bit. L’affectation des amplitudes pour les 2 bits
codés peut également étre optimisée en associant I’écart d’amplitude le plus grand
disponible a des transitions dans le treillis qui partent du méme état ou qui abou-
tissent au mé&me état. L’objectif est d’écarter les chemins au maximum.
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dy
Symbole

Codeur e
convolu- /
> 5|  tionnel

— x(n)

Sy Amplitude

FiG. 15.17. Emetteur avec modulation codée

Quand la distance libre du code est prépondérante, la probabilité d’erreur P,
sur un symbole, est estimée en appliquant la relation (15.38), ou une version sim-
plifiée :

kmin

2
2
P, ~0,4e¢ % q,

(15.40)

oll a, est le nombre de configurations d’erreurs conduisant au facteur de moyen-
nage minimal k,; , comme expliqué dans le paragraphe 15.2.3.

min>

15.3 CONCLUSION

Le traitement du signal s’applique a la détection et a la correction des erreurs. Les
codes de Reed-Solomon, basés sur la transformée de Fourier discrete et la prédic-
tion linéaire, permettent de corriger des erreurs dans un bloc de symboles et d’at-
teindre des taux d’erreurs extrémement faibles.

Les codes convolutionnels utilisent des filtres numériques et ils apportent
I’équivalent d’une amélioration du rapport signal a bruit en transmission. Dans son
principe, leur décodeur est simple et facile a mettre en ceuvre. Il utilise la technique
du maximum de vraisemblance, avec un algorithme de Viterbi dont la complexité
dépend de I’ordre des filtres ou profondeur du code. Le retard est proportionnel a
la profondeur du code, avec un facteur de quelques unités. Le codage convolution-
nel peut s’étendre aux symboles a plusieurs bits avec la technique des modulations
codées, dans laquelle un ou plusieurs bits de faible poids sont protégés.

Les turbocodes, en combinant le filtrage récursif, I’entrelacement et un calcul
de sortie pondérée, avec une procédure itérative impliquant plusieurs codeurs,
permettent d’approcher la capacité limite théorique d’un canal. Ils traitent des
blocs de données, qui doivent étre de grande longueur pour approcher cette capa-
cité limite. Il en résulte un accroissement de complexité et du retard a la transmis-
sion.
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La combinaison d’un code convolutionnel (code intérieur) et d’un code de
Reed-Solomon (code extérieur) constitue une méthode de codage tres perfor-
mante et qui permet d’atteindre des taux d’erreurs extrémement faibles dans les
systemes de transmission.
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Chapitre 16

Applications

Le traitement du signal accompagne la généralisation de I’électronique a l’en-
semble des secteurs techniques. Quelques exemples d’applications sont présentés
dans ce chapitre, principalement du domaine des communications.

16.1 DETECTION D'UNE FREQUENCE

Soit a déterminer ’amplitude de la composante a la fréquence f, d’un signal
échantillonné a la fréquence f, > 2f,. La suite des opérations a mettre en ceuvre
correspond au schéma de la figure 16.1.

Signal . . Signal
. 9 . — Filtre L JRedresseurf—{ Filtre | lgeyit |—e g.
dentree passe -bande passe-bas logique

Fic. 16.1. Détection d’une fréquence par filtrage passe-bande

Le signal est appliqué a un filtre passe-bande étroit centré sur la fréquence f.
La fonction de redresseur est ensuite réalisée en prenant la valeur absolue des
nombres obtenus. La suite de ces valeurs absolues est appliquée a un filtre passe-bas
qui fournit la valeur de I’amplitude cherchée. Si c’est la présence de la composante a
la fréquence f;, qu’il faut détecter, une logique a seuil fournit 'information logique.

Ce traitement peut étre analysé comme suit; soit s, (¢) le signal a détecter avec :

8o (1) = A sin (0,f)
Prendre la valeur absolue des nombres qui représentent les échantillons de ce

signal revient a multiplier ces échantillons par un signal carré i,(f) en phase et
d’amplitude unitaire.
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D’apres la relation (1.6) du paragraphe 1.1, on peut écrire :

i (0) = 2§0 hy, . 1 sin [(2n + 1) ayd] (16.1)
avece (2n 1)
I +
fon = 1" m[t(2n2+1) } " 1
—s §(2n+1)

Le signal s $(¢) obtenu apres redressement s’écrit :
s§(r) =2A HZO_O‘,O h,, .1 sin [(2n + 1) oy¢] sin (o,f)
ou encore :
SO = Ay + A B (.~ ) 05 (noy) (162)

Pour obtenir 'amplitude A, il faut éliminer les termes de la somme infinie. Les
produits parasites correspondants ont, a partir d’'un certain rang, une fréquence

supérieure a la demi-fréquence d’échantillonnage % et se trouvent repliés dans la

bande utile. Il faut choisir les caractéristiques du filtre passe-bas, en particulier la
fréquence de début de bande affaiblie pour éliminer les parasites les plus impor-
tants; ceux qui demeurent en bande passante amenent des fluctuations sur la
mesure de 'amplitude A.

Dans cette méthode, il est avantageux d’utiliser un filtre passe bande RII et un
filtre passe-bas RIF, car la mesure d’amplitude peut étre faite a une cadence infé-
rieure a f,. Il existe une autre méthode qui permet de n’utiliser que des filtres muti-
cadence; elle est basée sur une modulation par deux porteurs en quadrature a la
fréquence f; et est présentée a la figure 16.2.

Filtre Sgr
passe-bas
Signal Cos (wp)
oo ’ S2+s} oA
d’entree Sin (wq)
Filtre
passe-bas| Si

Fic. 16.2. Détection d’une fréquence par modulation et filtrage passe-bas

La composante a détecter s’écrit :
s(¢) = Asin (0yf + @)



430 16 » Applications

ou ¢ représente un déphasage de la composante a détecter par rapport au porteur.
Apres filtrage passe-bas sur les deux branches, pour éliminer les produits parasites,
on obtient les signaux :

A A
Sk = > sing; S;= 5 COs (16.3)

L’amplitude cherchée est obtenue par :
A =2VS%+ S%

La réalisation rigoureuse du calcul X = VS% + S7 est compliquée et on se
contente en général d’une approximation X', qui dépend du déphasage o.

Le tableau 16.1 donne diverses approximations et les erreurs relatives corres-
pondantes. Ces erreurs peuvent étre réduites par multiplication, par un coefficient
de recentrage C, c’est-a-dire en calculant la valeur X - telle que :

X'.=CVS} + 83

Tableau 16.1. — ApproxiMATION DE X =V S + S}

X -X Xr-X
X’ max ( ) C max < = )
X X
ISk| +1S4] 0,41421 0,82843 0,17157
Max (|Sgl, IS;)) 0,29289 1,17157 0,17157
1
Max (|Sg|, |S;]) + 5 min (|Sgl, [S;]) 0,11803 1,05803 0,05573

La détection d’une fréquence avec modulation demande en général moins de
calculs que la méthode qui utilise un filtre passe-bande, mais elle nécessite de dis-
poser des signaux porteurs convenables.

La fonction de détection d’une fréquence est utilisée dans les systemes de
transmission des signaux de signalisation et constitue I’essentiel des dispositifs
récepteurs de codes multifréquences.

Dans les connexions entre centraux téléphoniques et postes d’abonné, les
informations relatives a I’établissement, au maintien et a la tarification des commu-
nications sont transmises par un code de signalisation multifréquence. Le poste
d’abonné a clavier engendre deux tonalités, 'une provenant d’un groupe de 4 fré-
quences basses, ’autre d’un groupe de 4 fréquences hautes, constituant ainsi un
ensemble de 16 codes possibles. Les valeurs de ces fréquences sont données dans
le tableau 16.2.
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Tableau 16.2. — FREQUENCES DU CODE DE CLAVIER

Code de clavier Fréquences en Hz
BF 697 770 852 941
HF 1209 1336 1477 1633

Le récepteur de code multifréquence a pour fonction de détecter la présence
de ces deux tonalités et de fournir I'indication du code représenté.

16.2 BOUCLE A VERROUILLAGE DE PHASE

Cette fonction intervient pour la récupération de rythme dans les terminaux et
les récepteurs [1-2]. Le principe est illustré a la figure 16.3.

Quand la boucle est a I’équilibre, la fréquence produite par 1’oscillateur
contrdlé en tension est égale a la fréquence du signal d’entrée et le détecteur de
phase produit un signal dont la composante continue est extraite par le filtre passe-
bas étroit. Le détecteur de phase peut étre un modulateur qui effectue le produit
de la sortie de l'oscillateur par le signal d’entrée. Si la fréquence nominale de 1’os-
cillateur est égale a la fréquence d’entrée, les signaux sont en quadrature et la com-
posante continue en sortie du modulateur est nulle. Si ce n’est pas le cas, I'écart de
phase par rapport a la quadrature produit une composante continue qui décale la
fréquence de l'oscillateur de la quantité nécessaire pour que les fréquences soient
égales. La largeur de bande du filtre de boucle détermine la plage d’accrochage de
I’asservissement, le temps de réaction et le niveau de bruit résiduel.

s (1) Détecteur Filtre/ Oscillateur NG
de phase amplificateur controlé
en tension

!

Fic. 16.3.  Principe d’une boucle a verrouillage de phase

En numérique, on peut reproduire intégralement ce fonctionnement.
Cependant, il existe une souplesse supplémentaire, dans la mesure ol on peut
effectuer le calcul des phases. L’oscillateur numérique peut étre réalisé par un
accumulateur de phase connecté a une mémoire qui fournit les échantillons de la
sinusoide. On peut donc traiter directement les valeurs des phases a I’entrée et a la
sortie de la boucle et I’écart de phase peut étre obtenu par simple soustraction. Un
modele correspondant & une boucle du second ordre est donné a la figure 16.4.
C’est un asservissement a 2 coefficients K, et K,, correspondant respectivement a
la commande dite proportionnelle et intégrale.
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Fic. 16.4.  Modéle d’une boucle du second ordre

L’oscillateur contrdlé en tension est représenté par I'intégrateur qui fournit la
phase de sortie @, (7). La fonction de transfert entre la sortie et ’entrée s’écrit :

@, (Z2) _ K,Z-'+(K,-K|)Z?

H(Z) = ®,(Z) 1-2-K)Z '+(1-K,+K,)Z2

(16.4)

C’est une fonction de transfert de filtre passe-bas, qui vaut un a la fréquence
z€ro. Les caractéristiques du filtre sont déterminées par les deux parametres K, et
K,. Le domaine de stabilité s’étudie en utilisant les résultats du paragraphe VI.7 et
en posant b; = K, - 2 et b, =1 - K; + K,. Il vient alors : 1 - K; + K, < 1;
K, -2| <2-K, +K,.

Dans le plan des coefficients K, et K,, le domaine de stabilité est un triangle.

La fonction de transfert entre I’écart de phase et I’entrée s’écrit :

@, (2)-2,(2) _ (1-z-1)2

®,(Z)  1-2-K)Z +(1-K,+K)Z>2 (16.5)

La présence du terme (1 — Z-') 2 au numérateur indique qu’une telle boucle est
capable de suivre une dérive de phase.

16.3 CODAGE MIC-DIFFERENTIEL

La compression des signaux est une des applications de la prédiction linéaire. Une
illustration est donnée dans le domaine de la téléphonie par le codage Mic-diffé-
rentiel [3].

Pour une voie téléphonique le codage a 8 bits, avec une fréquence d’échan-
tillonnage de 8 kHz, conduit au débit de 64 kbit/s. Le signal peut étre a spectre plat
ou sinusoidal avec ’amplitude maximale admissible dans toute la gamme des fré-
quences utiles; la distorsion de quantification a une distribution spectrale considé-
rée comme uniforme. Or le signal de parole présente une densité spectrale qui, a
long terme, décroit fortement avec la fréquence a partir d’'une valeur inférieure a
1 kHz. Dans ces conditions une adaptation du codage aux caractéristiques du
signal permet une réduction du débit binaire.

Le principe du codage MIC-différentiel repose sur une prédiction linéaire du
signal a coder, comme indiqué au paragraphe 13.5. C’est la différence e (n) entre le
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signal x(n) et la prédiction X(n) qui est codée et transmise a chaque période
d’échantillonnage. Comme le signal d’erreur e(n) a une distribution spectrale
proche d’une distribution uniforme, il exploite beaucoup mieux les possibilités du
codeur que le signal de parole initial.

La figure 16.5 donne le schéma de principe du codage MIC-différentiel. La
suite e’ (n) résulte de I’addition a e(n) de I’erreur de quantification et x’(n) est la
suite issue du décodeur. Le signal e (n) a pour expression :

e(n)=x(n)-x(n)=x(n)- .E:] ax(n-i)

Codeur Déecodeur

x(n) ~ e(n) e/(n x’{n)

x'\(‘n) x"‘('n)

Fic. 16.5.  Principe du codage MIC-différentiel

Le filtre de prédiction P a pour fonction de transfert la fonction P (z) telle que :
N
P(Z)= 'Zl a, 71 (16.6)

L’ordre du filtre N et les coefficients a;(1 < i < N) doivent étre choisis pour
minimiser la puissance du signal e (n). Dans ces conditions, pour une valeur don-
née de N, les coefficients sont calculés par ’expression (13.42), qui fait intervenir
les éléments r (k) (0 < k < N) de la fonction d’autocorrélation du signal x (n). Pour
le signal de parole les évaluations suivantes ont été proposées :

F(0)=1; r(1)=08644; r(2)=05570; r(3)=0,2274

Elles mettent en évidence une forte corrélation entre échantillons voisins. Les
coefficients correspondants ont pour valeur :

a; =1,936; a,=-1,553; a;=0,4972
Les valeurs propres de la matrice d’autocorrélation R, sont :
A =2,532; A, =0443; A,=0,025
Comme :

AL R3A,, = 0947

opt
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le gain de prédiction correspondant est voisin de 13 dB.

Dans la réalisation des systemes MIC-différentiel pour les télécommunica-
tions, un certain nombre d’améliorations ont été apportées au principe de la figure
15.6, pour atteindre un degré de qualité élevé avec des €quipements peu com-
plexes :

— La prédiction est faite en utilisant la suite e(n) transmise apres quantifica-
tion, ce qui réduit la puissance de distorsion de quantification. De plus I’émetteur
et le récepteur fonctionnent & partir des mémes informations et il n’est pas néces-
saire de transmettre des informations supplémentaires, par exemple pour intro-
duire des procédures adaptatives.

— Le quantificateur est rendu adaptatif en faisant varier I’échelon de quantifi-
cation en fonction d’une estimation de la puissance du signal. Cette approche per-
met de tirer profit du fait que les signaux téléphoniques ont une puissance soit
constante soit lentement variable. La parole par exemple est un signal non station-
naire qui, cependant, peut étre considéré comme stationnaire sur des durées
courtes, de ’ordre de 10 ms.

— Le prédicteur est rendu adaptatif pour tenir compte des spectres des divers
signaux et suivre les évolutions a court terme du spectre de la parole.

Ces systemes sont de type MIC-Différentiel Adaptatif (MIC-DA).

Le schéma du filtre de prédiction dans le codeur et du filtre de reconstruction
dans le décodeur est donné par la figure 16.6. La fonction de transfert H(Z) du
codeur est donnée par :

N
H(Z)=1- % a,Z/= - (16.7)
=
Zlal-Z"
1+-=
N
1-2az-

La prédiction X (n) est calculée a partir de la suite reconstituée y (n). Le quan-
tificateur Q introduit une distorsion qui s’ajoute au signal d’entrée et qui est sup-
posée avoir un spectre uniforme. Par rapport au principe de la figure 16.5, la
distorsion de quantification est réduite d’un facteur approchant le gain de prédic-
tion G.
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Fic. 16.6.  Filtres dans un systeme MIC-différentiel

Le rapport signal a bruit SB du systéme complet s’écrit :

anz(n) anz(n) 2e2(n)

SB = = .
%[y(n) -x(n)]? %62(”) %[y(n) -x(n)]?

Soit pour des signaux stationnaires :
_ Elx*()] E[e?(n)]
~ E[e*(m)] "E[(y(n)-x(n))’]

Le premier terme est le gain de prédiction. Si le signal d’erreur e(n) a un
spectre uniforme et si la distorsion de quantification g (n) = e(n) — e, (n) est faible,
alors le gain de prédiction G est tel que :

1 (" do
2 __aw
G ZRJ . > (16.9)
1 —'721 a;e”ji®

1

SB

(16.8)

-T

Les égalités suivantes sont vérifiées :
q(n)=e(n)-e,(n) =x(n)-x(n)-e,(n)=x(n)-yn)

Dans le cas d’'une transmission sans erreurs entre codeur et décodeur, le rapport
signal a bruit du systéme s’exprime en décibels par :
Ele?(n)]
SB =201og G + 10 log El2(n)] (16.10)

Pour maximiser le deuxieme terme de cette expression, un quantificateur opti-
mal peut étre utilisé, comme au paragraphe 1.12.

La fonction de transfert H(Z) du codeur peut étre de type RIF, RII ou mixte
RIF-RII. En utilisant les techniques du chapitre 14 les filtres de prédiction et
reconstitution peuvent étre rendus adaptatifs.

Le schéma d’un transcodeur entre une voie MIC au débit de 64 kbit/s et une
voie MIC-DA a 32 kbit/s est donné a la figure 16.7. L’échelon de quantification est
ajusté en fonction de la racine carrée de la puissance moyenne du signal x (n), esti-
mée a partir de la sortie du quantificateur.
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Mic
64 kbit/s

x(n) e(n) — MIC DA

32 kbit/s

Filtre de Adaptation

prédiction | d’ échelon

Adaptation e (n -
des . q( ) Quantif.

coeffici inverse

Fic. 16.7. Schéma de transcodeur MIC-MICD A

La qualité de transmission de ce systéme est telle qu’il ne produit aucune
dégradation notable pour la plupart des signaux téléphoniques. Avec un prédicteur
d’un ordre suffisant, par exemple RIF d’ordre 10, le gain de prédiction sur la
parole va de 6 dB pour les sons non voisés a 16 dB pour les sons voisés, avec une
valeur subjective globale de 13 dB environ; pour des signaux de modems rapides,
4800 bit/s, il est d’environ 4 dB. Le rapport signal a bruit du quantificateur optimal
a 4 bits est voisin de 20 dB. Avec ces valeurs, le rapport signal a bruit d’un systéme
MIC-DA est suffisant pour transmettre la parole est les données dans de bonnes
conditions.

Sur le plan international un algorithme de conversion MIC-MICDA a été nor-
malisé par P'UIT (Union Internationale de Télecommunications); il est décrit dans
l’avis G 721 [4].

16.4 CODAGE DU SON

Les bancs de filtres sont a la base de la compression numérique du son, car ils
permettent de profiter des particularités de 'oreille et notamment de 'effet de
masquage.

L’algorithme représenté a la figure 16.8 et normalisé sous ’appellation UIT-
T/G722, permet la transmission du son sur le canal téléphonique a 64 kbit/s. Le
signal audio a une bande dite élargie de 7 kHz, il est échantillonné a 16 kHz et
codé a 14 bits. Un banc de 2 filtres QMF permet d’obtenir 2 sous-bandes échan-
tillonnées a 8 kHz qui sont ensuite codées en MIC-DA aux débits de 48 et 16 kbit/s
pour les bandes basse et haute respectivement. Une opération de multiplexage,
avec insertion de données éventuellement, fournit le débit de 64 kbit/s a trans-
mettre.
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16 Kbits/s
Signal Audio | L MIC-DA 64 Kbits/s

o— MUX —o0

14 bits - 16 kHz | OMF MiC-DA |28 Kbits/s

Fic. 16.8. Codage a deux sous-bandes d’un signal audio

La compression du son de haute qualité pour la diffusion numérique ou le
stockage est définie par la norme ISO/CEI 11172 [5-6]. Elle est basée sur un banc
de 32 filtres a 512 coefficients, de type pseudo-QMF. Les signaux ainsi obtenus
sont quantifiés séparément, avec un nombre de bits pour chaque sous-bande tel
que le bruit de quantification reste a un niveau inférieur au seuil de masquage. Ce
seuil, illustré a la figure 16.9, est défini pour chaque sous-bande a partir d’une ana-
lyse par TFD a 1024 points en appliquant les résultats de la psycho-acoustique.

A 4

0 16 kHz f

Fic. 16.9. Exemple de courbe de masquage pour un signal sonore

La méthode permet d’atteindre un débit de 64 kbit/s pour une voie son mono-
phonique de haute qualité. (MPEG - Couche 3 / MP3) [6].

16.5 ANNULATION D’ECHO

Dans les réseaux de transmission, des échos se produisent quand une réplique
retardée et affaiblie du signal, émis par un terminal local a destination d’un termi-
nal distant, atteint le récepteur local. De tels signaux d’échos ont leur origine dans
les transformateurs hybrides qui effectuent la conversion 2 fils-4 fils, dans les désa-
daptations d’impédance le long des lignes a 2 fils et, dans certains cas particuliers
comme la téléphonie mains-libres, dans les couplages acoustiques entre les haut-
parleurs et les microphones des terminaux. L’annulation d’écho consiste & modéli-
ser ces couplages parasites entre émetteurs et récepteurs locaux et a soustraire un
écho synthétique de I’écho réel [7].

Deux situations différentes peuvent étre distinguées, selon la nature des signaux
impliqués, a savoir la parole et les données. Le cas des modems pour transmission
de données est traité en premier, car il est plus simple a aborder.
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16.5.1  Annuleur d’écho pour données

L’exploitation la plus efficace des lignes a 2 fils est réalisée quand les signaux de
données sont transmis simultanément dans les deux directions et dans les mémes
bandes de fréquence. La transmission est alors dite bi-directionnelle ou full-
duplex. Le principe est illustré a la figure 16.10.

Le signal x4 (n) est transmis du terminal A au terminal B a travers une ligne a 2 fils.
Le signal y(n) a I’entrée du récepteur du terminal A posséde 2 composantes, le
signal y,(n) provenant du terminal B qui est le signal de données utile et le signal
réfléchi qui constitue ’écho perturbateur produit par x,(n) et désigné par r,(n).
La fonction du filtre H(z) est de produire un écho synthétique y(n) aussi proche
que possible de r, (n), de sorte que, apres soustraction, le signal d’erreur e(n) reste
suffisamment proche de yz(n) pour que la transmission des données du terminal A
au terminal B ait la qualité suffisante.

Le choix des parametres du filtre adaptatif est guidé par le contexte. Le nombre N
des coefficients est déduit de la durée de la réponse impulsionnelle d’écho a com-
penser, en tenant compte de la fréquence d’échantillonnage.

y(n) =yg(n) +r,(n) @e_(n»)

Terminal A

Terminal B |

Y

Ligne 2 fils

x4 (n)

Fic. 16.10. Principe de I’annulation d’écho

Il est nécessaire de rendre le filtre adaptatif, parce que les caractéristiques de la
ligne de transmission peuvent changer avec le temps. Pour tout filtre adaptatif, la
nature des signaux d’entrée est importante et dans le cas présent la situation est
tres favorable. En effet, comme le montre la figure 16.10, I’entrée du filtre est le
signal de données émis x,(n), qui est généralement non corrélé, a une puissance
unité et donc posseéde la matrice d’autocorrélation Ry = I. Alors, I’algorithme du

N

gradient a des performances équivalentes a celle de l'algorithme des moindres
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carrés, le pas d’adaptation & étant borné par 2/N et la constante de temps a pour
valeur T =1/8 . Dans la phase d’apprentissage, la puissance moyenne de I’erreur de
sortie s’écrit, en appliquant la relation (14.28) :

E, (n) = [Hopd3(1 — 8)n (16.11)

La norme L, du vecteur des coefficients d’écho ||[H, |3, représente la puissance du
signal d’écho.

En transmission bidirectionnelle, le signal utile y;(n) dans la référence est plus
faible que 1’écho r,(n). Si A, désigne le rapport de ’écho au signal utile, SB le rap-
port du signal désiré au bruit a I’entrée du récepteur, alors I’affaiblissement d’écho

A, doit satisfaire 'inégalité suivante :

optl

A,> A, + SB (dB) (16.12)

Par exemple, avec SB =40 dB et A, =20 dB, alors A, = 60 dB, ce qui implique un
haut niveau de performance de ’annuleur d’écho, pour ce qui est de ’erreur rési-
duelle en régime permanent, apres convergence.

Dans I’adaptation, le signal utile crée un écart sur les coefficients par rapport a la
valeur optimale et il en résulte une augmentation de I’erreur résiduelle en sortie.
En désignant par o} la puissance du signal utile des données recues et en utilisant
les résultats de 1’étude de I’algorithme du gradient, la variance de chaque coeffi-
cient de filtre aprés convergence a pour valeur 075/2 et 'erreur résiduelle est N fois
plus grande, soit N 078/2. Pour atteindre un objectif de rapport signal a bruit SB, le
pas d’adaptation doit satisfaire I'inégalité :

NO o L (16.13)
2 °SB

Dans cette approche, on a supposé que la puissance de I’erreur de sortie est voisine
de celle du signal utile o] Par exemple, avec SB = 10" (40 dB) et N = 60, il faut
prendre 8 < 3,3 10°. C’est une valeur tres faible, qui entraine une tres longue phase
d’apprentissage. Il est important de noter I'impact sur la précision des coefficients.
En appliquant les résultats sur la précision des coefficients en filtrage adaptatif par
gradient, on obtient I’expression simplifiée suivante pour le nombre de bits b, des
coefficients :

b, = log2(-L) + %logz(Ae) (16.14)
5

Avec 3 =3310°et A, =109, il vient : b, = 29. En pratique, il n’est pas obligatoire
d’utiliser cette précision dans les multiplications du filtre, elle est seulement néces-
saire dans la mise a jour des coefficients.
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16.5.2 L'annuleur d’écho acoustique

L’annulation d’écho acoustique conduit a des filtres de tres grande longueur. Avec
la vitesse de propagation des ondes acoustiques dans I’air v = 330 m/s, une fré-

quence d’échantillonnage f, = 8 kHz et une distance parcourue 2D = 100 m on

aboutit a N = % = 2400.

On rencontre cette situation dans les salles d’audioconférence par exemple.

De plus, I’'annuleur d’écho doit faire face a des situations difficiles pour I’adap-
tativité, comme la double parole. Durant la conversation, il peut arriver que les
2 utilisateurs parlent en méme temps et il y a transmission bidirectionnelle simulta-
née. Cette situation amene des écarts sur les coefficients, ce qui réduit ’affaiblisse-
ment d’écho. En fait, pendant la double parole, il faut geler les coefficients, ce qui
pose le probleme de la détection de double parole. Une approche simple est indi-
quée a la figure 16.11. Elle consiste a comparer le niveau du signal recu r(n) avec

- détecteur -
de niveau
décision oui/non
de double +—— >
r (n) parole
+ o détecteur -
- de niveau -

y(n)

L s e(n)
AE

+ x(n)

Fic. 16.11. Détection de double parole

le niveau du signal e(n) apres soustraction de I’écho synthétique. En I’absence de
signal de parole distante dans r(n) et si ’annulation fonctionne correctement, les
niveaux sont nettement différents. Au contraire, pendant la double parole, les
niveaux se rapprochent. Avec cette information, on peut décider de la présence de
double parole et geler les coefficients.

Les parametres pour la détection de niveau et la décision doivent étre choisis
avec soin, pour éviter une fausse décision et des retards excessifs. Les détecteurs
de niveau peuvent étre basés sur des mesures de puissance ou d’amplitude.
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16.6 TRAITEMENT DES IMAGES DE TELEVISION

Les vidéocommunications et la diffusion des signaux audiovisuels en numérique
s’appuient sur des techniques de compression d’images a base de traitement a une
ou deux dimensions.

Une image animée est une fonction s(x, y, f, A), de 4 variables, qui sont les
deux variables du plan, le temps et la longueur d’onde. En télévision, ce signal est
ramené a une seule dimension pour la transmission.

La variable longueur d’onde peut étre retirée en considérant que le systeme
visuel humain comporte trois types de récepteurs qui effectuent des fonctions de
filtrage conduisant a 3 signaux correspondant aux couleurs primaires Rouge, Vert
et Bleu (R, V, B).

Le balayage de télévision ramene ensuite ces signaux a trois dimensions a des
signaux monodimensionnels. Les images sont analysées 25 fois par seconde, a rai-
son de 625 lignes par analyse. En fait, les lignes paires et impaires d’une image sont
regroupées dans deux trames différentes multiplexées dans le temps, d’ou une fré-
quence de 50 trames entrelacées par seconde.

Pour la transmission, les composantes primaires R, V, B sont remplacées par
des combinaisons linéaires, appelées respectivement luminance Y et différences de
couleur ou chrominance Dr et Db, telles que :

Y= 030R +0,59V +0,11B
Dr=R-Y= 0,70R-0,59V +0,11B
Db=B-Y =-0,30R - 0,59V + 0,39B.

La numérisation de ces signaux se fait avec une fréquence de 13,5 MHz pour
la luminance et de 6,75 MHz pour les signaux de chrominance. La conversion
Analogique/Numérique étant a 8 bits, le débit correspondant s’éleve a 216 Mbit/s.
Ce format correspond a la recommandation CCIR 601 de I'UIT et il est dit de type
422. 1l conduit a des images se présentant sous la forme de tableaux de nombres de
8 bits comprenant 720 points par ligne et 576 lignes utiles, dans le cas d’un
balayage a 625 lignes.

Une image correspond donc a 414720 octets pour la luminance et 207360 octets
pour chacune des composantes de chrominance.

Les techniques de réduction de débit s’appuient sur le fait qu'une bonne
modélisation est fournie par la sortie d’un filtre RII du premier ordre auquel est
appliqué un bruit blanc gaussien [8]. La fonction d’autocorrélation a 2 dimensions
correspondante s’écrit :

V(x,y) = roe—(OUf+ By)
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ol o et B sont des constantes positives. Pour le spectre associé, il vient :

40
(02 + o) (B? + 03)

S(w, m,) =r, (16.15)

La plus grande compression dans la représentation d’un signal est obtenue par
la transformation propre, basée sur les vecteurs propres de la matrice d’autocorré-
lation. Dans le cas des signaux du premier ordre, cette transformation est bien
approchée par les transformées en cosinus ou sinus discretes, présentées aux para-
graphes 3.3.3 et 3.3.4.

Dans les normes de compression d’images, c’est la TCD, appliquée a des blocs
de 8 x 8 points d’'image élémentaires ou «pixels», qui a été retenue.

Les normes élaborées pour la visiophonie, le stockage des images et la télévi-
sion numérique font appel a la combinaison des 3 techniques suivantes [6] :

— l’estimation du mouvement, pour pouvoir minimiser la différence entre
I'image courante et 'image précédente;

— la transformation en cosinus discréte pour minimiser la redondance
spatiale;

— le codage statistique a longueur variable (CLV).

Le schéma général d’'un codeur d’image est donné a la figure 16.12. Le quanti-
ficateur Q opere a partir de seuils qui peuvent étre pilotés par un dispositif de

régulation, permettant a ’aide d’une mémoire tampon d’atteindre un débit
constant.

Régulation [«—

Estimation
Images
— du —>(+)>[TcD—{a}—>|cLv i i
sources I Multi-| [Tam-| _ Train
mouvement [ —>{ plex [”] pon [~ numérique
>

o
®
Mémoires
Vecteurs dlimages |«
FIXE | |Modes | et prédiction
INTRA
INTER

Fic. 16.12.  Schéma général d’un codeur d’images animées
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Pour la télévision de qualité commerciale le débit peut étre réduit jusqu’a
moins de 4 Mbit/s soit un facteur de compression de ’ordre de 50 [9].

Des filtres numériques interviennent dans les opérations d’interpolation ou de
sous-échantillonnage, par exemple pour les changements de formats d’image ou
I’estimation de mouvement. Ce sont des filtres séparables.

La compression numérique des signaux multimédia, parole, image et son, per-
met de réduire considérablement les débits nécessaires a la diffusion des pro-
grammes et elle offre la possibilité, associée aux techniques de transmission numé-
rique a haute efficacité spectrale, d’émettre plusieurs programmes dans des canaux
utilisés en analogique pour un seul programme.

Les techniques a haute efficacité spectrale font une utilisation intensive du
traitement numérique et elles tirent le meilleur profit des particularités des canaux.
C’est ainsi que les techniques multiporteuses peuvent conduire a des débits de plu-
sieurs bits/s/Hz sur des canaux de qualité limitée ou susceptibles d’étre perturbés.

16.7 TRANSMISSION MULTIPORTEUSE - OFDM

L’objectif des techniques de transmission multiporteuses est d’approcher la capacité
théorique d’un canal, d’'une part en limitant I’effet des distorsions, d’autre part en
ajustant le débit a la densité spectrale de bruit. En effet, en divisant un canal donné
en plusieurs dizaines, centaines ou milliers de sous-canaux, on rend négligeable I’ef-
fet des distorsions sur chaque sous-canal et on peut affecter a chacun le débit qu’il
est capable de supporter. Une approche simple et efficace pour mettre en ceuvre ce
principe consiste a faire appel a la Transformation de Fourier Rapide, c’est la tech-
nique dite OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing) dont le principe
est représenté a la figure 16.13. Le flux de données a transmettre est converti en N
flux élémentaires a débit N fois plus faible, qui sont appliqués a I’entrée d’un cal-
culateur de TFD inverse. Conformément a la définition de la TFD inverse donnée
au chapitre 2, cette opération correspond a une modulation par
les flux élémentaires de N porteuses, aux fréquences multiples de % et a ’addition
de I’ensemble des signaux ainsi modulés. La cadence des symboles OFDM est
alors de % A la réception, aprés passage par le canal, une TFD directe effectue

I’ensemble des démodulations et restitue les données d’origine, qu’il suffit de
sérialiser pour retrouver le flux total initial.

Données | Conversion
série-
d(n) paralléle

Conve[smn Données
paraliele-
série d(n)

TFR-1 Canal TFR

Fic. 16.13.  Principe de la transmission OFDM
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Ce principe tres simple est l'illustration directe de la définition de la TFD et
de son inverse. Cependant, pour fonctionner correctement, il nécessite plusieurs
précautions et adaptations.[10]

En se reportant au paragraphe 2.4 et, en particulier, a la figure 2.8, on observe
que l'orthogonalité des signaux n’est vérifiée que pour les fréquences qui sont

au centre de l'intervalle de largeur NE' affecté a chaque sous-canal, que les sous-

canaux ont un domaine de recouvrement et que ’amplitude du recouvrement se réduit
avec I’éloignement en fréquence. Sur les bords du canal de transmission, les réponses
en fréquence des sous-canaux sont non symétriques, ce qui entraine des interférences.
Il faut donc éviter d’utiliser les sous-canaux extrémes et prévoir une marge d’au moins
quelques sous-canaux, de chaque c6té de la bande de fréquence utilisée.

Dans le domaine temporel, un canal de transmission réel a une réponse impul-
sionnelle de durée 1. Pour qu’il n’y ait aucune superposition entre deux symboles
OFDM consécutifs a la réception, il faut que les symboles soient séparés d’une
durée suffisante, c’est-a-dire qu’il faut introduire un temps de garde Tg, tel que
Tg > 1. Pendant la durée de ce temps de garde, il faut prolonger le symbole
OFDM, pour introduire la convolution circulaire indiquée au paragraphe 2.1 et
éviter ainsi des interférences entre les sous-canaux. Dans la pratique, c’est la fin du
symbole, sur une durée Tg qui est reproduite au début, comme indiqué sur la
figure 16.14, ce qui facilite le fonctionnement du récepteur.
N

'
[ >
'
'
'

>E Ng E< /\H Ng

Symbole p—1 Symbole p Symbole p + 1

FiG. 16.14.  Introduction du temps de garde et fonction de corrélation

Avec ce dispositif, les signaux recus se trouvent simplement multipliés par la
TFD du canal, effet qui peut étre compensé par une égalisation en amplitude et en
phase dans chaque sous-canal. Pour le montrer, on définit par C(Z) la fonction de
transfert en Z du canal qui comprend P + 1 coefficients, avec P < N, :

C(Z) = éo C,Z" (16.16)
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Si x (n) est le signal émis, le signal recu y (n) s’écrit :
P
y(n) =p§0 C,x(n-p)

Comme x (n) s’exprime a partir des données d, par

N-1 .2nk
x(n) :kzo de' N (16.17)

On obtient pour y (n) la double sommation

P N-1 _2_nk(n_ )
y(n) :pz:‘,o C, kzzlodke]N b (16.18)
En posant :
P 42nk
H — C ]ﬁ 92
k p§0 pe
il vient finalement
N-1 2n

kn

y(m)= T (dHy) /N (16.19)

On retrouve bien la propriété de convolution circulaire de la TFD et le récep-
teur fournit les données émises multipliées par le spectre du canal H,.

La redondance des signaux émis peut étre exploitée par le récepteur pour la
synchronisation. En effet, en calculant la fonction de corrélation suivante :

n

r(n):i: ZI‘,\IHy(i)y*(i—N) (16.20)

on fait apparaitre des pics, comme indiqué sur la figure 16.14, qui caractérisent le
début de chaque symbole, permettent de caler la fenétre d’analyse temporelle du
récepteur et peuvent contribuer a la synchronisation des horloges.

La synchronisation en temps et en fréquence est un probleme délicat dans les
systemes a grand nombre de porteuses et des symboles particuliers de référence
sont introduits ou certains sous-canaux sont réservés a des signaux fixes appelés
pilotes.

La figure 16.15 représente le schéma par bloc d’un récepteur de télévision
numérique pour la diffusion terrestre [11]. Les interfaces analogiques aménent le
signal dans la bande 0,76 — 8,37 MHz et la conversion Analogique-Numérique s’effec-
tue a f, = 18,28 MHz. Ensuite, une conversion réel-complexe par filtre de quadrature
est effectuée et la fréquence d’échantillonnage est ramenée a 9,14 MHz. Avant le cal-
cul de la TFR a N = 8192 points, un multiplieur complexe effectue le calage en fré-
quence du spectre du signal. La synchronisation temporelle commande le positionne-
ment de la fenétre de la TFR. Le signal émis comporte 6817 porteurs actifs dont
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177 sont consacrés a des signaux pilotes, ce qui permet une synchronisation fine du
récepteur, une estimation de la réponse fréquentielle du canal pour I’égalisation et
une mesure de la distorsion dans chaque sous-canal. Le temps de garde peut atteindre
jusqu’a 20 % de la durée du symbole.

Ce systeme doit permettre la transmission de débits jusqu’a 32 Mbit/s dans un
canal avec espacement de 8 MHz, soit 4 bits/s/Hz.

Un autre exemple d’application de ’OFDM est le systeme ADSL (Asymmetric
Digital Subscriber Line) qui permet la transmission vers I’abonné sur sa paire de
cuivre de débits pouvant atteindre 6 Mbit/s au-dessus du signal téléphonique. Le
signal multiporteuse occupe une bande de 1 MHz avec 256 porteuses.

Extraction
des
pilotes

v

s(?) Interface TFR Egalisation
anaiogique || A1 " N=8182 | ~ soustanal

}

Décodeur

Synchronisation
de fréquence

Synchronisation i
temporelle Données d(n)

Fic. 16.15.  Récepteur de télévision numérique terrestre

Les avantages de la technique OFDM résident dans sa faible sensibilité aux
distorsions du canal, une relative immunité aux bruits impulsifs par Ieffet de
moyennage de la TFD, la possibilité d’éviter les brouilleurs a spectre étroit et
I’ajustement du débit a la densité spectrale du bruit.

Par contre, cette technique nécessite des dispositifs de synchronisation délicats
et elle est sensible aux non-linéarités. En particulier, il faut bien noter que le signal
émis dans le canal étant la somme d’un grand nombre de signaux aléatoires de
méme distribution, il a une distribution d’amplitude gaussienne et un facteur de
créte de 12 dB, ce qui est un inconvénient par rapport aux modulations a enve-
loppe constante, utilisées en radiocommunication par exemple.

Les intervalles de garde en temps et en fréquence, les signaux pilotes, les sym-
boles de référence réduisent 1’efficacité du systeme. Des approches basées sur le
principe des bancs de filtres a décomposition et reconstitution presque parfaites, ce
qui limite le recouvrement des sous-canaux aux voisins immédiats, permettent
d’éviter ces pertes, au prix d’'un supplément de traitement. Avec des égaliseurs
adaptatifs dans chaque sous-canal, ils réduisent aussi les contraintes de synchroni-
sation et ils devraient permettre d’approcher les limites des capacités de transmis-
sion théoriques [12].
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1.3

1.4

1.5
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1.7

1.8

1.9

EXERCICES

CHAPITRE 1

1 24 (-1r+ t
L(h==+- 2 —"— cos2n(2p-1) =.
L(0) 2%21 P n(2p-1)

s(nT) =sin (nw + @) = (- 1)" sin ¢.

La possibilité de reconstitution dépend de . (cp = %p oui; =0 non).
2V2

H(fel2) = T (0,92 dB).

h<fe<2fi
. 3m
o Singn
s(nT) =s,(nT) +js;(nT)=¢’ 2"
sin gn)

Valeur maximale de s (n) = 8;
s(n)=0 pour @, =-2n g n + k.
fe=2MHz; Af=1kHz.

1 i -
P) = Ty 0 =26 1) RGP cosn(fysfye

sinnn
)

Partie périodique; coefficient de Fourier : C, = p—

. e ) 1-cosnfT
Partie non périodique; spectre : S, (f) =p(1-p)T W
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1.10 Rapport signal a bruit dans la bande 300 — 500 Hz = 75 dB (fe = 16 kHz; gain 3 dB).
1.11 Distorsion de quantification : raie a 3 fe; puissance : 0,01952.
. - 1 49 1
1.12  Si la caractéristique est centrée : a; = 0 pour 0 < |o| < = 1- Jo2 pour
2
0 < |o| < 1. Centrage a % ta; = ?q pour 0 < |o| < 1.
1.13  Sans écrétage (facteur de créte) : 10 bits; avec écrétage a 1 % = 9 bits.
1.14 En codage linéaire (S/B),,,, = 50 dB; en non linéaire il varie de 35 a 38 dB quand le
signal varie de — 36 dB a 0 dB.
1.15 Valeurs optimales : x, = 0; x, = 0,9816; y, = 0,4528; y, = 1,510.
CHAPITRE 2
21 LaTFD de la seconde suite est liée a la premiére par :
X' (k)=e "3 X (k)
2.2 Multiplications réelles : My = 28; Additions réelles : A, = 84.
2.3 Les petites différences proviennent des repliements dans ’échantillonnage et décrois-
sent quand N croit.
2.4 Nombres de multiplications complexes : 160, 96, 72. Additions : 384.
2.5  Puissance maximale de bruit sur une sortie : 28.g?%/12. Avec quantification a 8 bits des
coefficients : | (i, k)| < 0,003.
2.6 Récurrence: X,=x(N-1); X, =x(N-1-m) + WX,,_, pour
lsm=<N-1
Il faut N — 1 multiplications complexes.
2
27  Bruit d’arrondi total : N ;]—2 + Ng?; dégradation de rapport signal a bruit : ASB = 11,5 dB
(Bruit d’entrée g ?/12).
2.8 Enregistrement : 20000 échantillons; mémoire 160 kbits temps de cycle pour une
multiplication : lus.
29 Les fenétres en cosinus, Hamming et Blackman affaiblissent les lobes secondaires,
mais ne permettent plus de détecter la présence de la composante faible.
2.10 Sur la figure 2.13 les multiplieurs sont utilisés a 50 %. La pleine capacité est obtenue
en doublant la mémoire d’entrée avec lecture alternée.
211 Mémoires : 120, 30 et 6 nombres dans les 3 étapes respectivement. Trois multiplieurs

complexes sont nécessaires dans deux étapes; leur rendement peut étre porté a
100 % par des mémoires tampon.
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31
32
33
34
35
3.6

37

38

41

42

4.3

4.4
4.5

51

52

CHAPITRE 3

On vérifie que les produits I; x A et A x I, sont différents.

On vérifie les relations 3.3, 3.4, 3.5, 3.6.

Nombres de multiplieurs réels en bases 2, 4 et 8 : 384, 284 et 246.

La TFD d’ordre 12 demande 20 multiplications complexes.

Utiliser les relations (3.18) et (3.21) pour obtenir les 2 factorisations.

Le calcul basé sur une TFD complexe d’ordre 8 conduit a 24 multiplications réelles, la
transformée impaire a 26.

Avec cette méthode les opérations de A, disparaissent, ce qui réduit a 16 le nombre
de multiplications complexes.

Matrices de la transformation :

11 1 1 11 1 1

14 16 13| 1 13 16 4

T=11 16 1 16'T'=B|1 16 1 16

1 13 16 4 1 4 16 13
CHAPITRE 4

. 1-a®r"
Réponse a la suite a”: y (n) = a”-3 % pour5<n<38.

Procéder par dérivation et développement en série et intégration

©

1 Z—l 1 1 1
In(z-a)=- > — Z": = pn = gn | 27"
n(z-a) ,El na" (1-azZ-HY(1-bZY) 61—bn§)<b" a")

%

avec: lal <1; Jp|<1
1

H(Z) = (1 —ref"Z’l) (1 _re—/‘ez—1)-

Puissance en sortie : 21; H(w) = 4,41 — 1,536 cos o + 0,46 cos 2.

Réponse du systeme :
elne rsin (n+1)0 sin (n6)
— n-1 _ —
y(n) = 1-e o4+ 0,8 e 2o *r [(a 0.85) sin O 08a sin 0 }

CHAPITRE 5

La réponse s’annule pour f'=0,288; 0,347; 0,408 ; 0,469 ondulation maximale : 0,08.
Zéros de H(Z) : 0,606; 1,651;0,4292 + j0,464; 1,073 £ j1,161.

Coefficients : — 0,012; 0; 0,042; 0; — 0,093; 0; 0,314; 0,5. Zéros de H(Z) : 0,4816;
2,076;0,3764 = j0,368; 1,3583 * j1,328 ondulation maximale : 0,03.
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5.3 8=0,017, valeur inférieure aux valeurs ci-dessus.
5.4  Avec fs/2 en sortie, les nombres de mémoires et multiplications sont divisés par deux,
par entrelacement (voir § 10.5).
5.5 Dansle plan complexe H(Z) tourne de m et de = g, ce qui donne un passe-haut et un
passe-bande.
5.6  Coefficients : N = 27; précision des calculs : b, = 12 bits; b; = 20 bits.
5.7 Coefficients de la fonction erreur : — 0,0065; 0,0034; — 0,0015; - 0,0019
€(0,1925) = ¢~/28/0 (- 0,0028)
b, =1 L 1 J. 1 L
e 1T 3108 2Af 1082 | min {8, 8,} )
CHAPITRE 6
6.1  Suivre le développement du paragraphe (6.1). La différence entre le retard et le
temps de groupe du filtre illustre la non-linéarité de la réponse en phase.
1
6.2 Réponse a I’échelon unité : y (n) = 18 (1-(=08)"*1)+(=08)"*1y(-1).
6.3 Poles: P=0,78 * j0,438. Les zéros n’ajoutent pas de multiplications dans le circuit.
64 H, =385;cos w,=0,808;]|H]|, = 8,53.
Avec des zéros a 3f,/8 : |[H||, = 25,8.
Fréquence des auto-oscillations voisine de f,/10; amplitude = 42¢q. Auto-oscillations
de forte amplitude possible car (6.56) non-vérifiée.
6.5 b, =13 bits; déplacement de la pointe d’affaiblissement : df; < 2,210-5 f,.
0,796 -142Z-1+7-2 .
H(Z) = [-142Z 11 079%6 22 ; T, (w) calculé par (6.45)
6.6  Réalisation possible avec 3 multiplications.
CHAPITRE 7
1,49+ 14 cosw
T . 2 _ b 2
7.1  Cellule du 1¢f ordre : [H (w)|2 = 18 18coso
1,6 sin o 1,6 (0,37 cos w — 0,2)
= Arctg. —5—5——; = -
@(0) = Ardte. e o ) T (037 cos 0 02)2 + 2,66 sin o
7.2 Fréquences caractéristiques : 0,162; 0,231; 0,538; 0,736.
) (1+Z-1+
7.3  Fonction de transfert : H(Z) = 0,094

(1+0,039Z-2) (1 +0447Z-2)"
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7.4

7.5

7.6

71

7.8

7.9

7.10

81

8.2

8.3

8.4

Z1'-a sinw(f,—f1)

on:7Zlee — . gq= ——1t 117
Transformation: Z-! = T—az 1 sma(f, + 1))
avec : fi=01725; f1=0,1; a=03.

Facteurs d’échelle : ad=2-%; a{=2+2; aj=2.
Pour H(j) =1, il vient : @, = 0,515 et a} = 4,12; Précision : b, = 16 bits.
Nombre de bits des coefficients : b, = 12 bits. Optimum obtenu par recherche systé-

matique autour de I’arrondi. Le pole critique 0,9235 * j0,189 ne permet pas de rame-
ner b, a 11 bits.

Le filtre du paragraphe 7.2.2 peut avoir des auto-oscillations d’amplitude inférieure a
3q et de fréquence voisine de fe/5. De méme pour le filtre de la figure 7.20.

Le filtre RII nécessite 7 multiplications et 4 mémoires alors que le RIF équivalent
demande 8 multiplications et 16 mémoires.

Fonction de transfert :

1-1,165Z-1+Z-2 1-0,198Z-1+Z-2
H(Z) = 0,0625

1-1,404Z-1+0,847Z-2 1-1,238Z-1+ 045522
fi=4832Hz; f,=7495Hz; Af,=4Hz; Af,=-3Hz.
Facteurs d’échelle : ad=2-3; a{=2-1; a}=1.

Ordre théorique : N = 5,19; pour N = 6. §; devient trés faible. Nombre de bits des
coefficients : b, = 11 bits. Différence entre données internes et entrée : 7 bits.

CHAPITRE 8
1 z 2 1-2/2 z/2
S= 1212 2|0 | -2 1+z12
L 1 LC
Pour des circuits LC, prendre z =Lp + iy ouz=—-.
Lp + C—p

Le diagramme est celui de la figure 8.3 avec N =6 et Y, = 0. Pour
f.=40kHz; a,=a,=0,205; a,=a;=0,085;

les coefficients sont multipliés par 4 pour f, = 10 kHz.

1 1
Le circuit de la figure 8.2 peut étre utilisé. Les produits sL,. It sL,. ;[ sont réa-
3 1

lisés par des connections directes de I’entrée de la branche centrale aux deux addition-
neurs. Valeurs des coefficients : a; = 5,510~ 4; a, = 2,610-4; a; = 2,410-4; a, = 4,610~ 4;
L,/L,=0,097;L,/L; + L,/L, = 0,32.
Coefficients :

o, =0,4425; 03 = 0,1856; a5 = 0,1793; a; = 0,7359

B, =0,2255;B,=0,1781; s = 0,1944; o, = 0,7169
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Avec b, =5 bits le filtre d’onde a moins d’ondulations.

8.5  Zéros du filtre en treillis : 0,6605; 0,6647 % j0,5020 apres arrondi a 5 bits des k; :
0,6661; 0,6377 £ j0,5002.

CHAPITRE 9
~ l-acos2nf . —asin2xf
91 X(N= 1+a2-2acos2nf ° 1+a%-2acos2nf’

9.2  Calculer X;(w) par transformation de Hilbert; ou écrire
X 1 1 1
RO =5\ T, 775 |
9.3  Les séquences xg (n) et x;(n) ont leurs termes non nuls entrelacés. L’opération faite

1
par x (n) est un filtrage analytique; y (n) = 3 e~ T§E

. . 1 fe 1
9.4 Nombre de bits des coefficients : b, = 2 + 5 log, ( 2Af> +log, (5 )

9.5  Ordre du déphaseur : N = log (n) log (é £>

B kb
coefficients : b, =~ log, (g) + log, (;—j) + log, (%)
Pour I’exemple du paragraphe 9.4 : N =4,97; b, = 14 bits;
9.6 Fonctions de transfert :
H,(2)=1-2Z-1+2Z-2-7Z-3+025Z-*
H (Z)=05-15Z-1+225Z-2-15Z-1+0,5Z-4
Hy,(Z)=025-Z-1+2Z-2-27Z-3+7Z"*
9.7 Réponse en fréquence du filtre
H(f) = e>¥[0,5 + 0,5902 cos 27f — 0,1012 cos 6xf]

H(O):H(%):0,989; 8,=8,=0011; Af:%

Sortie du modulateur 1Q. . .
y(n)=04945¢ """ V7 1000556/ " V1

Apres sous-échantillonnage, en posant n=2p + 1
T T
y(p) =-0,4945¢ "2 - 0,0055¢" 2.
Je oo fe _3te
4 T4

Deux composantes & =~ et — 4

9.8 Bande passante : [0 ; 0,25]; Ondulation : 4.10-2; retard : 2T
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10.1

10.2

10.3

10.4
10.5

111

CHAPITRE 10

Nombre de bits des coefficients b, = 1, 2, 5, 6, 9, 10, 10, 11, 14. Pour le filtre demi-
bande : b, =~ 2 +1b (1/3,, - §,).

Filtres dans la suite de trois filtres : Af = 0,4 avec M = 2; Af = 0,15 avec M = 3;

2
Af=0,025 avec M = 8. Bruit de calcul en sortie d’un filtre demi-bande : 2M (1]—2 Apres
les 3 fil a

3 filtres, Py =20 ==
es res, Py 7
La fonction peut se réaliser avec un filtre demi-bande (M = 3) et un filtre passe-bas a

54 coefficients, d’oll une capacité de calcul de 264 kmult/s. Une réalisation directe a
100 coefficients conduit a 400 kmult/s.

La TFD impaire correspond a un décalage en fréquence de f,/2N.
Fonctions du réseau polyphasé :

D(Z) (1-0,1354Z-1+0,069Z-2) (1 +0,98Z' +0,51Z-2)
N,(Z)=1+7.806Z1+9718Z-2+3773Z%+0,1883Z*
N,(Z)=3713(1+2,908Z- 1 +2,035Z-2+ 0317Z-3).

Le schéma est comparable a celui de la figure 10.1; cadence des mult. : 8f,.

CHAPITRE 11

Réponse en fréquence : H(f) = e72725[0,904 cosmf + 0,234 cos 3wf — 0,1 cos 57f]

Signal de sortie : y (n) = 0,963 cos (n — 2,5)%

En sortie des filtres d’analyse, apres sous-échantillonnage :

u, (n) = 0,963 cos (n —2,5) % + 0,963 cos (n —2,5) %TTF

115 (n) = 0,037 cos (n — 2.,5) - + 0,037 cos (n - 2,5) %“

Fonction de transfert totale :

T(2)=Z"-0,023+0,121 Z2 + 0,882 Z* + 0,121 Z* - 0,023 Z-¥]

Signal reconstitué : x’ (n) = 0,929 cos (n —5) %
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11.2

11.3

11.4

11.5

131

13.2

13.3

13.4

Fonctions de transfert des deux facteurs

Hy(Z) = 5 (14 Z7)  H (Z) =+ (123214 322477)

Facteur d’amplification : % =125

Reprendre la procédure du paragraphe 11.3 sans imposer le zéro double au point — 1
pour H, (- Z)

Signaux de sortie : y, (n) = 0,951 cos (n—4) %

¥,(n) = 0,15 cos (n-3) %

Le sous-échantillonnage introduit les composantes images a la fréquence 3/8.

On vérifie que les composantes images s’annulent & la reconstitution.

L’erreur de reconstitution est bornée par le pas de quantification multiplié par le
double de la somme des valeurs absolues des coefficients

CHAPITRE 13

Fonction AC: r(0)=1;r(1)=0,707;r(2) =0

Valeurs propres de R;: N =12, 1, 0]

Puissance de sortie :
P,= (1 +a}+ a2)VE+|[l-aedo—a, o

En annulant les dérivées, il vient :

sinw + o/2 1+ 0% +2cos’w
b b
a,=2cos® ;a,=—1

1-V2 a

sinw+ 0% (2 + 03) +07) —cos’w

Fonction AC:r(0) =1;r(1) %(cos% + cos%) r(2) = %COSZTT‘-

. ™ .
On vérifie que les zéros du prédicteur se situent entre les points d’affixes e/ ™+ et el

On vérifie que les racines des polynomes obtenues sont sur le cercle unité et vérifient
le principe d’alternance.
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CHAPITRE 14

1
141 Constante de temps T = 5 il faut 23 échantillons pour que y (n) approche m a1 % en

moyenne. Apres la transition, ’erreur quadratique est donnée par (11.39). Les esti-

. . . 2
mateurs récursifs et non récursifs sont équivalents pour n = 5

14.2 Le filtre de prédiction présente un affaiblissement infini a la fréquence fe/8; d’ou :
a=V2; a,=-1.
avec un bruit 62 il vient :

1+ 202
-2 T8
@ \F1+802+804

1
" 1+802+8c*

=~V2(1-602); a,= ~—(1-80?)

14.3 Fonction d’autocorrélation du signal

s =

Q| =

rg=FPy=
Valeur optimale des coefficients : Hj,, = [2; - 1; 0]

Avec bruit : H! | =[1,35-0,50 - 0,07]

opt
Facteur d’amplification du bruit [H /| = 2,09

De la réponse totale (Canal + égaliseur), on déduit la puissance de I'interférence rési-
duelle.

Valeur propre minimale \;, = 0,235. On vérifie que la constante de temps en simula-
tion correspond a I’estimation avec \;,.

14.4 Donner I’expression de Ierreur de sortie et rechercher les valeurs des coefficients qui
minimisent sa puissance.

On pourra commencer par remplacer, dans la relation d’entrée-sortie du filtre H(Z),
la sortie y (n) par la référence y(n) et calculer les valeurs optimales des coefficients
dans ce cas.






© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

BIBLIOGRAPHIE

Aux éditions Masson

TELECOMMUNICATIONS SPATIALES, par des ingénieurs du CNES et du CNET.
Tome 1. — Bases théoriques, 1982, 432 pages.
Tome 2. — Secteur spatial. 1983, 400 pages.
Tome 3. — Secteur terrien. Systemes de télécommunications par satellites. 1983, 468 pages.

SterEoPHONIE. Cours de relief sonore théorique et appliqué, par R. Conpamings. 1978, 320 pages.
DECISIONS EN TRAITEMENT DU SIGNAL, par P.-Y. Arquts. 1982, 2¢ édition, 288 pages.

LEes rREsEaUx PENsANTS. Télécommunications et société, sous la direction de A. GIrAUD, J.-L. Missika
et D. WoLton. 1978, 206 pages (épuisé).

LEs FILTRES NUMERIQUES. Analyse et synthese des filtres unidimensionnels, par R. Borte et H. LEich.
1990, 3¢ édition révisée et augmentée, 432 pages.

FoncTtions ALEATOIRES, par A. BLaNc-LAPIERRE et B. Picinsono. 1981, 440 pages.

PsycroacoustiquE. L’oreille récepteur d’information, par E. Zwicker et R. FELDKELLER. Traduit
de I’allemand par C. Sorin. 1981, 248 pages.

GENESE ET CROISSANCE DES TELECOMMUNICATIONS, par L.-J. LiBois. 1983, 432 pages.

Le Vmeotex. Contribution aux débats sur la télématique, coordonné par Cl. ANCELIN et
M. MARcHAND. 1984, 256 pages.

ECOULEMENT DU TRAFIC DANS LES AUTOCOMMUTATEURS, par G. HEBUTERNE. 1985, 264 pages.

L’EuropE DEs PostEs ET DES TELECOMMUNICATIONS, par Cl. LABARRERE. 1985, 256 pages.

THEORIE STRUCTURALE DE LA COMMUNICATION ET SOCIETE, par A. A. MoLEs. 1986, 296 pages.
TRAITEMENT DU SIGNAL PAR ONDES ELASTIQUES DE SURFACE, par M. FELDMAN et J. HENAFF. 1986, 400 pages.
THEORIE DE L'INFORMATION OU ANALYSE DIACRITIQUE DES SYSTEMES, par J. OswaLp. 1986. 448 pages.
LEs vIDEODISQUES, par G. Broussaup, 1986, 216 pages.

LES PARADIS INFORMATIONNELS. Du Minitel aux services de communication du futur, par M. MARCHAND
et le SPES. 1987, 256 pages.

LEs MODEMS POUR TRANSMISSION DE DONNEES, par M. STEIN, 1987, 384 pages.
SYSTEMES ET RESEAUX DE TELECOMMUNICATION EN REGIME STOCHASTIQUE, par G. Doyon. 1989, 704 pages.

PRINCIPES DE TRAITEMENT DES SIGNAUX RADAR ET SONAR, par R. LECHEVALIER. 1989, 280 pages.



460 Bibliographie

CIRCUITS INTEGRES EN ARSENIURE DE GALLIUM. Physique, technologie et regles de conception, par
R. CasTAGNE, J.-P. DucHEMIN, M. GLoAaNEC et C. RUMELHARD. 1989, 616 pages.

ANALYSE DES SIGNAUX ET FILTRAGE NUMERIQUE ADAPTATIF, par M. BELLANGER. 1989, 404 pages.
LA PAROLE ET SON TRAITEMENT AUTOMATIQUE, par CALLIOPE. 1989, 736 pages.

Le RNIS. Techniques et atouts, par J. Dicenet. 1990, 384 pages.

Aux éditions Dunod
TELECOMMUNICATIONS PAR FAISCEAU HERTZIEN, par M. MatHieu. 1980, 2¢ tirage, 334 pages (épuisé).

TELEcommunicaTions @ oBJECTIF 2000, sous la dir. de A. Growinski. 1981, 2¢ tirage, 300 pages
(épuisé).
ELECTROMAGNETISME CLASSIQUE DANS LA MATIERE, par Ch. VassaLLo. 1980, 272 pages.

PRINCIPES DES COMMUNICATIONS NUMERIQUES, par A.-J. ViTErBsI et J.-K. Omura. Traduit de I’anglais
par G. Batail. 1982, 232 pages.

PROPAGATION DES ONDES RADIOELECTRIQUES DANS L’ENVIRONNEMENT TERRESTRE, par L. Borrhias. 1984,

2¢ tirage, 328 pages.

ProGgraMMATION MATHEMATIQUE. Théorie et algorithmes, par M. MiNoux.
Tome 1. — 1983, 328 pages.
Tome 2. — 1983, 272 pages.

SYSTEMES DE TELECOMMUNICATIONS. Bases de transmission, par P.-G. FontoLLieT. 1984, 2¢ tirage,
528 pages.

ELEMENTS DE COMMUNICATIONS NUMERIQUES. Transmission sur fréquence porteuse, par J.-C. Bic,
D. DuronteL et J.-C. IMBEAUX.
Tome 1. — 1986, 363 pages.
Tome 2. — 1986, 328 pages.

TELEINFORMATIQUE. Transport et traitement de I'information dans les réseaux et systemes téléin-
formatiques et télématiques, par C. MaccHi, J.-F. GuiLBerT et 13 co-auteurs. 1987, nouvelle
édition entierement revue et augmentée, 934 pages.

LEs SYSTEMES DE TELEVISION EN ONDES METRIQUES ET DECIMETRIQUES, par L. Goussot. 1987, 376 pages.

COMPATIBILITE ELECTROMAGNETIQUE, sous la coordination de P. Decauvoue Er J. HaMELIN. 2000,
704 pages.

LES FAISCEAUX HERTZIENS ANALOGIQUES ET NUMERIQUES, par E. FErRNaNDEz et M. Mataieu. 1993,

630 pages.

Aux éditions Eyrolles

DE LA LOGIQUE CABLEE AUX MICROPROCESSEURS, par J.-M. BERNARD et J. HuGON.
Tome 1. — Circuits combinatoires et séquentiels fondamentaux, avec la collaboration de
R. Le Corvec. 1983, 6¢ tirage, 232 pages (épuisé).
Tome 2. — Applications directes des circuits fondamentaux. 1983, 6¢tirage, 148 pages
(épuisé).
Tome 3. — Méthodes de conception des systemes. 1986, 7¢ tirage, 164 pages.
Tome 4. — Application des méthodes de synthese. 1987, 8¢ tirage, 272 pages.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Bibliographie 461

LA COMMUNICATION ELECTRONIQUE, par CRINSEC.
Tome 1. — Structure des systémes spatiaux et temporels. 1984, 3¢ tirage, 456 pages (épuisé).
Tome 2. — Logiciel. Mise en ceuvre des systemes. 1984, 3¢ tirage, 512 pages.

OPTIQUE ET TELECOMMUNICATIONS. Transmission et traitement optiques de l'information, par
A. Cozanner, J. FLEURET, H. MAITRE et M. Rousseau. 1983, 2¢ tirage, 512 pages (épuisé).

THEORIE DES RESEAUX ET SYSTEMES LINEAIRES, par M. FELDMANN. 1987, 2¢ édition entierement revue
et augmentée, 424 pages.

RaparMETEOROLOGIE. Télédétection active de I’atmosphere, par H. Sauvaceor. 1982, 304 pages.
PRATIQUE DES CIRCUITS LOGIQUES, par J.-M. BERNARD et J. Hucon. 1987, 3¢ tirage, 472 pages.

THEORIE DES GUIDES D’ONDES ELECTROMAGNETIQUES, par Ch. VassaLLo.
Tome 1. - 1985, 504 pages.
Tome 2. - 1985, 700 pages.

CONCEPTION DES cIrRcuITs INTEGRES MOS. Eléments de base et méthodologies, par M. Canp, E.
DemouLin, J.-L. LArDY et P. SEnn. 1986, 432 pages.

THEORIE DES RESEAUX ET SYSTEMES LINEAIRES, par M. FELDMANN. 1987, 2¢ édition entierement revue
et augmentée, 424 pages.

CONCEPTION STRUCTUREE DES SYSTEMES LOGIQUES, par J.-M. BERNARD. 1987, 386 pages.

A la Documentation francaise

LES TELECOMMUNICATIONS FRANCAISES. QUEL STATUT POUR QUELLE ENTREPRISE?, par Genevieve
BonNETBLANC. 1985, 240 pages.

LA coMMUNICATION AU QUOTIDIEN. De la tradition et du changement a I’aube de la Vidéocommu-
nication par Josiane Jouer avec la collaboration de Nicole CeLLE. 1985, 240 pages






© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

INDEX ALPHABETIQUE

A

A (loi de quantification non linéaire) 37
Adaptatif (filtrage) 375

Algébrique (transformation) 103
Algorithme de TFR 54, 57,59

Algorithme du gradient 375

Algorithme du signe 389

Amplitude d’un signal 15

A-N : conversion Analogique-Numérique 45
Analytique (filtre RIF) 288

Analytique (signal) 281

Annuleur d’écho 438

A posteriori (erreur) 377

Appairage des poles et zéros 240

A priori (erreur) 377

AR (modele Auto-Régressif) 370, 393
ARMA (modele Auto-Régressif a Moyenne Adaptée) 393
Arrondi (opération) 35

Auto-corrélation (fonction de) 17,359
Auto-oscillation 199

Banc de filtres 69, 341
Bande affaiblie, passante, de transition 129
Bande a 3 dB 182,237
Bande équivalente de bruit 183
Base double 61
Bayard-Bode (relations de) 290
Bessel-Parseval (égalité de) 10
Binaire (représentations) 44
Bit : chiffre binaire 37
BLU (modulation a Bande Latérale Unique) 287
Boucles imbriquées 259
Bruit blanc 18
Bruit Gaussien 18
Butterworth (filtre de) 210
Bruit de quantification 33
Bruit de calcul
-TFD o4
- Filtre RIF 153
— Filtre RII 238

Cadrage 153,243
Calcul des coefficients
—des filtres RIF 128-144
—des filtres RII 206
Capacité des mémoires (calcul de) 245
Capacité d’un canal 42, 408
Cauchy (valeur principale de) 277
Causal (signal) 110,275
Cascade (structure) 228
Cellule de filtre
— premier ordre 174
—second ordre 179
Circuit LC 257
Codage convolutionnel 400, 408, 413-414, 416, 425-
426
Codage correcteur 6, 400
Codage de Reed-Solomon 400
Codage d’un signal 37
Codage optimal 40
Commande 118
Complément (représentation en) 44
Conditions initiales 117, 178
Constante de temps 176, 381
Convolution rapide 72
Convolution (définition) 11
Cordic 98
Cosinus (Transformée en cosinus discréte) 92,95
Covariance 16
Croisillon de TFR 56
Cycle-limite (voir auto-oscillation)

D

DCC : Dispositif 8 Commutation de Capacités 263
Décibel 21
Décimation 301
Décomposition d’un filtre (multicadence) 305
Décomposition (d’un signal) 331
Déformation en fréquence

— bilinéaire 209

- sinusoidale 260



464

Index alphabétique

Demi-bande (filtre RIF) 144,283,311
Déphasage
—linéaire 125
—minimal 157
Déphaseur a 90°
- RIF 283
—RII 285
Détection d’une fréquence 431
Déterministe (signal) 15
Deux dimensions (Filtre RIF a) 161
Deux dimensions (Transformée en cosinus discréte
a) 95
Différences (équation aux) 115
Différentiateur 290
Distributions 12
D-N (structure) 194
Dolf-Tchebycheff (fonction) 131
Durbin (procédure de) 370
Dynamique de codage 35

E

Ecart-type 18
Echantillonnage
—en fréquence 24
—théoréme 25
Echelle simulée (filtre en) 258
Echelon unité 175,277
Echelon de quantification 32
Elliptique (filtre) 213
Encoche (Filtre a) 190
Entrelacement fréquentiel 57
Entrelacement temporel 54
Entropie 41
EQM (erreur quadratique moyenne) 366
EQMM (erreur quadratique moyenne minimale)
369
Ergodicité (signal aléatoire) 17
Erreur quadratique 133, 220, 377
Erreur résiduelle 383
Etat (variable d’) 118
Extrémale (fréquence) 138

F

Facteur de créte 21
Facteur d’échelle (cellule RIT) 240
Fenétre d’analyse spectrale 71
Fenétre (fonction) 71, 128
Fermat (nombre de) 105
Filtre en chaine 254
Filtre d’onde 266
Filtre prototype 323
Filtre RIF 122
Filtre RII

—cellules 174

— général 204

Filtre en treillis 266, 338

Fletcher et Powel (algorithme) 221
Fonctions modeles 206

Fonction de transfert en Z 116
Fourier (analyse de) 7

Fourier (coefficients de) 8

Fourier (série de) 8

Fourier (transformée de) 9
Fraction continue (développement en) 271
Fréquence d’échantillonnage 23
Fréquence spatiale 12

Gabarit de filtre 129

Gain de codage 417

Gain du systéme adaptatif 386
Galois (corps de) 406

Gauss (loi de) 18

Gradient (Algorithme du) 375
Graphe de fluence 259

H

Hilbert (transformation de) 279

I

Image (traitement) 162, 441
Impulsion isolée 10
Impulsions (suite de) 8
Innovation 118
Intercorrélation 359
Interspectre 361

Invariance impulsionnelle 207
Invariance temporelle 109
Inversion binaire 57
Intégrateur (circuit) 178
Interpolateur 292
Interpolation 291

1Q (in phase-quadrature) 284
IQ (modulateur) 454

K

Kirchhoff (loi de) 258
Kronecker (produit de) 80

L

Lagrange (interpolateur) 292

Lagrange (formule d’interpolation) 140

Laplace (loi de) 21

Lapped Transform (transformée avec recouvrement)
96

Limitation du nombre de bits
-TFD 63
- Filtre RIF 148
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Index alphabétique

465

— Filtre RII 196
Loi normale réduite 18
log : logarithme base 21
log 2 : logarithme base 2 ou binal 42
log 4 : logarithme base 61

M

Matrice d’autocorrélation 363

Matrice de permutation de TFD 84
Matrice de TFD 54

MIC (Modulation par Impulsions et Codage) 432
MIC-DA (MIC différentiel Adaptatif) 432
Modélisation 366

Modulation (phase-amplitude) 287
Modulations codées en treillis 424
Moindres carrés 133

Monolatérale (transformation en Z) 112
Multicadence (filtrage) 308
Multifréquence (code) 430

Multiporteuse (modulation) 443

N

N-A : Conversion Numérique-Analogique 45
N-D (structure) 194

Normale (distribution) 18

Norme d’une fonction 22

Non-récursif 122

Numérisation du signal 7

(0}

Observation 118

OFDM 443

Ondelettes 328

Ondulations d’un filtre réel 128

Optimisation (calcul des coefficients par) 133,219
Ordre des cellules 246

P

Parasite (fonction) 149, 232

Parseval (égalité de) 9

Partielle (transformée de Fourier) 84
Pas d’adaptation 377

Période d’échantillonnage 23
Permanent (régime) 176

Phase linéaire, minimale (voir déphasage)
Phase d’un signal 15

Poids de la séquence 415

Pointe d’affaiblissement infini 216
Polaire (coordonnée) 181

Pole 116

Polyphasé (réseau) 323

Pondération (fonction de) 22
Prédiction linéaire 368

Prewitt 162

Pseudo-aléatoire (séquence) 31
Pseudo-QMF 346
Pulsation (d’un signal) 15

Q

QMF 329

Quadrature (filtre de) 283
Quadripdle 254

Quantification (opération de) 32

R

Raideur de coupure (d’un filtre) 129
Rapport signal a bruit 37

Rayleigh 20

Récursif (filtre) 174

Reconstitution (d’un signal) 331
Réduction de fréquence d’échantillonnage 301
Reed-Solomon (codes) 402

Remez (algorithme de) 139

Réponse en fréquence, en phase 15
Réponse impulsionnelle 109

Résiduelle (erreur) 383

Résolution spectrale 70

Résonance 182

RIF : Réponse Impulsionnelle Finie 122
RII: Réponse Impulsionnelle Infinie 174

S

Shannon (théoréme de ’échantillonnage) 27
Sinus (Transformée en sinus discréte) 92
Signal aléatoire
—continu 16
— discret 29
Signal complexe 275
Sobel 162
Sphéroidal (fonctions) 223
Spectre (d’un signal) 9
Spectre (calcul de) 70
Spline 294
Stabilité (condition de) 109
Stationnaire (signal aléatoire) 16
Structures de filtre RIF 146
Structures de filtre RIT 192, 225
Suite unitaire 108
Syndrome 403
Systématique (codage) 403
Systéme LIT 108

T

Tchebycheff (norme) 22, 138

TCD (Transformée en cosinus discrete) 93, 95
Temps de propagation de groupe 15

TDF : Transformée de Fourier Discrete 50

TFDI : Transformée de Fourier Discréte Impaire 86
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Index alphabétique

TFDII : Tranformée de Fourier Discréte Doublement
Impaire 89

TFR : Transformation de Fourier Rapide 53

Transformation algébrique 103

Transformation bilinéaire 208

Transformation d’un filtre passe-bas 217

Transformation sinusoidale 261

Transformation en Z 110

Transformée avec recouvrement 96

Transitoire (régime) 176

Treillis (filtre en) 266, 338

TSD (Transformée en sinus discrete) 93

Turbocodes 422

TV numérique 442

U

UIT : Union Internationale des Télécommunications
37

Valeur propre 363

Variance 18

Virgule (fixe, flottante) 39
Vraisemblance (maximum de) 414

w
W : Coefficient de base de la TFD 53
Winograd (algorithme de) 101

Z

Z : Variable utilisée dans I’analyse des systeémes dis-
crets 110
Zéro (d’une fonction de transfert) 116





