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Exercice 1: (07 pts)
1- Donner la dé�nition d�un(e)
Opérateur compact, Convergence faible.

2- Enoncez le théorème de réprésentation de Riesz
3- Soit H un espace de Hilbert, et T 2 L(H;H). Montrer que:

Im(T )? = ker(T �):

===================================================
Exercice 2: (03.50 pts)
Soit T l�application de `2 = `2(N;R) dans lui-même dé�nie par

T : `2 ! `2
x = (xi)i ! T (x) = T ((xi)i) = (0; x0; x1; x2 : : :):

Véri�er que T est continue et calculer son adjoint ?
===================================================
Exercice 3: (09.50 pts)
Soient E = L2([0; 1]) l�espace de Hilbert des classes de fonctions réelles de carré intégrable
et T une application dé�nie par

T : L2([0; 1]) �! R
f �! T (f) =

R 1
0
f(x)dx

1) Montrer que T est une forme linéaire continue et calculer sa norme ?
2) Montrer que F = ff 2 E :

R 1
0
f(x)dx = 0g est un fermé de L2([0; 1]) ?

3) Déterminer F? ?
4) Enoncez le théorème de la projection orthogonale ?
5) Déterminer la projection de f(t) = et sur F et calculer d(f; F ) ?

====================================================

R� HERAIZ Bon courage
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Exercice 1
1- La dé�nition d�un opérateur compact: voir le polycopie " Dé�nition 5.4 page 30"
La dé�nition de la convergence faible: voir le polycopie " Proposition 4.2 page 25"
2- Le théorème de réprésentation de Riesz: voir le polycopie " Théorème 2.20 page 17"
3- Soit H un espace de Hilbert, et T 2 L(H;H). Montrons

Im(T )? = ker(T �):

Soit
x 2 Im(T )? , hx; T (y)i = 0 8y 2 H

, hT �(x); yi = 0 8y 2 H
, T �(x) = 0
, x 2 ker(T �)

Exercice 2 =======================================
Soit T l�application de `2 = `2(N;R) dans lui-même dé�nie par

T : `2 ! `2
x = (xi)i ! T (x) = T ((xi)i) = (0; x0; x1; x2 : : :):

Il est simple de véri�er que l�application T est une isométrie

kT ((xi)i)k = k(xi)ik ;

alors T est continue et sa norme égale à 1.
Soient x = (xi)i�0 et y = (yi)i�0 : si T

� est l�opérateur adjoint de T , alors

hx; T (y)i = hT �(x); yi ,


(xi)i�0 ; T

�
(yi)i�0

��
=


T �((xi)i�0); (yi)i�0

�
, x0 � 0 +

P
i�1
xiyi�1 =



T �((xi)i�0); (yi)i�0

�
;

on a 

T �((xi)i�0); (yi)i�0

�
=
X
i�1
xiyi�1 =

X
i�0
xi+1yi =



(xi+1)i�0 ; (yi)i�0

�
ce qui donne

T �((x0; x1; x2 : : :)) = (xi+1)i�0 = (x1; x2; x3 : : :):

Exercice 3 =======================================
Soient E = L2([0; 1]) l�espace de Hilbert des classes de fonctions réelles de carré intégrable
et T une application dé�nie par

T : L2([0; 1]) �! R
f �! T (f) =

R 1
0
f(x)dx

1) La linéarité: évidente.
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La continuité: On a

jT (f)j �
Z 1

0

jf(x)j dx par l�inégalité de Cauchy-Schwarz

�
�Z 1

0

1dx

� 1
2
�Z 1

0

jf(x)j2 dx
� 1

2

�
�Z 1

0

jf(x)j2 dx
� 1

2

= kfk2

alors T 2 L(E;R) et kfkE� � 1:
Si on pose f � 1; alors on a kfkE = 1 et jT (f)j = 1 ce qui donne kfkE� = 1
2) La partie F = ff 2 E :

R 1
0
f(x)dx = 0g est fermée de L2([0; 1]) car

F = KerT = T�1(f0g): Image réciproque d�un fermé par une application continue

3) Détermine F?, on a

F = ff 2 E :
Z 1

0

f(x)dx = 0g

= ff 2 E : hf; 1i = 0g
= [1]?

alors
F? = [1]?? = [1]

4) Le théorème de la projection orthogonale: voir le polycopie "Théorème 1.2.3 page 7"
5) La projection de f(t) = et sur F notée par exemple PF (f) : D�après le théorème de la
projection

PF (f) 2 F = [1])
Z 1

0

PF (f) dx = 0 (1)

f � PF (f) 2 F? = [1]) f � PF (f) = �) PF (f) = f � � (2)

(1) et (2) donnent Z 1

0

(f(x)� �) dx = 0) � = e� 1

Conclusion
PF (f) = e

t � e+ 1
Calcul d(f; F ).

d(f; F ) = inf
g2F

kf � gk = kf � PF (f)k = e� 1

====================================================
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