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Exercice 1: (05 pts)
1- Montrer que la convergence forte (z, — z) implique la convergence faible (xn = x) :

2- Soit H un espace de Hilbert et soit S,7 € L(H, H).
a- Comment définir I'opérateur adjoint de 7.
b- Montrer que
(T+8) =T"+5"
Exercice 2: (08 pts)
Soit E = C([0,1],R) I'espace des fonctions réelles continues sur 'intervalle [0, 1]. On définit
sur cet espace trois normes,

=l = (Jo F@Fdz)" . e 1 flle = sup 7).

Soit ¢ : E — R l'application
fo (1—2)f(z)dz.

1- Montrer que ¢ est une forme hnealre sur F/, continue lorsqu’on munit £ de I’'une quelconque
des normes définies ci-dessus.

2- Calculer, dans chaque cas, la norme de ¢ lorsque le dual de E est muni de la norme
associée a la norme choisie sur E. [On pourra considérer la suite de fonctions (f,) avec
fu(z) = a™(L—a)" ]

3- On muni £ par le produit scalaire (f,g) = fo x)dzx. On définit le sous-espace
vectoriel de F/

neN?

F={feE:[f(0)=0}
Déterminer F*.
Exercice 3: (07 pts)
Soit ¥ = {5 sur R et T" une application définie par

T:FE — E
= (2)i>1 — T((x);) = (%) aveca> 3

1- Montrer que T' € L(E, E).

2- Donner la définition d’un

Opérateur de rang fini, Opérateur compact.

3- On pose T}, (z) = (xll, 5%, 50505 7%,0,0,0,....). Montrer que T;, est de rang fini pour tout
n.

4- Montrer que tout opérateur de rang fini est compact.

5- Estimer ||7,, — T'|| puis déduire que T est compact.

R- HERAZZ Bon courage



Correction de I'examen (Ana. fonct. pour EDP) 2019/2020

Exercice 1
1- La convergence forte (z,, — x) implique la convergence faible (xn Rt x) car

o (zn) =@ ()] = lp (20— )]
< el llzn =2 —0

2- Soit H un espace de Hilbert et soit 5,7 € L(H, H).
2-a- Pour T' € L(H, H), il existe un autre opérateur, noté 7™, et appelé 'adjoint de T, tel
que :

(0, Tx) ;= (IT"p,z), pour tout z € H et toute ¢ € Hy

De plus ||T||£(H1,H2) = ||T*||L(H2,H1)
2-b- Soient S,T € L(H,H), on a

(T+9)(z),y) = (=T (y)+S5W)
= (2,7 (y) + (=, 5(y))
= (T"z,y) + (S"z,y)
(T*+ S*)z,y

ce qui donne (7' + S)* =T* + S*.
EXercice 2 e ————————————

fr—=1fle = sup @) et fr—|flly = Jy 1f(2)] e
Soit ¢ : E — R D'application
fo z(1—x)f(x)dx.

La linéairité est évidente.
Montrons que ¢ est une forme linéaire sur continue F£.
a- On munit £ de la norme || f||__ . On a

1
(N < Jy le(l = 2)f(2)] da
< Nz =) 11l
1
< Z
< I/l
car .
o1 =)l = Jy Jo1 = 2)ldo =
La forme linéaire ¢ est donc continue et sa norme L < %. Nous allons montrer qu’en




pour f,(z) =a"(1—z)", ona |/f,|l, = sup [z"(1 —z)")| = (3%)" ——5~=. En choisissant
<1

S 7 7
0<z< n+1 (n+1)

pour ce cas la fonction constante égale & fy = 1, on voit que | follo = 1 et |o(fo)| = 5. On

en déduit [[¢] 5. = 3.

b- On munit E de la norme ||f||,. On a

[Nl < o oL~ 2)f ()] da
< e =)l 11,
1
< Il
car 1

(1 = )|, = 730

< 1 ) )
B < 755 Nous allons montrer qu’en

La forme linéaire ¢ est donc continue et sa norme |[|¢|
_ 1

B = U5

En choisissant pour ce cas la fonction égale a fi(x) = z(1 — z), on voit que [¢(f1)| = 35. On

en déduit [|¢| 5. = \/L?TO'

3- Soit f € F*+. Alors l'application g(z) = xf(x) appartient F, et donc (f,zf(z)) = 0,
c’est-a-dire

fait |||

fola:f2(x)dx =0
L’application * — zf?(x) est continue sur [0,1], positive, d’intégrale nulle, elle est donc
identiquement nulle. On en déduit que f(z) = 0 pour tout x # 0, et par continuité on a
aussi f(0) = 0. Ainsi f = 0. d'ou F* = {0}
La linéairité est évidente. Soit © = (x;); € 5
E

2 2 2
1T = 30| = S < S bl < el
n>1

n>1 n>1

Z;

alors ||T'(z)||z < ||z||z d’ou la continuité

2- Déf. T est un opérateur de rang fini si Im(A) est de dimension finie.
Déf.T est compacte< T'(Bg) est compact dans F.

3- Montrons que dim(7}, (£)) < +oo c-a-d T}, (E) admet une base

Tr1 X9 I3 e

7%($)::(fra§ga§g;m7;;,

0,0,0,.....) = x1€1 + XT2€s + ... + TpE, = Zxkek
ou
e1 = (1,0,0,...,0,0,0,0,.....)

1
€y = (0,5;,0,.u,0,0,0,0, ..... )
‘ 1
en = (0,0,0,...,—,0,0,0,.....)
ne

donc le systeme {ej, e, ..., €,} est une base de E.



4- Comme T est continu alors T'(Bg) est borné donc T'(Bpg) est aussi partie bornée et en
plus fermée dans un espace de dimension fermée alors T'(Bg) est une partie compacte.
5- || T, — T|| = sup ||Tn(z) — T(x)|| on a

[lz]|=1
Tn+1  Tn42
T,(x) —T(x) = (0,0,....0, , e
(z) (z) = n+1 n+2 )
donc )
Ty
IT@) =T = Y |2
i>n+1

puisque ||z]*> =1 = 3" |#]* ce qui donne |z;] < 1 Vi alors

IT@) - T@E< Y -

— ﬂa
i>n+1

Posons

1 - . 1
R, = Z —o est le reste de série de Riemann Zzz—a comme 2« > 1 donc R,, — 0.

i>n+1 i>1

Conclusion: Commme (7,,) C K(E, F) et ||T,, — T'|| — 0, alors T est compact.



