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Module : Semigroupes et Automates Finis

Exercice 1

• Soit X une partie de A∗, on note

X∗ = {w = x1. x2 ...xn , n ∈ N et ∀1 � i � n, xi ∈ X} ∪ {ε}.

Monter que X∗ est le sous monoïde de A∗ engendré par X.

• Soit le monoïde M = {1M , α, β}, avec α2 = αβ = α et β2 = βα = β.

Construire la table de (M, ·).
On considère l’application f : {a, b}∗ −→ M , où f(ε) = 1M , f(w) = α, si

w ∈ a {a, b}∗ , f(w) = β, si w ∈ b {a, b}∗.
Montrer que f un morphisme de monoïdes.

• Soit A un alphabet fini et L = {a} , a ∈ A. Calculer L+ et L∗.

• Soient les deux langages L = {u ∈ A∗ : |u| est paire} etK = {u ∈ A∗ : |u| est impaire}.

Calculer L+K,L.K,K.L, L.L,K.K.

• Soit L un ensemble stable non vide de A∗, i, e, L2 ⊂ L tel que X =
{u ∈ A∗ : Lu ∩ uL ∩ L 6= ∅}.

Montrer que : u ∈ X ⇐⇒ (uL ∩ L 6= ∅ et Lu ∩ L 6= ∅).

Exercice 2

• Soit Σ = {α1, α2, ..., αn} un alphabet, n ∈ N \ {0, 1}. Et soit λ : Σ −→
N, αi 7−→ λ(αi). On définit

∼
λ : Σ∗ −→ N comme suit :

∼
λ(w) =

i=n∑
i=1

λ(αi) |w|αi .
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Montrer que
∼
λ est un homomorphisme de monoïdes.

• Soit h : Σ∗ −→ Γ∗ un morphisme, on définit la relation associée à h, notée
≡h comme suit :

pour tous u, v ∈ Σ∗, u ≡h v ⇐⇒ h(u) = h(v).

Montrer que ≡h est une congruence sur Σ∗.

• Soit R une relation sur Σ∗ et h : Σ∗ −→ Γ∗ un morphisme de monoïdes
qui vérifie h(r) = h(s) pour tout (r, s) ∈ R.

Montrer qu’il existe un unique morphisme ψ : Σ∗/
∗↔
R
−→ Γ∗ tel que ψ◦p = h

où ∗↔
R
est la congruence engendré par R et p est la surjection canonique.
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