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Les M6thodes num6riques : Les volumes finis

Qu'est-ce qulrn moddle ?

Le principe dtrn moddle est de remplacer un systdme complexe en un objet ou opdrateur

simple reproduisant les aspects ou comportements principaux de I'original (ex : moddle

r6duit, maquettg rcddle mathdmatique ou numdrique, moddle de pens6e ou raisonnement).

Dans la naturq les systdmes et phdnomdnes physiques les plus int6ressants sont aussi les plus

complexes i &udier. Ils sont souvent r6gis par un grand nombre de paramdtres non-lin6aires

interagissant entre eux (la meteorologie, la turbulence des fluides---).

Quels sont les diftrents moddles ?

L'une des solutions est de recourir i une sdrie d'exp6riences pour analyser les paramdtres et

grandetrrs du systdme. Mais les essais peuvetr s'averer tres co0teux (essais en vol, essais avec

matdriagx rares, insUrrmentations tres cheres---) et ils panvert 6fe trds dangereux (essais

nucl6aires,@.). E fin it peut 6tre diffrcile de mesurer tous les

parametres : echelles du probldme trop petites (chimie du vivant, couche limite en fluide...)

ou trop grandes (astrophysiqug m6t6orologtg g6ophysique- - -)-

On peut aussi construire un moddle math6matique permettant la repr6sentation du ph6nomdne

physique. Ces moddles utilisent trds souvent des systdmes d'6quations aux d6riv6es partielles

(EDD non-lin6aires dont oo ne connait pas de solutions analytiques en g6n6ral. Il faut alors

resoudre le probtdme numeriquement en transformant les equations continues de la physique

en un probldme discret sur un cert4in domalne de calcul (le maillage)-
V *r^r lJua t) w,,e t^?cri

Les differentes etapes pouraoddliserun systime complexe :

r Recherche d'un moddle makmatique represemmt la physique

o Mise en 6quation.

o Elaboration d'un maillage.

Discr6tisation des equations de la physique.

R6solution ies 6quatioqs discretes (souvent systdmes lineaires i r6soudre).

Transcription informatique et programmation des relations discrdtes.

Simulation num6rique et exploitation des r6sultats.
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DISCRETISATION DES EDP :

LES I]ROIS GRANDES FAMILLES DE BIETHODES

Pour passer d'un probldme exact continu regit par une EDP au probldme approch6 discret,

existe trois grandes familles de m6thodes :

o Les diff6rences finies.

La m6thode consiste i remplacer les d6riv6es partielles par des diff6rences divisdes ou

combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre ni de points discrets ou

neuds du maillage &t';

o Les el6ments finis.

La methode consiste i approcher, dans un sous-espace de dimension finie, un probleme 6crit

sous format variationnel (comme minimisation de 1'6nergie en g6n6ral) dans un espace de

dimension infinie. La solution approch6e est dans ce cas une fonction d6termin6e par un

nombre fini de paramdtres comrne, par exemple, ses valeurs en certains points ou neuds du

maillage.

o Les volumes finis.

La methode intrlgre, sur des volumes 6ldmentaires de forme simple, les dquations dcrites sous

forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de manidre naturelle des approximations

discrdtes conservatives et est particulidrement bien adapt6e aux dquations de 1a m6canique

des fluides. Sa mise en cuvre est simple avec des volumes dl6mentaires rectangles.
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La nn6thode des volumes finis :

En analyse numdrique, la mdthode des volumes finis est utilis{e pour r6soudre

numeriquement des 6quations aux d6riv6es partielles, colnme 1a methode des diff6rences

finies et celle des 6l6ments finis-

L,6quation aux d6riv6es partielles est discretisee de manidre -eenerale 
i l'aide d'un maillase

constitue de volumes finis qui sont des petits volumes disjoints appelds egalement Yolumes

de Contrdles (en 3D, des surfaces en 2D. des segments en lD) dont la rdunion constitue le

domaine d'etude.

Les equations aux ddriv6es partielles contiennent des termes de divergence. En utilisant le

th6ordme de flux-div".g"rC", les int6grales de volume d'un terme de divergence sont

transformees en int6gralJs de surface et ces termes de flux sont ensuite evalues aux interfaces

entre les volumes dJcontroles. On utiiise une {bnction de flux num6rique pour 6laborer une

approximation des flux aux interfaces. Puisque le fllrx entrant dans un volume donne est egai

# flrr* sortant du volume adjacent, ces m6thodes sont conservatives, donc parfaitement

adaptees i la r6solution de lois de conservation'

Le maillage :

Le maillage d,espace d'6coulement selon les directions des

coordonn6es cartdsiennes x et y par exemple repr6sente un

ensemble de volumes 6gaux appel{s des volumes de contr$les,

ces volumes sont appel6s egalement volumes 6l6mentaires

d'integration. Chacun de ces volumes est 6gal ir la quantite

< Ax.Ay.Az >) pour le cas d'un maillage rectangulaire uniforme'

La figure l,/ ci-dessous repr6sente un volume fini typique

entourdpar les volumes finis de son voisinage-

Les maillages les plus << efficaces > sont les maillages dits

< rdguliers > ou ( strucrur6s > : ils sont constitu6s de

parali6logrammes en 2D, et de paralldlepipBdes en 3D'

il,ffi"uo tigtine que ces maillages permettent d'6conomiser les

ressourres informatiques (m6moire, temps de calcul)-
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Figure 1. Maillage
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Figure 2 : Repr6sent ation d'unvolume de contr6le 
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Les dquations des phdnomdaes de transport {Navier Stocks) : Pour le cas d'un
fluide rdel incompressible newtonien :

o le principe de conservation de la masse peut 6tre dect'rt par l'equation de continuit6 :

X.div(pil)=* ,.JrP
La conservation de.la quantit6 de mouvement s'6crit Urt

X.v.(**):-ioo.@/
la conservation de la chalsrr . ,/

!ur*@.@r:{D'/
r,a conservatioq de la matidre 
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