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DE LA MODELISATION ENSUITE LA DISCRETISATION A LA
SIMULATION NUMERIQUE

Les Méthodes numériques : Les volumes finis

Qu'est-ce qu'un modele ?

Le principe d'un modéle est de remplacer un systeme complexe en un objet ou opérateur
simple reproduisant les aspects ou comportements principaux de l'original (ex : modele
réduit, maquette, modéle mathématique ou numérique, modele de pensée ou raisonnement).

Pourquoi faut-il modéliser ?

Dans la nature, les systémes et phénoménes physiques les plus intéressants sont aussi les plus
complexes a étudier. Ils sont souvent régis par un grand nombre de parametres non-linéaires
interagissant entre eux (la météorologie, la turbulence des fluides...).

Quels sont les différents modeles ?

L'une des solutions est de recourir a une série d'expériences pour analyser les parametres et
grandeurs du systéme. Mais les essais peuvent s'avérer trés cofiteux (essais en vol, essais avec
matériaux rares, instrumentations trés chéres...) et ils peuvent étre trés dangereux (essais
nucléaires, —envirenmenrent—spatiat=.). Enfin il peut étre difficile de mesurer tous les
paramétres : échelles du probléme trop petites (chimie du vivant, couche limite en fluide...)
ou trop grandes (astrophysique, météorologie, géophysique...).

On peut aussi construire un modéle mathématique permettant la représentation du phénomene
physique. Ces modeéles utilisent trés souvent des systémes d'équations aux dérivées partielles
(EDP) non-linéaires dont on ne connait pas de solutions analytiques en général. 11 faut alors
résoudre le probléme numériquement en transformant les équations continues de la physique

en un probléme discret sur un certain domaine de calcul (le maillage).
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Les différentes étapes pour medetser un systeme complexe :

e Recherche d'un modéle mathématique représentant la physique.

¢ Mise en équation.

e Elaboration d'un maillage.

e Discrétisation des équations de la physique.

e Résolution des équations discrétes (souvent systémes linéaires a résoudre).
e Transcription informatique et programmation des relations discretes.

e Simulation numérique et exploitation des résultats.
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DISCRETISATION DES EDP :
LES TROIS GRANDES FAMILLES DE METHODES

Pour passer d’un probléme exact continu régit par une EDP au probléme approché discret, il
existe trois grandes familles de méthodes :

e Les différences finies.

La méthode consiste a remplacer les dérivées partielles par des différences divisées ou
combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre ni de points discrets ou
nceuds du maillage. %{m
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e Les éléments finis.

La méthode consiste a approcher, dans un sous-espace de dimension finie, un probléme écrit
sous format variationnel (comme minimisation de I'énergie en général) dans un espace de
dimension infinie. La solution approchée est dans ce cas une fonction déterminée par un
nombre fini de paramétres comme, par exemple, ses valeurs en certains points ou nceuds du
maillage.
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e [.es volumes finis.

La méthode intégre, sur des volumes élémentaires de forme simple, les équations €crites sous
forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle des approximations
discrétes conservatives et est particulierement bien adaptée aux équations de la mécanique
des fluides. Sa mise en ceuvre est simple avec des volumes €lémentaires rectangles.
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E Volumes finis

La méthode des volumes finis :

En analyse numérique, la méthode des volumes finis est utilisée pour résoudre
numériquement des équations aux dérivees partielles, comme la méthode des différences
finies et celle des éléments finis.

L'équation aux dérivées partielles est discrétisée de maniére générale a I’aide d’un maillage
constitué de volumes finis qui sont des petits volumes disjoints appelés également Volumes
de Contrdles (en 3D, des surfaces en 2D, des segments en 1D) dont la réunion constitue le
domaine d'étude.

Les équations aux dérivées partielles contiennent des termes de divergence. En utilisant le
théoreme de flux-divergence, les intégrales de volume d'un terme de divergence sont
transformées en intégrales de surface et ces termes de flux sont ensuite évalués aux interfaces
entre les volumes de controles. On utilise une fonction de flux numérique pour élaborer une
approximation des flux aux interfaces. Puisque le flux entrant dans un volume donn¢ est egal
au flux sortant du volume adjacent, ces méthodes sont conservatives, donc parfaitement
adaptées a la résolution de lois de conservation.

Le maillage : 4 e S\ k= r O\TMAy .

Le maillage d’espace d’écoulement selon les directions des
coordonnées cartésiennes x et y par exemple représente un
ensemble de volumes égaux appelés des volumes de controles,
ces volumes sont appelés également volumes élémentaires
d'intégration. Chacun de ces volumes est égal a la quantité
« Ax.Ay.Az » pour le cas d’un maillage rectangulaire uniforme.
La figure /ci-dessous représente un volume fini typique
entouré par les volumes finis de son voisinage.

Les maillages les plus « efficaces » sont les maillages dits
« téguliers » ou « structurés » : ils sont constitués de
parallélogrammes en 2D, et de parallélépipedes en 3D.
Efficace signifie que ces maillages permettent d'économiser les
ressources informatiques (mémoire, temps de calcul). Figure 1. Maillage hexaédrique structuré
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Figure 2 : Représentation d’un volume de controle
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Les ¢quations des phénomenes de transport (Navier Stocks) : Pour le cas d’un
fluide réel incompressible newtonien :

e le principe de conservation de la masse peut étre décrit par 1'équation de continuité :
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e La conservation de la quantité de mouvement s'écrit : L’C (
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e [.a conservation de la chaleur :
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