Chb5 : Courbes de Bézier (Polynéme de Bézier)

Les courbes de Bézier sont utilisées dans de trés nombreuses applications :
e commandes de machines numériques ;

e programmes de dessin vectoriel (segments courbes) ;

e polices True-npe;

e morphing . déformation d’images.

Le concept a été développé initialement dans le cadre de la construction automobile en France

a partir des années 60, par des ingénieurs (Bézier chez Renault, de Casteljau chez Citroén) qui
cherchaient a définir de la maniere la plus concise les courbes des carrosseries.

Exemple d’utilisation

Exemple des surfaces gauches (courbe de Bézier) MOCN :
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@ OMAI M KD000000 X344 TIL1W20.000 131,000 ¥500
ROO0000 X307  YIRIEI0000  R1O0
KOO0000 XI6082 Y4413 20000 R100O
ROOM000 X36780  Y4a971 20000 R1.XO
FOOMIES XE5.505 Y5, )RZ000)  R1000
ROOMSTE X700 YIS ZOO0M  R10X0
ROOMSUIE X305  YOTO8 20000 R1000O
EOORMET X005 YLKt IO R10X0
KOL2340 300400 Y4733 Zook  R1000
KOLOETT X347 YD IDO0  R1000
ROISS0S X32560  YMJESZ0oM  R1OX0
RORI0 X4 YINIH Z0ow RN
FOOMET X31AT Y2309 Z0000  R1000
ROJM0E0 X148 YIS Z0OON  R1O0
KO289342 X2 YIS44IDOo0  RA000

Y-axis Position (mm)
-

3t 1 KOJBISE XETAN  YAZMIOW  RA00
ROIIET Xp0OS4S Y9247 20000 R1000
RO3MGY X933 Yias2sZood) R1.100
2t 4 ROM3I6 0600 YESIZZ0N R1000
KOJ353¢1 001D Y1230 Z0000 R1000
KO36483 XeaMN V1SS 20000 R1000
RoODMes X3590 YZUIZZ0000  RI1ON0
I 1 KOANME0 XSS4M  YIAINHZOON  R1000
RO4MEH XI6935 Y2455 Z0000  R10X
C 13 KOANOIE X35745 YISEE IO RO
0! A RO46535 XH4T V1650 Z0000  R1OOD
0 2 4 o 8 10 12 FOARIE YAPIX  YIRERIDO0O  R10ND
> 2's KOAPSTE X32080  Y26504 20000  R1000
X-axis Position (mm) KOSHIEE XS YIAIBZAD  RIOKD
ROSIEIM H4E9%) Y2212 20000  R1OX
Figure I. 47— Contour en forme de papillon en courbe Figure I. 48-. Programme NC en format NURBS

NURBS [64] utilisant la fonction bloc G6.3 [64]

Résultat de I'usinage du profile papillon :
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Figure I. 43-Profil papillon etces points de contréles Figure 44-Résultat de I'usinage du profile
en NURBS. [61] papillon. [61]

Exemple de TrueType (police de caractére)
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Les courbes de Bézier de degré 1

Courbe de Bézier linéaire (de degré 1)
Les points de contréle Py et P4 définissent la courbe de Bézier donnée par I'équation -
B(t) =(1—-¢t)Py +tPy, t < [0,1].

Il s'agit donc du segment [P0, P1].

r(t)=(1—t)xp + tx,.
y(t) = (1 = t)yg + ty,.

Avec 0 <t < 1;Po=(XoYo), P1=(X1,y1) et P= (x,y) alors

t=0

Pour bien comprendre 1I’exemple, on refaire le calcul sur Excel : changer les valeurs
de x et y des points Py et P,

Po Py
% 5 20 x(t) = (1 — t)xp + txy,
' 1 12 u(t) = (1 =ty + tin,
t x{t) y(t)
0 5 1 ‘
0.2 0 3.2 3
0.4 5 54 /
0.6 10 7.6 16 7
08 15 9.8 : /
1 20 12 ~ —vit
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// P2
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£
10 5 0 5 10 15 20 25




Les courbes de Bézier de degré 2

Courbe de Bézier quadratique (de degré 2)

Une courbe de Bezier quadratique est la courbe B(f) définie par les points de contréle Pp, P4 et Po.
B(t) = (1 —t)*Pg + 2t(1 — t)P; + t*P3, t € [0,1].

x(t) = (1 —t)%x0+ 2t(1 —t)x1 + t2x2

y(t) = (1 —t)?yo+ 2t(1 — t)y1 + t%y2

Point de contréle commun
(contridleX, contrdleY)

tangentes

aux deux points "
de terminaisons

.,

.\.

(xdé&but, ydébut)
(xfin, yfin)
Courbe quadratique

Quelques objets réalises par des courbes de Béziers quadratiques, ensuite on

applique une transformation géométrique sur 1’objet réalisé. (Agrandissement,
rotation, symétrie ... etc)
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Courbe de Bézier quadratique (de degré 2)
Une courbe de Bézier quadralique est la courbe B(I) définie par les points de contrdle Py, Py et Py

P P2
7 [ 7 ‘ B(t) = (1—£)°Py + 2¢(1 — )Py + ¢*Pa, t € [0,1].
2 | 1 ]

A B C
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2 Pg
3 o
4 0
3
5 t x(t] Vit)
7 o 0 1]
8 0.2 0.44 0.68
9 0.4 0.96 1.12
10 0.6 1.56 1.32
11 0.8 2.24 1.28
12 1 3 1
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Les courbes de Bézier de degré 3

Courbe de Bézier cubique (de degré 3)

Une courbe de Bézier cubigue est la courbe B(f) définie par les points de contrdle Pg, P4, P; et P53 Sa forme parameétrigue est :

B(t) = Po(1 —t)* + 3P1#(1 — t)* + 3P22(1 — t) + Pat®, ¢t € [0,1].

Les courbes de Bézier de degré 3. Elles sont donc déterminées par quatre points de
contréle. La courbe déterminée par les points Py, P,, Pz et P,va de P, a P4 et ses
dérivées en P, et P, sont respectivement 3(P, - P,) et 3(Psz - P4). Ceci signifie en
particulier que la courbe est tangente en P, et P, aux droites PP, et P3P,.

Point de contrdle
(controleFinX, controleFinY)

q, tangente au
. . - xieme point
Point de contrdle N\, de tarminaison
{contdleDébutX, contréleDébutY ) '\
\.

tangente au
remier point
terminaison -

(xdébut, ydébut)

R {xfin, yfin)
Courbe cubique

Fig. 1 : Courbe de Bézier cubique

Si les coordonnées des points de contrdle sont (X1, Y1), (X2, ¥2), (X3, ¥3) €t (X4, Ya),
I'équation de la courbe est



X(t) = (1't)3X1 + 3t(1-t)2X2 + 3t2(1—t)x3 + 3%, pour 0 <t<1
y(t) = (1-t)%yy + 3t(1-t)%y, + 3t3(L-t)ys + tys pour 0<t<1

L'applette ci-dessous permet d'expérimenter la forme de la courbe de Bézier en
fonction de la position des points de contréle. La courbe évolue lorsque les points
de contrdle sont déplacés a la souris.

3 Exemples

Apreés avoir déterminer leurs équations parameétriques, tracer les courbes de Bézier suivantes, dé-
finies par les points de contréle :

FPo(0;0), Pi1(2;0), P»(1:1)

Po(0:0), P1(2;-1), P»(1:1)

Po(~1:0), P1(0:1), Po(1;1)

Po(0;0), P(1;0), Pa(2:1), P3(0;1)

Py(0;0), P1(2;2), P2(2;0), P3(0;2)

Py(0;0), P(2;0), P»(2;2), P3(0;2)

Po(0;0), Pi(2;2), P»(1;0), P3(3;1)

Po(0;0), P1(2;0), P»(—2;2), P3(0;2)

Po(U; —1), P](I; 1), P»(0;0), Pg(fl;[)), P4(0; 1)
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A B c D B [F G H 1 1 K L M N
1
2 P, P, P, P, Courbe de Bézier cubique (de degré 3)
3 X 0 1 2 0 Une courbe de Bézier cubique estla (cur{:e Bi(f) définie par les points de contrdle Pp. Py, P2 et P3 Sa forme paramétrique est
a v 0 0 05 1 B(t) = Po(l —t)* + 3Pyt(1 — £)* + 3P2£7 (1 — t) + Pyt®, t € [0,1].
5
6 t x(t) y(t)
7 o o o
8

w

==
==

0.2 0.576 0.056 12
0.4 1.008 0.208
0.6 1.152 0.432 1
0.8 0.864 0.704
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Courbe de Bezier de degré supérieur a 3

Elles sont rarement utilisées. On préfere se ramener a l'utilisation de courbes
cubiques que l'on raccorde afin de conserver le bénéfice de la continuité de
courbure. Pour cela, il faut et il suffit que le dernier point d'une courbe soit le
premier d'une autre. On obtient ainsi une courbe continue.



Par exemple, pour une courbe definie par les points A, B, C, D, E, F et G, on utilise
les courbes cubiques définies par A, B, C, et D, et par D, E, F, et G et la continuité
est ainsi assurée.

Pour n+1 points de contréle (Py, ..., P,), on définit une courbe de Bézier par I'ensemble des points

T
Z B:‘(t) P;,avect € [0,1] etou les B sont les polynémes de Bernstein.
i=0

La suite des points Py, ..., P, forme le « polygone de controle de Bézier ».

Polynomes de Bernstein
Définition
Les polynomes de Bermnstein sont définis par les formules suivantes :
n

B;n(t) = (i) t’i(l — ) avec neNieN i<n

e
et ") = L appelé coefficient binomial
i il(n —i)!

Pour n=1

R _ n i n—i
SOSEDIACR 2 Bin(t) = () t'(1-1)
i=0

C(t)= Boa(t).Pot+ Bra(t).Ps Bo.(t)= ((1)) 0(1— )%= (1 —t)

C(t): (1-t)Pg +tPy Bl,l(t): (1) tl(l _ t)1_1= t

n\ n!
(r‘) T il(n—i)!

Pour n=2;

n _ n i n—i
c= 3 Brt).P; Bin(t) = (,) (1 —1)
i=0

g £9(1 — £)270= (1 — 1)?
C(t)z Boyz(t). P0+ B1'2(t). Pl + Bgyg(t). P2
2
Ct)=  (1—1)°Po+2t(1 - )Py + £*P, 1

)
)t1(1 —t)21=2t(1-1)
)t2(1 —t)?72=¢?




Pour n=3;

. — ()i n—i
Cit= ZB?(t).P, Bi.rr({')— (i)f (1-1)
im0
I 3 0 3-0
C(t)= Bos(t). Po + B1s(t). P1+ Baa(t). P2 + Bas(t). Ps AL = <n>' - &=
by 5(t (T)r' 1-—t¢ 3t(1 —t
3\ ., = o
C(t)= Po(1 - 1) + 3Py #(1 - t)° + 3Pat*(1 - #) + Pst’, ba3(t) = (‘.’)" 1-¢)%-2 = 3¢2(1
I:;_;ll 7('::),5 ]7,1 71'..

Expression matricielle de la courbe de Bézier :

’H
,n 1

('l/)_(l’n Py <« Pho I’,,).\/

M est une matrice (n+1) x (n+1)
On considere une courbe de Bézier guadratique (de degré 2)

Une courbe de Bézier quadratique est la courbe C(t) définie par les points de
contrble Py, P; et Ps.

C(t=  (1-t)*Pg +2t(1 - t)Py + £*P,
On peut I’écrire de la fagon suivante :
C(t)= (1 =2t + 1) Py + (=2t> + 2t) P, + t* P,

On peut I’écrire sous forme d’une matrice :




1 =2 1 1=
Ct)=(P P P)|-2 2 0 t ).
1 0 0 1

D’une fagon similaire on peut écrire sous forme matricielle pour une courbe de
Bézier cubique :

C(t)="Po(1 - t)® + 3P t(1 — t)* + 3P3t°(1 — t) + P3t®,
CH)=(—t"+3°=3%+1)Pp+ (3" -6t + 3P, + (-3 + )P, + ° By

-1 3§ =8 1 >
3 -6 3 o0]]|¢

e\ ) ) A )
Cit)y=(Po P, P» P3) -3 3 0 0 t
] () () 0 |

3 -6 3 0 t-
CO=CFL P2 Ps Pg) | o 42 | t
1 0 0 0 l

Ct)=(—t2+3t°=3t+1)Po+ (3t> -6t + 3t)P; + (-3t° + 3t°) P, + t° P

C(t) = (-t*+3t2-3t+1) P+ (3t>-6t2+3t) P+ (-3t*+3t2) Py+t°P,



