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1.3 Distributions modulo les polynomes

1.3.1 L’espace S,,(R")

Nous introduisons les notations suivantes : On désigne par

o P.(R™) pour tous les polynomes sur R”,

e P, (R"™) pour tous les polynomes sur R" de degré < m (ou < m — 1) avec m € N*|
o Pi(R") :={c} et Py(R") := {0}.

Il est clair que my < my = Py, (R™) C Py, (R™).

Exemple 1.2 Voici quelques exemples dans Py(R?) : fi(z,y) = = + 2y?, fo(z,y) =
1 — 2zy — 3a3.

Remarque 1.2 Comme pour « € N" on a |a| = a;+...+a, et 2% = 2" x ... x 2%,
alors si 2% € P,,,(R™) on a 9°z® = 0 si |B] = m.

Définition 1.3 On définit l’espace S,,(R™) par les fonctions f € S(R™) orthogonales
a tous polynomes de degré < m, i.e.

Sn(R"):={f € SR"): (2% f) =0, |a] <m};
Uespace S, (R™) est muni par les mémes normes de S(R™)

Cu(f):= sup sup(L+[z)"|0°f(2)]  (f € S(R"), M €N).

lo|]<M ze€R™
Gace a I'égalité 8“]?: F(—ix™f), cette définition est équivalente a :
feSnR") alors feSR") et / zf(x)de =0, |af <m.

Proposition 1.6 Soit m € N. Alors f € S;,(R") = 0;f € S+1(R"™). En particulier
Vopérateur 0; : S (R") = 8,11 (R™).

Preuve. Soit a € N” tel que |a| < m. On pose :

— B =14 a,a,...,a,). Alors |5] = |a] + 1 <m + 1.

— 019 = f, c’est-a-dire —ix]:*/l\g = f.

Il vient alors 9°g = 90,9 = 0“f. Par conséquent g € S,,;1(R"). [ |

1.3.2 L’espace dual de S,,(R")

En construisant Iespace dual de S,,,(R™), nous obtiendrons un espace plus grand que
'espace des distributions tempérées S’(R").

Définition 1.4 L’espace dual de S,,(R"™), noté S, (R"), est l’ensemble des formes
linéaires continues sur S,,(R™). Plus précisément, on dit que f € S! (R™) si lap-
plication, notée encore f et définie par f : Sp(R™) 2 ¢ — (f,p) € C, est continue.
S! (R™) est appelé lespace de distributions modulos les polynomes de degré < m, on
dit aussi que S. (R™) est l’espace de distributions modulos les polynomes.
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Nous revenons a la relation entre S! (R") et S’(R™), nous avons
SSRY)D...DS, 1 (R") DS, (R") D...DSR"); (1.8)

voir I"Exercice 1.3.2.
Pour m € NU {o0}, dans S (R") on a la relation d’équivalence suivante :

V(f.9) €SR")?: f=ginS,(R") & f—g€Pu(R"),
il découle alors Vf € S'(R") la classe d’équivalence

[flm == {f+p: Vp € Pu(RM}, (1.9)

c’est-a-dire
Sn(R") = {[fln: f €S R} (1.10)

NB. : S’il n’y a pas de confusion, les éléments de S/ (R™) seront notés par f,g, ...
Pour la dérivation on peut avoir ’assertion suivante :

Proposition 1.7 L'opérteur —A envoi Soo(R™) dans lui-méme. Il en est de méme
pour (—A)® avec s € R.

Preuve. Soit f € S (R™). Comme 80‘(|§|2f(£))(0) = 0 pour tout @ € N", on a
—Af € So(R™), voir (1.7). La méme démonstration marche pour (—A)® . |

Remarque 1.3 De la Proposition 1.7, on peut définir (—A)® sur S._(R"™) par
(A f) = ([,(=A)¢), VfESLR"), Vp € Su(R").

Remarque 1.4 De la Proposition 1.7, on peut définir (—A)® sur S, (R"™) par
(=A) o) = (f,(=A)¢), VfESLR), Vo€ Su(R).

Remarque 1.5 De la formule (1.9) et (1.10), on conclut que l'opérateur
T:S(R")/Pn(R") =S (R") définipar T: f+— f|3m(mn)

est un isomorphisme.

Exercices

Exercice 1.3.1 Soit f € &'(R"). Démontrer que f € P,,(R") si 9°f =0si |5 =m
Exercice 1.3.2 Démonter que S(R™) = Sy(R"), et que

SR C ... C S (R?) C S(R?) C ... C S(R™).
Déduire la formule (1.8).

Exercice 1.3.3 Si ¢ € D(R") telle que 0 ¢ supp f alors F 1y € Sy (R"). Voici un
exemple de telle fonction : Soit la fonction p € D(R™) telle que
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L 0<p(é) <1,

2. p(€) = 1si [¢[ <1,
3. p(§) =0si|&] > 3/2, i.e. support de p est dans la boule |£] < 3/2;

pour construire la fonction p, il suffit de poser p(§) = g(|£]) ou g € C*(R) avec le

support dans [0, co[ (n’oublions pas que |[* = & + ... + &2).

On pose v(&) := p(&) — p(2¢), alors on a
1. support de 7 est dans la couronne 1/2 < |£] < 3/2,
2. y(6)=1si3/4<|¢ <1,

Enfin 771y € Soo(R"), i.e. ¢ = 7.
Exercice 1.3.4 Dans 'Exemple 1.3.3, et a partir de la fonction

o(z) = e T s lz] <1
0 si x| > 1,

construire explicitement les fonctions p et 7.
1- Vérifier qu’on a des fonctions dans S, (R).
2- Tester les fonctions o/, p’, ...

Exercice 1.3.5 Soit m € N. Démonter que ¢ € S(R") = 0"¢ € S,,(R"™). N’oublions
pas que & := (§1,..., &) et 07" f(§) == O f(£).

Exercice 1.3.6 Dans S'(R"), démontrer que 29 = il*/(27)*§(®). En déduire que

V(f.9) € SR : f=ginSL(R") & suppf—g={0}
Exercice 1.3.7 En utilisant la Remarque 1.4, démontrer dans S’_(R") 1'égalité
(A) = (~2)" o (-2)".
Faire une comparaison avec la dérivation usuelle.
Exercice 1.3.8 Pour s € R on définit 'opérateur de Riesz par Z, := (—A)~%/2.

1. Démontrer que

~

LIE) = [€]°F(€),  (Vf € Sx(R™)).

2. Démontrer que
(Z.fo ) = ([ Ty), VfeESLR"), Vo € Su(R").

3. En utilisant la Remarque 1.4, démontrer dans S/_(R") I'égalité Z;, s, = Zs, 0 Zs,.
Faire une comparaison avec la dérivation usuelle.



