20 CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV DANS RY

1.5 Solutions des exercices

Définition et quelques propriétés

1.1.1. || — ||g= est une norme, facile. Le produit scalaire usuelle, c¢’est-a-dire

(19) = [ (HIEPPFEQ9O) dc

Nous avons alors || f||%. = (f, f). Il suffit de vérifier que H*(R") est complet pour cette
norme. En effet si (fx)k est une suite de Cauchy dans H*(R"), il en est de méme pour la
suite ((1 4 [£]?)*/ Qﬁ;)k dans Ls(R™). Le fait que Ly(R™) est complet avec les propriétés
de la transformation de Fourier donnent le résultat.

1.1.2. 1- f(z) :== e *, & > 0, impaire. Nous avons

f(ﬁ) = / (7€ — ") e "y = / e’ (QIm e‘”g)da: = 22'Im/ e~ 0T gy
0 0 0
Or d’apres I'Exemple 1.1 on a

(1+ 15)/ e~ IHz gy — 1.
0

Donc

f(f):%-

2- f(z) := ze™, > 0, paire. On fait avec [, ze™* dz comme dans 'Exemple 1.1, on a
alors

R 0
(1+ i£)2/ ge~ 10T 4 / ze Fdz + / ze *dr = 0.
0 Ci

Ry/1+€2

maintenant on pose R — 0, il découle

flo—2Re—L— —2 1=

= eC—m—— = _—
(1+:)* (1+¢&2)?
Remarquons que J?est réelle et paire.

1.1.3.  Suivre les mémes étapes de la peuve de la Proposition 1.3.

1.1.4. La solution est laissée au lecteur.

Injection de Sobolev
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1.2.1. — n =2, ici les coordonnées polaires : & = rcost, & = rsinf.
Nous avons (n’oubilons pas que d&; d¢, = rdrdf)

[oame= [ [ bgraae
/%de/ e rdr—27r/0w%dr
[T

Iy ~ /oo T1+2|a\—2s dr = 1 T2+2\o¢|—25 OO'
1 2 + 2|l — 25 1

Alors

I, converge, et

— n = 3, ici les coordonnées sphériques; est laissée au lecteur.

1.2.2. — Nous avons f(z) := e *, > 0, paire et f(f) =2(1+&*)~!. Voyons quand
fe HR):

Hs=/ (1+€2>Sﬁd§:8/0 (14 €2)*2d¢.

La derniere intégrale converga si [, 272 d¢ < 400, c’est-a-dire s < 3/2. Maintenant,
si f € C* il faut que (d’apres le Théoreme 1.1)

—|—1< <3
m+=<s<=
2 2’

comme m € N il vient alors que m = 0; c’est-a-dire que f € C{ est une fonction
continue tend vers 0 a 4o0.

— f(z) := e ", x > 0, impaire. Réponse f € CJ, comme avant.
— f(z) :=ze ™, x > 0, paire. Réponse f € CJ), comme avant.

1.2.3. Facile. La solution est laissée au lecteur.
1.7.  Soient f € S'(R™) et p € S(R™), alors
(F(=Af), )= (=Af,8) = (=1)*(=f,Ad).
mais AP(E) = —|€]2¢ (un calcul facile), donc
(F(=Af) ) = €]*?).

Comme la fonction & — [€]? est de calsse C*> (n’oublions pas que |£[> = &2 + ...+ &2),
on obtient alors

F(=Af)©) =[€PF&)  (VfeSRY),VEER").
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Comme F : §'(R") — S'(R") on a immédiatement

F((=0)21)(©) = [EPF((=2)1)(©) = 6 (161 T(©) = l¢*F©).

F((=A)1)©) = [EPF((=2)21)(©) = leP (1)) = el Fe),

F(=2)"f)€) = [EPF((=A)" ) =...=E"f(©)  (m=1,2,...);

et on ajoute la récurrence.

1.2.5. Iciil faut faire un changement de variables en coordonnées polaires et sphériques,
comme dans 1.2.1 (facile). Les détails sont laissés au lecteur.

1.2.6. S3.

1.2.7. S3.

Distributions modulo les polynomes

1.3.1. On peut raisonner par récurrence sur m.

1.3.2. Nous avons S(R") D Sy(R™) par définition. Soit maintenat f € S(R"); on a
f(z)u(x)dx =0
R
des que u(z) = 0, c’est-a-dire u € Py(R™), donc f € So(R"), d’out S(R™) C Sp(R™).
Les inclusions Soo(R") C ... C Spt1(R?) C Sin(R™) C ... € S(R™) s’obtiennent grace

A Po(R") D ... D Ppt1(R") D Pr(R™) D ... D Py(R"). Quant a la formule (1.8), elle

découle de la propriété suivante : pour tout E et F' deux K-ev, on a

ECF=F>F.

1.3.3. Pour la fonction p on a

1 si 0<z<«<l1
1
p(x) _ 61 1—4(z—1)2 Sl 1 S T < 3/2
0 si oz >3/2,
paire

Pour la fonction v on a vy(x) := p(z) — p(2x) avec
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( 0 si 0<z<1/2
1
1 — ¢ o112 si 1/2<x<3/4

1 si 3/4<zx<1

v(z) == - : 4=

e 1-4(@—1)2 si 1<z< 3/2
0 siox>3/2,
\ paire

Comme 7™ (0)

=0 (‘v’m € N) alors F 'y € S(R). De méme pour p et p” .. (n’oubi-
lons pas que p'(0) =

p'(0) = 0).

1.3.4. Soit m € N*. Comme F(9{"¢)(&) = i"&"P(€), par la formule de Liebniz nous

avons alors
(o) = T (D)orem o),

LT

or si o] < m — 1 alors forcément || < m — 1, par conséquent 9°(&") |e=o= 0.
remarquons par exemple 0"(&7") |e—o= m! si n = (m,0,...,0) € N™. il vient alors
0 (E73B(€)) |e=o= 0 pour || < m — 1. Enfin on a 97"¢ € S,,(R™).

Sim =0, alors p € S(R") = Sp(R").

1.3.5. Comme z% € LY(R") alors 2* € §'(R™), ce qui implique

(%, 0) = (2*,0) = | £P¢)d¢, ¢ e SRM.

R

Or par un calcul directe on a

[ epae = irlenrar [ emped
= 2n)" e (0)
(=) I(2m) 0, ).

Soient (f,g) € S'(R")? telle que f = g dans S’_(R"). Donc f(z) = g(x) + h(z) ou h
est un polynome. Supposons que h(z) == >._ c,x®. 1l vient que h = Y__ ¢,6. Mais
supp 6 = {0}, donc supp f — g = {0}.

1.3.6. Par définition on écrit

(A F2f,0) = (f, (=A)" ), VfeSLR), Vo€ Sc(R).

Comme (—A)*p € S (R™), voir la Proposition 1.7, on peut écrire alors

(f.(=A)yF20) = (f,(=A)2((— ) )
((=D)=f, (-A <p>
= (A ((=2)2f), ) =(((=A)" o (=A)")f, ).

Donc on obtient

(ZA)1 = (<A o (=)™
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Pour une comparaison avec la dérivation usuelle, on remarque que si f : R® — C est
de classe C™ alors on a 9“f = 9°(9"f) ott a« = B+ n et |a| < m, c’est-a-dire

P = 9P o 9"
cette formule ressemble a la formule en (—A).

1.3.7. Cet exercice est basé sur la transformée de Fourier, un calcul directe et simple.
Les détails sont laissés au lecteur.

Décomposition de Littlewood-Paley

1.4.1. Tl suffit de remplacer 277 par A dans (i) et (ii), ce qui donne : YN € N il existe
c1,c0 > 0 et My, My € N, telles que

(1) loax f(@)] < er AV Carpnsa(9)Can ()L [ )TN, Vf € S(R™), Vg € Swo(R")

(@) [orxf ()] < 2 A7 Cuipensa () Cany () (L[ ) M, Vf € Su(R™), Vb € S(R)
sont satisfaites Vo € R™ et VA > 0.

1.4.2. Facile! En effet 01p € So(R").

1.4.3. 1l suffit d’appliquer le Théoreme 1.4 et le fait que S(R") est dense dans
L,(R™) pour p € [1,400]. Pour U; on a ||U; x fl|, < ¢2/N] f||, pour toute f € L,(R™)
et Vj e Z~.

1.4.4. La réponse est non, car U; est définit sur Soo(R™) qui ne contient pas S(R").

1.4.5. Par récurrence sur M et N. Facile.

1.4.6. On prend a,b tel que 0 < 2a < b. On choisit une fonction h € D(R™) telle
que h > 0, 0 ¢ supp h, paire et a support dans la couronne a < |[¢| < b. Nous avons

Sooe  h(275€) > 0 pour V¢ € R™ \ {0}. On pose

. h(€)
g(&) T ZZO:_OO ]’L(Q_ké) )

On obtient ainsi une fonction g comme v avec Z;’i_o@ g(279¢) =1 pour £ # 0.

£#0.

1.4.7. Soit N € N. Il existe une fonction n € D(R"), réelle et paire, telle que
7(0) =0 (lo] < N), (1.29)

and

/0 T T =1 veeEN(0), (1.30)
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Pour obtenir une telle fonction 7, on considére une fonction paire § € D(R"), telle que
supp f C dans labouleIB(O, ﬁ) et 0(0)=0. (1.31)

Il est claire que la fonction

b= [ S

tout A positif, h est paire, donc h ~ ¢ > 0 sur R” \ {0}. On pose n := % FHHN),

On pose aussi g := n?, on alors
. dt
/ q(t) i 1
0

1.4.8. Rechercher dans la bibliographie, ...

pour tout & € R™ \ {0}.



