Cours : Equations aux Dérivées Partielles

Madani MOUSSAI

Ce texte est en cours de rédaction, il n’est pas encore corrigé,
priere de tenir en compte.



0.1 EDP s linéaires et non linéaires du 1 ordre

0.1.1 EDP dul® ordre linéaire
Intégrales premiéres

Soit le systeme différentiel :

d
% :fl(xayla"' 7yn)

dys
C:IUT = fn(x7y1>"' 7yn)

Admet une solution :

Y1 = 90(9%@17"‘ ’an)ﬂ"' >y Un ZSD(CL',CH,"' aan)' (2)
Supposons qu’on puisse résoudre le systéme (1) par rapport a (ai,--- ,ay,) :
a1 :Fl (CC,yl,"' 7yn)7”' 7an:Fn($7y17”' 7yn) (3)

Définition 0.1.1.1  On appelle intégrale premiére du systéme (1) , toute fonction F(x,yy,- -

qui reste constante quand on remplace (y1,- -+ ,yn) par une autre solution du systéme (1). On
définit en général l’intégrale premiére par les équations (3).

Exemples :
dy x—z dz y-—=
dy _woz o dz_yow 0
de z—y ‘dr z-—y
Ecrivons (4) sous la forme :
dx dy dz adx + Bdy + ~vdz

iy x—z y—z alz—y) +BE—2)+(y—2)
Choisissons «, 5 et v de facon que :
dx dy dz  adzr + Bdy + ydz

z—Yy T—z Yy—2=z 0
a=z,f=y"y=z2
Donc, le numérateur doit étre nul; i.e : xdr + ydy + zdz = 0 < z? + y?> + 22 = a. Posons
a=p=~v=1,onadzr+dy+dz =0, et par conséquent x + y + z = b. Enfin, les intégrales

2 2 2
premieres de (4) sont : { r+ty +z2"=a

r+y+z=0>
dx dy
ar ) at Zz. (5)
dr dy dt adr+ Bdy+ ydz
Nous avons — = — = — = .
—y x 1 0

Prenons o = z,8 =y,v = 0 donc, zdr + ydy = 0 < 22+ y?> = a  une est 1°7¢ intégrale
premiere. Prenons a =y,8=z,y=0,o0n a

dx dy dt  —ydr+ xdy

gy Y % IR T A8
Y2 21 21y

d’ott arctan (£) =t + b est le 2'“"® intégrale premiere.

Question : Sous quelle condition, une fonction g(s,y1,- -+ ,yn) = C' représente une intégrale

premiere de (1) 7
0 " g Oy; dy;
Par dérivation par rapport a x, on a a—i -1-]2::1 ayi . 8:3; =0, d’apres (1), % = f;, donc,

on a la remarque suivante :

ayn)
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Remarque 0.1.1.1 L’équation
Iy <~ , 99
.t fig—=0 (6)
ox jz:l 0y
d .
admet un systéme caractéristique (1), dont g est une intégrale premiére, avec a—yj = fj.
x

EDPs linéaires du 1¢" ordre

Définition 0.1.1.2 On appelle EDP linéaire du premiére ordre , toute équation du type

ou

n
ij(xlafo"axTwu)a +g(x17'”7xn7u):0 (7>
j=1 L

[j et g sont des fonctions a (n + 1) variables, u est a n variables.

D’apres (6), il faut que (7) admet comme systeme caractéristique :

dri i dzn _ fn

e

du ¢’ ' du g
dry  dxo dr, du
ie —=—T=...=2 " = —,
f1 f2 In g
En effet, il suffit d’écrire F(z1,--- ,zy,u) = 0, puis en remplacant
OF N OF Ou i
Or;  Ou Ox; ) T

OF " OF
dans (7),ona:g—+» fi— =0.
ou ]; 1O

Remarque 0.1.1.2 Comme le systéme caractéristique (1) admet n intégrales premiéres Fy, Fy, - - -

alors la solution de ’EDP (7) s’écrit sous la forme :
u:@(FlaFQF" 7Fn)

Remarque 0.1.1.3 Si g =0 dans (7) , le systéme caractéristique est :

d d d
dey _dey _  _dew L
fl f2 fn
Nous avons alors, n—1 intégrales premiéres Fy, Fo, - , F,,_1, et la solution de I’EDP s’écrit :

u=@(F,F-  Fh1).

Exemples

1.
0z 0z
= 222 =0 8
e x@y ®
S.C dz = dy ou xdx + ydy =0
Y x
intégrale premiere : 2 4+ y2 = C, donc la solution de (8) est :

z:cp(x2+y2>

,Fn,



2.
n
ou
— =mu , m=C" (9)
jZ::I ]81‘j
d d d d
S.Cpourm;«é()estﬂ—ﬂ: — & _ Y
Ty T2 Tn MU
, " T2 I3 Tn U
Intégrales premicres : —=, — .- —  —.
r1 I r1 Xy
La solution de (9) est : u = z]"p (m, e ,xm).
T T
Pour m =0, onau:<p<x2,-~- ,:E—n .
1 T1
Facteur intégrant(Exemple d’EDP)
0 (wP 0
Soit la forme différentielle : P(z,y)dx+Q(x,y)dy. Cherchons w(z,y) , tel que ((;J ) = (;Q),
Y x
cird ow 0 oP  9Q
w w
o p e[ -2, 10
@ Oz oy “ ( oy 81’) (10)
d d d
Il suffir d’écrire son systéme caractéristique w__w_w
Q- P T L(2-%9)
oy ox
Exemple :
xdy — ydx (11)
0 0
Comme dans (10) , on a + 2y y—w + 2w =0.
ox oy
go & _dy _ dw
T Y —2w
Intégrales premieres ¥ _ a ,z’w=0.
1
Dot w=—¢p (y) est le facteur intégrant de (11).
x T
Probleme de Cauchy
Etudions le cas n = 3. Soit PEDP
0z 0z
P— — =R, 12

ou P,Q et R sont trois fonctions en(z,y, z). Le systéme caractéristique de (12) est :
de dy dz

===—siR#0
P mUE7
dr dy . . . L .\
ou, & = ) et dz =0, si R = 0. On obtient alors, deux intégrales premieres :F(x,y, z) =

Cy, Fy(x,y, z) = Cy. Etudier le probleme de Cauchy (12), c’est & dire, qu'il s’agit de trouver
les surfaces qui passent par une courbe I' donnée.

Exemple :

9z _ 0z _
Soit yax xay_
2?2+ (y—a) =R z=my.

d d
S.C Zx:% ,dz=20 i.er—l—yQZC'l ,2 =09



0.1. EDP S LINEAIRES ET NON LINEAIRES DU 1% ORDRE )

Ce qui donne C? + a? — R?> =2ay ,Cs = my.
2
ie C}+a%> - R?= —aCQ.
m
2a

Les surfaces solutions sont : 22 + y2 +a2 - R2=223,
m

0.1.2 EDP non linéires du 1¢" ordre :

Définition 0.1.2.1 On appelle EDP non linéaire du premiére ordre, toute relation de la
forme F (z,u(x),Vu(x)) = 0, x € R™. On se limitera au cas n = 2. En posant z(z,y) =

z z . .
u(x,y), p= P et g = ay il vient que z est solution de :

F(z,y,2,p,q) = 0. (13)

Intégrale compléte (méthode géométrique)

Définition 0.1.2.2 On appelle intégrale compléte de (13) , une famille de solutions définie
par :
¢ (2,y,2,A,p1) =0 (14)

ot A\, u sont deux parameétres indépendantes.

Remarque 0.1.2.1 On peut obtenir une relation qui ne contient pas \ et p. En effet, déri-
vons (14) par rapport a x ety , on a :

Op | O 0o, dp_

= = 1
Ox +p6z " Oy +q82 0, (15)

done, (14) et (15) donnent cette relation.

Méthode de Lagrange-Clairaut

Théoréme 0.1.2.1 (Lagrange) L’équation (13) admet comme systéme caractéristique :

dj_@_ dz . —dp  —dq (16)
F) F! pF,+qF, F.+pF, F)+qF,
Preuve
Supposons que p et ¢ dépendent de z,y et z, i.e.
(:1;7 Y, Z) — p(l’, Y, Z(fL’, y)) ) (:1:7 Y, Z) — q(flf, Y, Z(‘T7 y))
dp _9p  Op dg _0q  Oq
D — =4+ = — = —.
one dy Oy + 9:1 ° dr oz +paz
dP d 2 2
Supposons, en plus, d—y = g, (i.e. Bigy = 8@5&:) On obtient alors;
Op dp 0Oq dq
— - = —. 17
8y+q8z 8x+p82 (17)

Considérons une seconde équation (associée a (13))

G(2,y,2,p,9) =\ (18)



Par dérivation de (13) et (18), on a

(

Fl+ 2R 4 %pi =0 (a) -G,
{ Fy+2Fy+2F, =0  (b)

Fl+ %R+ %2F =0 () G
{ GL+ 2G +91G/ =0 (d) F

G;+B—§G;,+§—ZG;:0 (e) —F,
(

G+ %G1+ %G =0 f) —F
B+ () (FGy - FyG'p) 2= FiGY, — FyGY (g)
(a) + (d) : FGl — FIGh) %L = FIG!, — F!Gl,  (h)
(c)+ (f): FGl — FIG,) % = FIG., - FIG!,  (4)
(a) + (e) : FIG! — FIGY) % = FIG! — FIG.  (j)
F F
Or G, —F,G), = GZ GZ # 0 car c’est le Jacobien de F' et G, ott F' et G sont supposées

non liées. Donc, on rapporte (g),(h), () et (j) dans (17), on obtient 'EDP :

FyGy + FiGy + (pFy + aFy) G = (Fy + pFY) Gy — (Fy + qFL) Gy =0,

ou (16) représente son systéme caractéristique. Cqfd.
Exemple
02\ 2 0z\* 1,
— — ] == € R). 19
() +(5) =32 + (@em (19)

Ecrire (19) sous la forme de (13),i.e. p? +¢* — $a* = 0.
godr _dy _dz_ _dp_ _dg

2p  2q a? 0 0
On trouve (les intégrales premieres)

p:CI ) q:CQ ) 7_7203 ) 7_7204'

Comme dans (18), choisissons une autre équation :

2
x J— anZ —_— A ...... (a)
2 0z
——=z-—=A
(a) & x 2% o
Par intégration par rapport a x, on a :
221
2 9 (z — >\)2 =g(y)--- (0)
Ce qui donne , en dérivant (b) :
—qz=g(y)-- (c)
4 2.2
Or (a) implique [;42 =(@—A)% (d)
2 22 ' 2 2
@+ 25 = (W) + @@=V (o)
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1 2

@©+®): 200 =EWw)" ie gw)=5u-n

2 2 2
(- Sy — A p) €R
2=y @Ay —p) , (A €

p=0C
q=0Cs
f—y:Cg 1e£—%=05
qa q 29 a
xr z
r_Z_¢
2p a2 4
(4) : 2p%:x—2p04:x—20104=x—04
a
z
20 =y—29Cs = =y —Cj
22 1

S=s{e-o'+ -}

a

€ R.



