0.2 EDP linéaires du 2"? ordre

Les EDP linéaires du 2"¢ ordre jouent un réle considérable en mécanique et en physique,
exemples, propagations, vibrations, mouvements, potentiels.... En général, il n’est pas pos-
sible de trouver une solution exacte d’une telle équation, ce qui nous ramene a chercher des
solutions particuliéres, que nous allons appellées solutions élémentaires, et ce probleme est
sur tout rencontré lorsqu’il s’agit d’un probleme de Cauchy.

0.2.1 EDP a deux variables : Caractéristiques et classification

Définition 0.2.1.1 une EDP du second ordre d deux variables sur un domaine 2 C R? est
de la forme :
9%u 0%u 9%u ou Ou
ala) g + o) g+ clon) g + f (e 58 5 (26)
ot u est en fonction de (z,y) ;(x,y) € Q.

ou ou 0%u 0%u 0%u
Posons p = 2 ,q =

“oy T a2 T a2 0T Bedy

Il vient que

dp = @dm + @dy = rdx + sdy
Oz oy

dq = %dx + %dy = sdzr+tdy.
Oz oy

Ce qui donne trois équations du premiere ordre en r,s,t :

rdr+sdy =dp
sdx +tdy = dg
ar +bs+ct=—f

Le systeme admet une solution (pour r,s,t) sauf si leur déterminant et nul, i.e :

de dy O
0 dr dy |=a(dy)*—bdedy+c (dx)* =0,
a b c

d’ou la définition suivante :

Définition 0.2.1.2 57
a(dy)? — bdz dy + ¢ (dz)* = 0. (27)

alors (26) n'admet pas de solution, sauf si
adpdy + cdgdzx + fdxdy =0

auquel le probléme admet une infinité de solutions. L’équation (27) s’appelle équation cano-
nique de (26)

L’équation (27) canonique admet deux solutions du type :

dzx d7y_

e p2(,y). (28)
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Définition 0.2.1.3 Les équations (28) représentent les courbes caractéristiques de (26), et
il y a trois formes de caractéristiques :

(a) Réelles (ou hyperboliques) : on dit que (26) est une EDP hyperbolique sur ), si¥(x,y) €
Q= b —4ac >0

(b) Imaginaires (ou elliptiques) : on dit que (26) est une EDP elliptique sur 2, si¥(x,y) €
Q= b>—4ac <0

(c) Doubles (ou paraboliques) : on dit que(26)est une EDP parabolique sur Q si ¥(x,y) €
Q=b—4dac=0

Exemples

(a) L’équation des cordes vibrantes (hyperbolique),

Pu  *u
B 2 _— = B = .
0z?  0y? 0 { cste)

L’équation canonique est k> (ala;)2 — (aly)2 = 0, soit , % = :F% =y=%+C ,y=
—% + Ch.
(b) L’équation de Laplace (elliptique) :

0?u  0%u
2oL 2.
0x2  0y?

(c) L’équation de la chaleur (parabolique) :
@ _ 2@ =0
Oy Ox? ’

0%u 0%u
(d) L’équation i $W = 0 est hyperbolique dans le plan x > 0, et elliptique dans x < 0.
&z Yy
0? 0? 0 d
(e) mQa—;; — yzﬁz — ya—Z = 0. L’équation canonique : 22 (dy)2—y2 (dm)2 = 0. Soit ﬁ = %

sont les deux caractéristiques. (e) est hyperbolique sur R2.

0.2.2 Classification des EDP du 2™ ordre de n variables

Définition 0.2.2.1 Une EDP du second ordre a n variables sur un domaine ) C R™ , est
de la forme :

" ou ou
> aji(x) J2;008 + f (xu Fratiill 8%) 0 ,z¢ (29)

ot aj, € C* (2,C) avec aj, = a;.

On écrit la matrice A(,) = (ajk). Cette matrice A, est symetrique , en effet, si ajx # ar; ,

/ 1 " 1 .
on pose aj, = 5 (ajk + akj) et ajy = 3 (ajx — ak;), et on a:

(ale + ) Pu .y,

2
( 9) <:> 8a:j8a;k

n
k=1
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Remarque 0.2.2.1 A, est symétrique et toutes ses valeurs propres sont réelles.
En effet, soit Av = Mo , alors; (Av,v) = (Av,v) = A|v|%. Or; AJv]? = (Av,v) = (v,} Av) =
(v, Av) = A|v|2.

Pour z € ), soit A; la valeur propre de A(,); on pose vi,v_ et vy succéssivement le

nombre des valeurs propres positives , négatives et nulles.

Définition 0.2.2.2 L’équation (29) est dite :

— elliptique en x st vy =n ou v_ = n.
— hyperbolique en x sivy =n—1etv_ =1, (ouvy=1etv_=n—1).
— parabolique en x si (vy =n—1,v-0,v9=1) ou (vy =0, v_=n—1,1H=1)

L’équation(29) est de telle type sur Q2 , si elle est en tout = de €.

Exemples

n 82
i=1 "1
1 ... 0
A= o yAj=1>0
0o ... 1
L’équation a) est elliptique sur R2.

b ) L’équation de D’alembert
Pu 0%

Qu=syg—> 5=
ox? o Ox;
-1 ... 0 O
Ona A= 11 o ydet (A=) = (=A—1)""1T(A=1)
o ... 0 1
Donc, vy =1 ,v_ =n—1, alors Qu = f est hyperbolique.
c) Equation de la chaleur a—? — Ap_q1u = f avec /\,,_1 est laplacien dans R" 1.
-1 ... 0 O
On écrit 1,29, ,Tpn_1,Tp = t et on a : A = 0 :1 : d'ou \; =
0O ... 0 O
-1 ,(j=0,---,j=n—-1)et A\, =0
Donc, I’équation de la chaleur est parabolique.
. 0? 0?
d ) Equation de Tricomi : 8—;; + ma—yz = f.
OnaAz(l O) ,A1=1, ==z
0 z
L’équation (d) est elliptique sur RT x R, hyperbolique sur R~ x R et parabolique sur

{0} x R.
e ) Dans I’équation (26) on :
0? +1 82u+1 82u+
a—+ = = .
ox? 2 0xdy 2 Oyor

S

(26) < =0
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1p
avec A = ( 1 2«: ) , on obtient les résultats du paragraphe précédent.

0.2.3 Solution élémentaire (Séparation des variables)

Nous nous limiterons a des équations de la forme :

" 0u " 0%
gt > bjz— +cu=Ff. (30)
j,%:zl J 8$]axk ]2:21 J 6xj

Et nous chercherons des solutions de la forme : u(x) = ¢1(x1) - - - on(zn).
Voyons le cas n = 2.
Exemple :(Remarque)
0*u 0%*u 8 ou
62+b62 ¢5r +d8—+eU—0
tels que a,b,c,d et e de R. Posons u(x,y) = f(x)g(y ) alors
1"

/

0 fg b i e fgtdfd +e—=0 don ale 4L 1ol 4a% o=
f g f g
oo r 9" g
Onaa7+07 et b= 4+ d = ne dépend que de x ou de y, alors on a forcément :
g g

aff +ef =\ , (AER)
bg"+dg + (c—XNg=0.

Finalement f et g sont les solutions de deux équations différentielles ordinaires d’ordre 2.

0.2.4 Les différents types de problemes aux limites

Chercher une solution d’une telle EDP est souvent difficile et encore plus compliquée lorsqu’on
associé a cette EDP une condition.

a ) Probléme de Cauchy (ou conditions initiales) On le pose a 'instant t = 0 pour les
EDP paraboliques ou hyperbolique

{ Eq parabolique (exemple 22: —Au = f>
u(0,z) = p(x)

. 0%u
Eq hyperbolique [ exemple 9z Au=f
du
u(0,2) = pla) ,S2(0,2) = v(a)

b ) Conditions aux bord On le pose pour les EDP elliptiques , i.e Q C R™ avec 02 =T
le bord

ou
u|r et f|p

ov

Rappelons ici, la Formule de Green :

/vAu = / Ov 8u / Z —cos (v, x) dl
Q 0

klal‘kaxk Q k:l

ou % Z—cos (v, ).

{ Eq elliptique (exemple Au = f)
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¢ ) Probléeme mixte : On le pose pour les EDP paraboliques et hyperboliques, avec les
conditions initiales et aux bord.



