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0.3 Quelques applications

Nous allons étudier dans ce chapitre quelques exemples des EDP du second ordre linéaires,
en I'occurrence 1’équation des ondes, de la chaleur et de Laplace.

0.3.1 Equation des ondes dans R?, solution élémentaire

Considérons ’équation hyperbolique :

u  0%u
— =0. 31
ot?2  0x? (31)
Elle représente les vibrations d’une corde tendue.
a ) Cherchons une solution élémentaire; on pose u(t,x) = f(x)g(t) et on remplace dans
f// g//
31) , alors —(x) = =—(¢),
(31) 7 (z) ; (t)

" 1
comme — (resp. ) dépend de z  (resp. de t), il y a donc qu’une seule possibilité :
g

f

Lﬂ
f

Ce qui donne que f et g sont solutions des équations différentielles ordinaires :

(z) = gg//(t) —k (keR). (32)

"_kf=0, ¢ —kg=0. (33)

b ) Soit le probléeme mixte pour (31) :
On considere alors I’équation (31) pour (¢,z) € RT x[0,(] , avec le probleme de Cauchy :
conditions initiales

u(0,z) = o(x)
ou

E(O,x) =¢(z), z€]l0,]]

conditions aux bord w(t,0) = u(t,l) =0, teR".
Théoréme 0.3.1.1 Les conditions auz bord impliquent que k <o ,(i.e k= —92).

Preuve
Nous avons f(0) = f(I) =0 (C.L). Soit z¢ la plus petite des valeurs de z, telle que f(xg) = 0,
alors; si f(z) > 0 pour z € [0,209] on a

{f’(x)zo 1 € 00,0
flx) <0 ;x € [a, 0]

1
donc f’ n’est pas strictement croissante sur [0, zg] , or d’apres (32) , on a ~—(z) est de signe

f

constant, donc

f(z) =0

f/ n’est pas croissante

signe (?(z)) = cte

'};/(x) <0.

= f'(z) <0 ie.
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De méme; si f(z) <0,ona:
flz) <0 "
f/m’est pas décroissante = f'(x) >0 ,ie. —(z)<0.

fTH(x) est de signe constant

De (33) , il résulte que :

f(z) = Acos Oz + Bsin Oz (34)
g(t) = Ccos Ot + Dsin 0t.
\ . . km
Comme f(0)=f(I)=0 cca-d A=0 et sinfl=0 ie Op=— ,keZ.

l

0.3.2 Equations des ondes dans R? , méthode de Fourier

Choisissons B = 1 dans (34) , la solution élémentaire de (31) , s’écrit alors :

k k k
ug(t, x) = (Ck COS Tﬂt + Dy, sin ;t) sin TW:L'

et on peut représenter la solution comme :
+o0
u(t,x) = Z ug(t, x). (35)
k=1

Alors (35) est une série de Fourier par rapport a z , (2] périodique ) et par rapport a t (21
périodique). Utilisons maintenant les conditions initiales : on a

s km
T) = Crsin —x
CP( ) 1; k I

7; > km (36)
P(x) = 7 ,;1 k Dy, sin ha
Il est claire que (36) est le développement en série de Fourier de ® et ¥ définies par :
_J (@) zel0,]
o) = { Lol@) , we|-1,0)
Y(z) , z€l0,]]
o) = { —p(—z) , = € [-1,0)
avec C, , 7 et Dy, sont les coefficients de Fourier , i.e. :
2 rl
Cy = 7/ () sin @az dz
[ Jo l (37)

2 k
Dy, = —/ (x)sin T dz.
km Jo l
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0.3.3 Equation des ondes dans R? , unicité de la solution

Etant donnée I’équation (31) sur Rt x [0,{] muni du probléme mixte ( voir; paragraphe 1 ,
b).

0
On multiplie (31) par 6—1: et on integre sur [0,1] :

Ld [!/ou\? L ou 0%u

Intégrons le second membre de (38) par partie :
Guonpou Pufoutnl dd (o T
ot 0x | o Or Otozx Lot 0xly  2dt Jo \ 022

ce qui donne :
1d 1] [0%\’ 8%u\’ ou ou!
s ) [(m) +<ax> =5 o) (39)

Supposons maintenant que (31) admet deux solutions u; et ug , donc v = u; — ug est en-

core solution de (31) , telle que : v(0,z) = (Z(O, r)=0 , v(t,0) =v(t,1) =0 ce quientraine
1d ! 2 2
g;)(t,()) = (?;t)(t, 1) =0, il vient donc , que (39) pour v s’écrit 5%/0 [(E{;;) N <gz> ] 0

o AVE T o\ 2 ov
Ce qui implique que/0 [((%) + <8:c> dz = Cy,orpourt=0,ona (U(O,m) =0= %(O,x) = 0)
donc Cy = 0.
, ov v .
Par conséquent , V(t,z) € RT x [0,1] , on a i 0, douwv(t,z) =0.
T

On regroupe les formules de (31) & (37) , et on a alors :

Théoréme 0.3.3.1 Le probleme :

Pu  0%u
U

u(t,0) = u(l,t) =0
admet une solution unique, sous la forme :

= k k k
u(t,z) = Z (Ck cos th + Dy, sin Zrt) sin wa
k=1

2 [l k 2 k
ot ,Cy= 7/ () sin Ty d , D= —/ P (x)sin Ty da.
l 0 l km 0 l

0.3.4 Equation des ondes dans R? , solution de Fourier
Soit le systeme ( eq 4+ pb limites )

oY 0?2 9?2

- _ = 4 = — >

92 <8m2+8y2>u 0 ,t>0 (x,y) €][0,1] x[0,]
ou

u(O,x,y) = QD(ZU,ZJ) ) E(Ow/ﬂay) = @Z}(:Evy)

u(t,0,y) = u(t,l,y) = u(t,z,0) = u(t,z,l) =0 ,t>0

(40)
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et cherchons une solution " élémentaire" du type u(t, xz,y) = f(z,y) g(t). Alors, en remplagant

1
dans (40) , et multipliant par —, on trouve :

fg
1 g//
- fl/ + fl/ =2 41
7 (4 hp) =7 (41)
Comme dans (32) , 'équation (41) est égale a une constante k < 0, (k = —6%), d’ot on a
g// 4 929 =0
fio+ f +02f = 0.

Ce qui donne g(t) = A cos 6t + B sin 6t.
Pour ’équation en f , cherchons une solution de la forme f(x,y) = &{(z)n(y)

5// ,’7//

donc n€" + &0 +6°n¢ =0, ou ?(1:) =" (y) —*
&'/l ,r’// 77
La aussi on a z =32 et —4+6*>=p7

Dou&(z) = C cos fxr+D sin Bz et n(y) = E cos/0% — 52y + F siny/62 — B2y avec (0 =~
B-0)

Voyons maintenant les conditions aux bord :

x:O:>C:kE)
:c:l:>,6’:T7r , k € Z et D est quelconque
y=0=FE=0

3

VE2 + k2 (k k') € Z® et F quelconque.

choisissons D = F' = 1) comme solution sous forme d’une série de Fourier :

y=1=0=

—~~

Ce qui donne

> k k
u(t,z,y) = Z {Ak,k/ coS (\/ k2 + k2 7;75) + By i sin (\/ k2 + k2 % t) } sin X gz - —Wy

l l

ke b/ ——o0
avec . .
p(z,y) = ,; Ay sin TW x sin TW Y
Y(z,y) = % ZBk,k/\/W sin kTW x sin kTW Y
k,k’

Remarque 0.3.4.1 La solution est unique (voir P3°).

Théoréme 0.3.4.1 L’équation des ondes muni d’une condition initiale et une condition au
limite admet une solution unique, qui peut s’écrire sous forme d’une série de Fourier.

0.3.5 Equation de la chaleur dans R?

Soit le probléeme mixte (parabolique)

2
Ou 0 _ o (ha) e R x [0,1]
p(z) = u(0,z)
u(t,0) =a ,u(t,l)=>b ,(a,b) € R2
Cherchons une solution élémentaire de la forme u(z,t) = f(x)g(t).
/" 1" "
Alors, on a g?(t) = J;(:U) , comme dans le paragraphe 1, on obtient : %(t) = —k? '];(x) = —k?

d’ou : ,
g(t) = Ae™ ¥t et f(x) = B coskx + C sinkz.
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Introduisons les conditions initiales :

—b
Remarque 0.3.5.1 v(t,x) = u+ a4 T Ta est une solution de (42) avec v(t,0) = v(t, 1) =
0.
Nous avons alors, v(t,z) = Ae %t (B cos kz + C sin kx)
o(t,0) =v(t,l)=0=>B=0 |, K:”l—” neN
—”2"21% nm

ce qui donne v(t,z) = Z Cpe” 12 " sin @, or pour t=0

n>0

a—b

on av(0,z) = ¢(z) + x —a ,donc :

l

n? ™

2
us
_nTmTy
><a+§ Cphe 2 sme
n

b—
u(t,x) = g

2 [ —b
et C"ZI/ (gp(s)+al s—a) sin?sds.
0

0.3.6 Unicité de la solution de I’équation de la chaleur

Multiplions (42) par u et intégrons par rapport a x :
1d [t L 9% ou=! Lrou\?
- — dx = —dz=|u— — — | d=z.
2 dt /0 war 0 Y Ox? . [u BxLO /o (83:) o

1
Supposons que a = b = 0, la fonction ¢ —> / u?dz  est positive et décroissante.

Supposons maintenant que (42) admet deux S(())lutions u1 et ug , alors

v = u; — ug est encore solution avec v(0,x) = u1(0,x) — u2(0,z) = 0.

Ecrivons (42) pour v , alors on a aussi; t — Jo v*(t, z)dz est positive te décroissante , or
v(0,z) =0=v=0.

0.3.7 Equation de Laplace dans R3, solution élémentaire

On associe a l'opérateur de Laplace 'équation aux dérivées partielles
( dite équation de Laplace) :

0? 02 0?
ru= L+ L LT Yoo 4
b <8x2+8y2+8z2>u 0 (43)

toute solution de (43) est appelée une fonction harmonique.
Passons aux coordonnées sphériques :

x =71 cosf siny
y=rsinf cosp
z =1 sinp.

Le Laplacien a pour expression en coordonnées sphérique :

Ay = L 3(23U>+15<g 95“)+132“
T ar U ar) TsinZoaa "M 90) T sin26 a2 [



18

L’équation (43) serait donc Au = 0. Cherchons une solution de la forme u = f(r)G(0, ¢) :
Lo 1 16(_ 8G) 1 9*G
- - - ) VIR il 44
f(rf) G{sin680 050 )+ nZd 0,2 (44)

Comme le terme a droite dépend de 6 et ¢, et le terme & gauche dépend de r, donc (44) égale
a une constante A ; par conséquent on a :

r?f+orf — Af = 0. (45)
1 9 oG 1 9*G
sin 6 90 <Sm ae) sn?0 9,2 =0 (46)
(45) est I’équation d’Euler; il suffit de poser f(r) = Z a,r" , ce qui nous ramene a
n>0

flr)=Ar*t 4+ Bre?
avec aq et oo sont les racines de 'équation a(av+ 1) = A ( ils sont lies par les relations
a1+ ay =—1 et ajas = \N), ce qui permet de changer Iécriture :
B
_ o
f(’l”) = Ar + m

Revenons a (46) :
Posons ¢ = cos @ et cherchons G = g(&§)h(y), alors :

)5 [(1- 9] + = o) + ala+ Dg(©h(e) =0

"

On suppose que h est 2r-périodique , donc W= —-m? ,(méeN)
ie h +m?h=0,dou
h(¢) = C cosmp + D sinmep. (47)
Passons a g elle est solution de I’équation :
2
2\ / m _
(1-¢) g"—2g + a(a+1)—1_£2]g—0. (48)

0.3.8 Polynémes de Legendre

(Lecasm=0,a=keN)= h(p)=C=C"*
(48) sécrit (1 —¢€2)g" — 269 + k(k+1)g = 0, c’est 'équation dont les solutions sont les
polynémes de Legendre définies par :

dk
PO = g g (1) (49)

I1 résulte donc, d’apres (47) et (49) , le résultat suivant :

Théoréme 0.3.8.1 L’équation de Laplace admet une solution sous la forme :

B
u(z,y,2z) = (Ark + rk+1) Py(cos0)

ot x=rcosfcosp , y=rsinfcospy , z=rsing, et P(f) sont les polynomes de

Legendre
1 dr o, k
Pk(f):W@(f —1> :
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0.3.9 Dérivation des conditions aux limites

Il s’agit de résoudre 1’équation de Laplace avec les conditions aux limites, c-a-d ,cherchons u
(harmonique) dans Q C R"™ | muni des conditions aux bord ;

{ Au=f (50)

ulpn = g.

Unicité : Soient u; et up deux solutions de (50), alors v = u; — ug est une solution du

probléeme :
Av =20
v|go = 0.

Alors, / v-Av = / u X 0 =0, d’autre part, par la formule de Green on a
Q Q

v

0
N :—/v2+/ - —do. 51
/Qv v Q\ V| 691} 81/0 (51)

Comme v|gn = 0 , donc le troisiéme terme de (51) est nul, on obtient alors :
/ Vo] =0= Vo =0=v=cf
Q

or v|pn = 0 ce qui donne v = 0.



