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0.1 Exercices

Exercice 0.1 Integer le systéme différentiel suivant (utiliser les coordonnées polaires)

dx 2y dy 2z

dt $+x2+y2’ dt VT e

(1)

Exercice 0.2 les intégrales premiéres du systeme différentiel suivant
dy z dz Yy )
dr— (z—y)?  dr  (2—y)?*

Exercice 0.3 Trouver les intégrales premiere du systeme différentiel suivant

dx dy dz
22 —y2—22 2y 2x2

Exercice 0.4 Trouver les intégrales premiere du systeme différentiel suivant

dy y+z dz z—vy
- -~ = ) 4
o (4)

Z

dx T

Exercice 0.5 Trouver le facteur intégrant de la forme différentielle
w = 2y*dx + (3wy® — 1)dy. (5)

Exercice 0.6 Résoudre l’équation

e . 2 . 7/ o\ e 7/ .
on pourra vérifier que z — 1—2 = ('} est une intégrale premiére. Résoudre cette équation
avec :x =1 ety + z = y>.

Exercice 0.7 Donner les équations canoniques et les caracteristiques de

0%u 0*u 0*u

ox? 28x8y + 28y2 =/ (6)
0*u 0*u Pu  _Ou ou
or? 48x8y N 38y2 B Qaix * x(?iy N

f (7)

Exercice 0.8 Pour x > 0 résoudre l’équation

ou o ou
2xy%+(1+y)%—0

par le changement de variables x = %(t2 +5%) ety =L

Exercice 0.9 Résoudre [’équation

par le changement de variables en coordonnées polaires.



0.2. QUELQUES SOLUTIONS 3

0.2 Quelques Solutions

Solution de I’Exercice 0.1. x =rcosf, y = rsinf avec r et 6 dépendent de t. (1)
est équivalente a

2
r'=—r, Or=-=.
r
Ce qui donne r = cie tet 6 = —%t + ¢, avec (c1, ¢o) € R%. On revenir & et y par les
formules classiques. [
Solution de I’Exercice 0.2. Vous avons
dv dy dz _d(y — =2)
(z=y)? =z y iy

Il vient alors de = —(z — y)d(z — y) et ydy — zdz = 0. Donc les 2 intérgales premieres
de (2) :

1
w+§(z—y)2=C1, 22—y =y,

avec (C1,Cy) € R2 [ |

Solution de ’Exercice 0.3. On écrit

2xdx dy  dz _ 2ydy  2zdz B (2z + 2y + 2z)dy
22—y —22 oy oz 2y 222 T a2 g2 2 22 4 22
On prend le 2e et le 3e terme, on a £ = ('}, puis le 2e et le dernier terme, on a
e = Co avec (C1,Cy) € R?, et on obtient alors les intégrales premicres de (3). l

Solution de I’Exercice 0.4. Nou avons

de dy  dz _ozdy —ydz

v y+z z—y 7 yz+22 y2—yz
zdy  —ydz _zdy—ydz_(1/z)dy—(y/22)dz
Atzy yr-yz Ty (y/2) 41

On prend le ler et le dernier terme, on a

log |z| — arctan (y) = C,
z

on a aussi
de — dy — dz _ 2xdr  2ydy 2zdz B
r  y+z z—y 0 222 22+42yz —2zy+222
2?2 +y? 4 22

prend le ler et et le dernier terme, on a



T

= (Y,
VErgE 2
avec (C1,Cy) € R? et on obtient alors les intégrales premieres de (4). |

Solution de I’Exercice 0.5. On pose P :=2y3 et Q := 32y> — 1. On a
oP ) 0Q 9

— =6 — =3
donc w n’est pas totale. On cherche v := v(z,y) telle que
OPv  0Qu
oy Oz

On continue, on a

v _ v (013 aQ)

or (‘37/ oy O
c’est a dire 9 9
v
a2 — 1) oo — 20" = 3y,
(Boy” — 1) — 2y oy~
Les intégrales premieres :
de dy  dv
3zy2 — 1 =23 3y
—5 = 3, QU donne v|y|>? = C,. Pour I'autre intégrale premiere on résoud 1'équa-
tion différentielle linéaire du ler ordre (avec X :=z et X' := ﬁ) ;
3 1
X +—X=—,
2y 2y°
sa solution est
1 1. c
Sy P
Cy

On obtient 'intégrale premiere z =

par Cl = g<C2)7

i—l— e Maintenat le facteur intégrant est définit

1 3/2
vl y) = g (1] (2~ 1/y))

avec g : R — C. [ |

Solution de I’Exercice 0.6 Comme
dr  dy
r 3y
on a une intégrale premiére z = Cy|y|'/%. N'oubions pas z — Z—z = (' est une intégrale
premiere. Donc la solution est Cy = ¢g(Cs) avec g : R — C :

) _
=Yk glalyl ).
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Maintenant pour z = 1 et y + z = y? on a g(|y|™"/?) = —y. Alors g(t) = —t3 pour
t € R*, ce donne

Solution de ’Exercice 0.7 L’équation (6) : (dy)*+ 2dzdy +2(dx)?* = 0 est équation
canonique. Les caracteristiques sont @1 ;= +y — iz et o :=x +y + 1.

L’équation (7) : (dy)* —4dzdy —3(dx)* = 0 est équation canonique. Les caracteristiques
sont @1 :=x —y et v :=3r+y. |

Solution de I’Exercice 0.8 On pose v(t,s) := u(3(t* + s%),%). Un calcule directe
donne

du_1ov 100
or tOt s0s’
(3u_ ov  s20v

oy "ot t os

En remplacant dans I’'équation

ou ou
2ry— + (1 +1y?)— =0
zy5-+ +y)0y
on trouve 9
v
2— = 0.
ot 0

zl/2

1+22),avecm>Oetg:R—>(C..

Donc v(t, s) = g(s), par conséquent on u(x,y) = g(2

Solution de I’Exercice 0.9 Par le changement de variables en coordonnées polaires
x =rcosf et y = rsinf I'équation

ou ou
ou U _ 92 442
Yo TV, (= +y°)
est équivalente a
ov 5
— =2r
or

avec v(,760) = u(r cosf,rsinf). On a v(r,0) = r> + C. Par conséquent on a la solution
u(z,y) =2 +y* + C. [ |





