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Exercice 1 (10 pts):
I) Soient A, B deux parties convexes de R".
1) Montrer que A + B est convexe.
2) Soit b € R™, montrer que
A + b est convexe.

IT) Soit f: I — R. Supposons que g (z) = ¢/ (*) est concave sur I.
1) Montrer que f est concave sur I.
2) En déduire la concavité de

f(x)=In(1—-¢€") sur I =]|—o00,0].

3) Etablir que pour tout 0 < a,b < 1, alors

1—Vab>+/(1—a)(1—0b)

Exercice 2 (10 pts):

I) Soient a # 0 et f : R? — R une fonction définie par

f(x,y):a(x2+y2)—x—2y.

1) Calculer le vecteur gradient et la matrice Hessienne de f.
2) Trouver les points critiques de f.
3) Etudier suivant la valeur de « la nature de ces points.

IT) Soit f : R* — R une fonction définie par
fry,2) = +y*+ 22 +ay—ov— 2+ 1.

1) Ecrire la fonction f sous forme matricielle.
2) Calculer le vecteur gradient et la matrice Hessienne de f.
3) Résoudre le probléeme d’optimisation

min T,Y, %) .
(:r,y,z)G]R?’f( y )
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Exercice 1:

I) Soient A, B deux parties convexes de R™.
1) (02pts) Soient z,y € A+ B et 0 < A < 1. On va montrer que

A+ (1-Nye A+ B.

rec A+ B dJaeAetbeB:x=a+b
ye A+ B dJdd e Aetb e B:y=d +V

alors
M4+ (1=Ny = Aa+b)+ (1= (a+7)
= Xa+(1=XNd+Xb+(1=-NV
Comme A est convexe alors Aa + (1 — \)a’ € A

Comme B est convexe alors A\b + (1 — \) b € B
Finalement, on a

M+ 1=-Ny=Xa+(1-XNd+MN+(1-\Nb €A+ B.

- -

2) (02pts) Soit b € R". Soient z,y € A+bet 0 < A < 1. On va montrer que
A+ (1—-NyeA+b.
Nous avons

re€A+b dJa€eA:x=a+0b
yeA+b Jdd' e A:y=d +0

alors

M4+ (1=Ny = Aa+b)+(1—=X)(a+D)
Aa+ (1—=XNad +Xb+(1—=X)b
= da+(1-=XNd+be A+
N e’

IT) Soit f : I — R. Supposons que g (z) = /@) est concave sur I.
1) (02pts) Soient z,y € I et 0 < A\ < 1. Comme g est concave, on a

g+ 1 =XNy) >N (z)+ (1 =N g(y)
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c’est a dire
of Qa+(1=N)y) > e/ @) 4 (1—X\) ef W)

comme la fonction logarithmique In est croissante et concave on a

InefQet=2y) > 1 ()\ef(w) +(1—X) 6f(y))

> Aln (/™) + (1= A)In (/@)

> A (2) + (1 =2 Ff(y)
Finalement, on a

FAz+ A =XNy) 2 Af (2)+ 1 =X) f(y).
2) (02pts) On pose
g(x) = ef@) =1 —¢®

on a bien

"

g () =—€* <0sur I =]—00,0[ = g est concave sur [ = |—00,0]
3) (02pts) On pose
r=1In(a) et y=1n(b)

la fonction f (z) = In (1 — e*) est concave, alors

1 1
In <1 - e%”%y) 5111(1 —e") + §1n(1 —eY)
InvV1l—e*+1Inyv1—ev

ln(\/l—exX\/l—ex)

(AVARAVARNV]

Donc on a
In (1 - e%”%y) =In (1 - eln\/aﬂn(\/g)) =In (1 - @)
In(vI—e*x+y1I—¢*)=In (\/1 — eln(@) x /1 —eln(b)> =In <\/(1 —a)(1 —b))

alors, on introduit la fonction e on trouve

1—Vab> /(1 —a)(1—0).

Exercice 2

I) Soient a # 0 et f : R? — R une fonction définie par
flry)=a(e®+y?) -2 -2y

1)

Vfi(x,y) = Q2axr—1,20y — 2)T(01pt)
D) . 200 0

Vif(z,y) = < 0 2 >(01pt)

2) Les points critiques de f :

V() = (0,0 = { “f



3)

Si a > 0 la matrice hessienne est définie positive, alors (M, é
1
o

) est un minimum global.(01pt)

Si a < 0 la matrice hessienne est définie négative, alors (%, ) est un maximum global.(01pt)

IT) Soit f : R* — R une fonction définie par
fry2)=2*+y* +22+ay—x—2+1,

1) La fonction f s’ecrit sous la forme

s s
flay,z)=(@y2) Al y | =b"| v | +c
z z
ou
210
A = 1 2 0 |;(1pt)
00 2
b = (1,0,1)";(0,5pt)
¢ = 1.(0,5pt)
2)
210
Vif(z,y,2)=| 1 2 0 |.(0,5pt)
00 2
3)

Vf(z,y,2) = (0,007 = (z,y,2) = (2,—3%,1) .(01pt)

Conclusion: Comme la matrice hessienne est définie positive, alors le point (%, —

un min glabal.(01pt)
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