Solution d’exercices de la série N3
Fonctions a plusieurs variables

EXO01 Représentation des domaines de définition des fonctions
1 1

1) f(%?/)ZEJFm

Dy ={(z,y) € IR?/z #0,y +1# 0}.
={(v,y) € IR?/x # 0,y # —1}.
C’est a dire la fonction f est définie sur le plan XOY sauf les droites
d’équations z =0 et y = —1.

2) g(v,y) =V1—xy

D, = {(x.y) € IR/1—ay > 0}

l—2zy 2 0= —ay > —1
—zy <1

K| =

on représente sur le plan XOY la courbe d’équation y = —.
Le domaine de définition de g est les points (z,y) qui se trouvent

inférieur la courbe y = —.
x

3) h(z,y) =1In(zy)

Dy = {(z,y) € IR?/zy > 0}
La fonction h soit définie ot x et y sont toutes les deux positives ou
négatives pour donner le produit xy est positif.

4) e(‘rJy?Z):\/l—QEQ—yQ_ZQ
De:{(x7yuz)EIRS/]_—I'z_yQ_ZZ}O}'

11— —y?— 22> 0= +y*+2°<1

Dans ce cas le domaine de définition est les points (z,y,2) qui se
trouvent a 'intérieur de la sphere d’origine (0,0, 0) et de rayon 1.

EX02 Calcul des limites si elles existent:



1 :
1)  lim —sin(zy)= lim sin (x)

Yy =95
(z,y)—(0,5) X (z,y)—(0,5) xy

Car sin (ry) — 1 quand (z,y) — (0,5).
Y

1
2 lim 2?2 + y?) sin (—) = 0.
) (WJ)—’(U,O)( v) Ty
(1
Car la fonction sin (—) est bornée et (22 + y?) — 0 quand (z,y) —
Ty
(0,0).

. 7 cos 0 cosf
3) lim im = —
(zy)— 00T +y r—=0rcosf +rsinf  cosf + sinf

Cette limite dépende de 0, alors elle n’existe pas.

2% — 2 . 1r?cos?0 — r?sin 20

4) = cos 20 — sin 0.

im =1
(z,y)—0,0) 22 +y2 =072 cos 20 + r? sin 20
Cette limite dépende de 0, alors elle n’existe pas.

5 dim o (148) =
@) —(toca) \ T

. . 1\*
Car on sait que lim (1 + —) =e.
r— 400 T
EX03 Continuité des fonctions au point (0,0):

On sait que une fonction f (z,y) soit continue dans un point (o, o)

si et seulement si lim (z,y) = f (z0,y0) -
(z,y)—(z0,90)

n’existe

1) D’apres 3) dans ’EX02  lim x,y) = lim
) P ) (Ivy)H(U:O)f (@9) (z,y)— 0,02 + Yy
pas, alors f (z,y) n’est pas continue en (0,0).

222 222
2) lim g(z,y)= lim T~ lim Y = lim T =
(z,)—(0,0) (xy)—(00)x +y +—0xr+axr 2—01+a
0=g¢(0,0).

Dans ce cas on calcule la limite sur la direction y = ax, alors g est
continue en (0,0) .



2 _ .2
3) D’apres4) dans’EX02  lim  h(z,y)= lim % n’existe
(,y)—(0,0) (z.y)— (0,00 2% + Y
pas, alors h (z,y) n’est pas continue en (0,0).

a .« (1 — a® 1 — aq®
4)  lim  e(z,y)= lim u:limwzim ¢

a—2
(z,y)—(0,0) &4 (z,y)—(0,0) 2 + y2 z—0 ;2 (]_ + CL2) z—01 + a2

On discute cette limite d’apres les valeurs de a.

1—a?
a) sia =2, lim e(x,y) = ——= # €(0,0), alors e n’est pas
) L (@) = 752 7 ¢0,0) p
continue en (0,0).
b) si a < 2, ( )lim(0 O)e (x,y) = oo, alors e n’est pas continue en
x7y — I
0,0).
c) sia>2, lim e(z,y)=0,alors e est continue en (0,0).
(z,y)—(0,0)

EX04

1) calculs des dérivées partielles premiéres des fonctions:

a) f (ZC,Z/) =
fo(z,y) = —% (on fixe y et on dérive seulement par rapport a x)
x
/ 1
fy (x,y) =~ (on fixe x et on dérive seulement par rapport a y)
x
( 1
g, (2,9) = —24—
T
) 1+ (-)
b) g (z,y) = arctan <§) . alors _xy
_2
g
x
)
+y)cos(z + xy
¢) h(z,y) =1In(sin (z + zy)) . alors )= - sm)(w—i—(a:y) |
Y= Y- ) x cos (z + xy)
hy (2,y) = ————*
sin (x + zy)



I, (w,y) = 32%y
fy(z.y) = 2°
2 \ T, = 6z
2) Ona f(z,y) = 2’y alors izz Ex zi =0 y
f%y (2.y) = 32
\ fym (l‘,y) - 31:2

3) Ona f(z,y)=(1+2)"(14+y)".m,ne Z.

Y
! s f(an)_f(an)
f.(0,0) =lim 0

x—0 ij—
) :h{%(l + 92 1
zlimM —m
x—0 1
: . f(0,y) — £(0,0)
fy (07 0) _31121(1) y — 0
b) :lim(l—i_y)n_1
y=0 y n—1
—lim—n (1+y) =n
=lim : =
) f(0) =il COZIEO
’ . f O, - f 07
Q) 1,0y =l ( y;_o( v
/ BT f(.??,)—f((E,O)
fy(@,0)  =lim ~0
) :hm(1+xm(1+y)”—(1+x)m
y=0 m y n—1
:iiﬂ%n“ + 1) 1(1 ty) n(1+2)"

£00.0) =l Je®0 = £(0.0)

f) z—0 m x—0
=lim— =0
x—0







