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Série d’exercices N°01

™ Fonctions primitives
p

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Une primitive de f sur I est une fonction F

dérivable sur I telle que F’(x)

f(x), Vx e L.

‘ , V4 . . . [
Resume: primitives des fonctions usuelles

| la fonction f

| Les fonctions primitives de f

X—a X—ax—+c¢
n n+1
X=X X " _11_ 1x +c
/ n n+1
x Hg((x;,xg(x) ¥ g (1) e
g(x
— x+—In|g(x)| +c
i o)l
g -
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X+ er x—er+c
X — ptx+Db X leax+b Ny
a
x — ¢'(x)es™) x e84 ¢
M X > 4 /g(x) _|_ c
2\/1g(x)
T3 22 x > arctan(x) + ¢
L a>0 x»—>iarctan(1>+c
a+ x?’ Va Va
X $) x — arctan(g(x)) + ¢
1+ ¢%(x)
x — cos(x) x — sin(x) +c¢
x +— cos(ax +b),a #0 x»—)%sin(ax—i—b)—kc
x — sin(x) x — —cos(x) +c¢
x — sin(ax+b),a #0 xH—%cos(ax—kb)—kc

1
) x — tan(x) + ¢
X — ! X — ! +c = —cotg(x) +c, cotg(x) =
sin?(x) tan(x) J O T ()
1
X x +— arcsin(x) + ¢
1—x?
—1
X x — arccos(x) + ¢
1—x?
x — ch(x) sh(x) +c
x — sh(x) ch(x) +c
1
X — Argsh(x) +c
P gsh(x)
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%, Exercice 01 (*)

Montrer que F est une primitive de la fonction f dans les cas suivants:

1. F(x) = xarcsin(x) + v1 — x? et f(x) = arcsin(x).

2. F(x) = xarctan(x) — %ln(x2 +1) et f(x) = arctan(x).

Intégrale indéfinies, Intégrale définies

* Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Une primitive de f sur I est une fonction F
dérivable sur I telle que F'(x) = f(x) Vx € I dans ce cas on pose

/f (x)+¢ €R

* Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] de R & valeurs dans R, l'intégrale de f sur [a, b]
est le nombre réale

[ Fex = [FE = F) ~ F(@)

ot F est une primitive quelconque de f sur [a, b].

%, Exercice 02 (*)

Calculer les intégrales suivantes
X X :
1. /xex+e dx 6. / m”(x)zcix 11. <*>/szidx.
xe* +1 cos(x) cos?(x)
1+ 1In(x)
2. ——dx.
T+ xIn(x) x 7. /tan(x)dx - /e3x+2dx.
N arcsin(x)dx 8 / 1 dx
V22 tan(x) [
2x —5 . / 2 X
4. /2x(x2+3)5dx. 9. /(x2 —5x—|—6)2dx cos?(x)
n 7T
5. /@dx,n>l. 10. /cos(x) sin® xdx. 14. /n cos(nx)dx.
9@ Exercice 03
Calculer les intégrales suivantes
7T
1. /1_COS x) dx. 3. /COS sin(x)dy. 5. /e_x+2dx. 7. / cos(nx)dx.
x — sin(x) 0
2 [ e |4 [T G [sneoes@iay s [ -1l
(x2+1)3 ' x2+1 . ’ )
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Intégration par changement de variable
Soit F une primitive de f et ¢ une fonction dérivable. Alors la fonction x +— ¢’(x) f [g(x)] est intégrable

et 'on a
[ 8@ g dx = Flg(x)] +¢

dt
Autrement dit, en posant + = g(x) on obtient Foi ¢'(x), soit encore dt = ¢’(x)dx et donc

[ f i3] dx= [ f(t)at = F(t)+c = Flg(x)] +c

3@ Exercice 04 (*)

Calculer les intégrales suivantes

cos (In (x)) e~

1
2. 2 dx.
‘ /VL4me !

™ Intégration par partie
g par p

* Soient u et v deux fonctions, de classe C1. Alors

* Soient a et b deux réels tels que a < b. Soient u et v deux fonctions définies sur [a; b] & valeurs dans
R ou C, de classe C! sur [a,b]. Alors

%)‘; Exercice 05 (*)

Calculer les intégrales suivantes

@

1. /(2x +1)e dx.

/xcos(Sx)dx. 5. /\/ x2 + 1dx.

7T . .
2. /\ xsin(nx)dx . ' 4. /arcsm(x)dx.

%‘; Exercice 06
Calculer les intégrales suivantes

1. /xe‘xdx 3. [ xIn(x)dx. 5. /arctan(x)dx.

/
2. /Onxsin(Zx)dx 4. /cos(x)exdx.
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9@ Exercice 07: Primitives des fonctions rationnelles
Calculer les intégrales suivantes

3x —5 3x+2 3x +2
. P = o /-
/x—l )(x+1) 2 _3x127" x—1)2(x +5)
3
5. dx.
1 /(x2_1)(x2_4) * . / x+2
2 /x2—4dx' x+2 ) (2x+1)(x2 + 1)
o [ 52
—6x+9
1 X /
-~ 10. —dx.
5 /x2+5dx' v /x2+x+1dx‘ 3x+2

4, Exercice 08 (*): Primitives des fonctions rationnelles
Calculer les intégrales suivantes

3 x+2 x-|—1
1. d 4/ Tt /
/(x—Z)(x—S) * x2 —10x + 25 v (x —2)%2(x+5)
3 1 / x—1
- 8.
2. /x(x2_4)dx 5. /x2+3dx' T+1) x2-|—1)
x+2 X
R 9. / Y g
5 /x2 56" 0 /x2+4x+5 * 3x+2

%, Exercice 09 : (7pts)

1 xn
Soit I, :/ dx. n € N.
o 1+x

a) Calculer :Ip.

1
b) Montrer que I, + I, 11 = Pt
c) En déduire I1 et Ip
4 Exercice 10 (6pts)
9
lculer 'intégrale indéfini —_—
@ Calculer I'intégrale indéfinie / R 14dx
@ ' 0 d
Déduire la valeur de 'intégrale défini ————dx.
éduire la valeur de 'intégrale dé nle/O Z 5. 1a*

T

2 9
@ Par le changement de variable t = sin(x), calculer: I = / : cos(x)
0

—14 — 5sin(x) + sin?(x)

dx

2 cos(x) sin(x)
cos?(x) + 2 sin?(x)

7T
@ Calculer les intégrales: I :/ dx. et ] —/ x cos(2x)dx.
0
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%, Exercice 11 : (8pts)

1. Calculer les intégrales suivantes:

3 3cos(t)
S S Y
2) /x2—7x+10 * ‘ b) /sin(t)2—7sin(t)+1odt'

1
2. Soit I, = / x"e *dx, n € N
0

a) Calculer :.
b) Montrer que I, 1 = —e 14+ (n +1)I,
¢) En déduire Ij et I

3. Soient | = /2 cos(x)%dx et K = /2 sin(x)2dx
0 0

a) Calculer [+ K et ] — K. (Ind: cos?(x) — sin?(x) = cos(2x))
b) Déduire | et K

%Exercice 12

A) Calculer les intégrales suivantes :
1) I—/ 1 dx 2) ]—/ ! dx 3) K—/nxcos(?)x)dx
) x2-5x+6 ) xIn(x) 0 '
X x3
B) Soient f et ¢ deux fonctions définies sur R. par f(x) = 21 et g(x) = 21
e
1) Calculer I'intégrale Iy :/ f(x)dx
1
e
2) Soit Ip :/ g(x)dx
1
a) Calculer I1 + I | a) Déduire la valeur de Ip
% Exercice 13 (*): Intégrale des fonctions exponentielles
1. /de 2. /(x2 —3x+1)e *dx 3. /de
e2X — 3e* 42 sh(x)

Primitives de la forme [ sin(x)Pcos(x)7dx

e Si p est impair, on peut poser t = cos x

e S5i g est impair, on peut poser t = sinx

e Si p et g sont impairs, on peut poser t = cosx ou f = sinx ou t = cos2x .
e Si p et g sont pairs, on pourra linéariser, puis intégrée.
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%, Exercice 14 (*)

Calculer les intégrales suivantes
1. I = /sin3(x)cosz(x)dx 3. I3 = /sin3(x)cos(x)dx
2. I = /sinz(x)cos3(x)dx 4. Iy = /sinz(x)cosz(x)dx

‘Pr1m1t1ves de la forme [ cos(px)cos(gx)dx , [ sin(px)sin(gx)dx,
[ cos(px) sin(gx)dx,p,q € Z

On transformer les produits en sommes par I'utilisation des formules trigonométriques :

e sin(p) cos(q) = % (sin(p +¢q) +sin(p —q))
e sin(p)sin(g) = % (cos(p —q) —cos(p+q))
e cos(p)cos(q) = % (cos(p +q) + cos(p —q))

% Exercice 115 (*)

Calculer I'intégrale

1. I = /sin(Zx)cos(3x)dx

P .
Primitives de la forme [ (cos(x),sz'n(x))
Q(cos(x),sin(x))
Soient P et Q sont des polynomes. Il existe deux méthodes pour calculer les intégrales de la forme

/ (cos(x),sin x)) i

Q(cos(x), sin(x))

Méthode 01: les regles de Bioche

les régles de Bioche sont assez efficaces mais ne fonctionnent pas toujours On note w(x)
e Si w(—x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = cosx.

e Si w(mr—x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = sinx.

e Si w(mm+ x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = tanx.

= f(x)dx.

Méthode 02: le changement de variable t = tan (;) .

X
Le changement de variable t = tan ( = | fonctionne
tout le temps mais conduit a davantage de calculs.

. X
Si on pose t = tan <§), on trouve

1+12
2 . 2t
dx:1+t2dt, Sm(x)zl-l—tz’
2t 11—+t
tan(x) = T2 cos(x) = e 5 1
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2

4, Exercice 16 (*)

Calculer les intégrales suivantes

1
1./_ dx.
sin x

sin x
e
1+ COS

sm
3 /
Sln

COS

4./, dx
sin x

dx.

5 /;dx
) 2+ cos(x)
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