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Série 01

Exercice 01

1. Déterminer les quels des ensembles des nombres suivants sont des groupes
muni des opérations donneés. Pour chaque groupe préciser 1’élément
neutre et ’élément symétrique de chaque élément.

a) {1}, multiplication.

b) Les rationnels non nuls, multiplication.

¢) Les rationnels, addition.

d) Les rationnels, multiplication.

) {—1,1}, multiplication.

) {—1,0, 1}, addition.

) L’ensemble des entiers relatifs, multiplication.
) Mo = {n/n =10k, k € Z}, addition.

i) Les rationnels non nuls, division.

J) L’ensemble des entiers relatifs, soustraction.
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2. Vérifier que l'ensemble {2™/m € Z} muni de la multiplication est un
groupe. De méme avec ’ensemble {2™3"/m,n € Z} muni de la multi-
plication.

3. Vérifier que M (2,Z) = {(

matric es est un groupe.

Z (Cj ) Ja,b,c,d € Z} avec ’addition des

4. On note par M (S) I’ensemble des applications de I’ensemble S vers S.
Montrer que si |S| > 1, alors (M (S),0) n’est pas un groupe.



Exercice 02

1. Pour tout (a, 3) € R?, avec a # 0, soit ¢, 5 : R — R,
©ap (x) = ar + 3. On note par A 'encemble de ces applications.
Montrer que (A, o) est un groupe.

2. On note par GL (2,R) ={M € M (2,R) : det (M) # 0}.
Monter que (GL (2,R), X) est un groupe.

3. Soient M = ( (1) _01 ), N = ( (1) _11 ) deux éléments de GL (2, R).

Calculer ord (M) ,ord (N),ord (M x N).

Exercice 03

1. Soit G un groupe et A une partie non vide de G.

Soit (A) = {z = a1a9...a,/n € N* et Vi € {1,....,n},a;, € AUA"'} avec
At ={a"t/a € A}.
Montrer que (A) est le plus petit sous groupe de G contenant A.

2. Soit G = (Z,+).

— Pour A = {9,12}, montrer que ({9,12}) = ({3}).
— Pour A = {2,5}, montrer que ({2,5}) = Z.

3. Soit aZ, bZ deux sous groupes de Z.

Montrer que aZ + bZ = dZ avec d = pged (a,b) et aZ N OZ = mZ avec
m = ppem (a, b).

Exercice 04

1. Montrer que H est un sous groupe de (Z, +) si, et seulement si
H =nZ,n € N.

2. Soit (G, +) un groupe commutatif, on considére deux sous groupes H;
et Hy de G et on désigne par : Hy + Hy = {z +y/x € Hy,y € Ho}.



Montrer que H; + H; est le plus petit sous groupe de GG contenant H, U H,
1. e Hl +H2 = <H1 U HQ)

3. Soit (G, -) un groupe et H, K deux sous groupes de G. On désigne par
c:H-K={z-y/re Hye K}.

Montrer que H - K est un sous groupe de G, si, et seulement si
H-K=K-H.

Exercice 05

Soit (Sp,0) le groupe des permutations de n éléments.

1. Pour n = 3, combien d’éléments de S3 applique 3 sur 3.
2. Combien d’éléments de S,, laisse I’élément n fixé.

3. Montrer que le cycle (ajas...ay) s’écrit de la forme (ajag) ... (a1a3) (aras),
pour 1 < k <n.

4. En déduire que S,, est engendré par les transpositions. (Expliquer
pourquoi on a, ao = o sia, sont des cycles disjoints).

Exercice 06

1. On note (S,,0) le groupe des permutations de n éléments. Montrer
que |S,| =nl.

2. Pour n = 3, calculer les éléments de S3. Construire la table de Cayley
de (S3,0). Montrer que (S3,0) n’est pas commutatif.

. 1 2 3 4 1 2 3 4 .
3. Smenta—(l 13 2),6—<3 1 4 2)deuxelementsde5’4.

Calculer les éléments suivants :

aof,foa,at,fat o f o (a0 ) (Boa)
123 4
356 4

5 6
2 1)

4. Ecrire les éléments suivants sous forme de cycles disjoints. o = (

B =(12) (13),~v = (145) (1235) (13) , 6 = (145) (1235) " (13).



5. Ecrire d’inverse de (ajas...ax) sous forme de cycle.

Exercice 07
Soit (G, %), (G2, A) deux groupes.

1. Montrer que (G7 X G, -) est un groupe muni de 'opération définie par
- pour ($7y) ) (xlay/) € Gy X G27 (.T,y) ’ (Qf/,’y/) = (.T * Qf/,yAy/).

2. Citer les éléments de S3 X Zs,.

3. Citer les éléments du sous groupe cyclique <((1, 2) ,T)> du groupe S3 X
ZLs.

4. Citer les éléments de sous groupe cyclique <(§, §)> du groupe Zy X Zs.

Exercice 08

Soit a un élément d’un ensemble E et soit H = {f € S(E) : f (a) = a}.
Montrer que H est un sous groupe de (S (E), o).

Soit G un groupe fini de cardinal n.

1. Montrer que Vr € G : ™ = e ou e est I’élément neutre de G.

2. Montrer que si n est premier, alors G est cyclique. déterminer les
générateurs de G.

3. Soient H, H, deux sous groupe finis de G d’ordre respectifs nq, no.
Montrer que si niet ny sont premier entre eux, alors I'intersection H;, N
H; est réduite a {e}.

Exercice 09
Soit G = (S3,0) et H = ((13)).

1. Déterminer les classes & droite modulo H dans G ((G/H),).

2. Déterminer les classes a gauche modulo H dans G ((G/H),).

3. Verifier que (G/H), # (G/H), et que |(G/H),| = ‘(G/H)g

4. En déduire (G : H) l'indice de H dans G.



