1- Les vecteurs :

a)._Définitions :
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Un scalaire est un nombre réel, pouvant étre utilisé pour mesurer une grandeur (vitesse,

température, durée, etc.)

Un vecteur est une représentation graphique, dans le plan ou I’espace, délimitée par une

origine et une extrémité.

. Un vecteur est défini par : exemple :
. AB ,_Droite support A e sadirection droite A
A B e 50N sens de A vers B
o sanorme (ouintensité)  ||AB| =
d(A,B)

c). Norme d’un vecteur

Soit un vecteur V' (a;b;c).

—

Soit R un repere orthonormé direct, de vecteurs unitaires 7,7, k.

Soit V un vecteur de coordonnées cartésiennes a, b et c. 1l
existe plusieurs notations :

a a
V(a; b; c) I7<b> V|b V=al+bj+ck
X c c

Sa norme se note ||V |-

V]| = Va2 + b2 + ¢?
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d). Calcul a partir des coordonnées de deux points

X4 Xp
Soient le point A (YA> I’origine d’un vecteur libre V, etle point B (YB> I’extrémité de ce
Zy Zp

vecteur.

Yp =Y,
Zp —Zy

AO"‘Y"?TB ‘7<XB_XA>

V peut se noter également AB.

e)._Propriétés
e Relation de Chasles : 4B + BC = AC
e AB = —-BA

Projection d’un vecteur dans un repére plan

Exprimer les coordonnées de V en fonction de ||V/||

A
Y et de a dans le repere (Oxy) revient & projeter le
vecteur V/:
_ (|IV]|- cosa
A 4 7 .
; V]| sina
. . Cette expression est valable si « est mesuré entre
o i X

I’axe x et le vecteur V dans le sens trigonométrique.

f). Vecteur nul

Un vecteur dont I’origine et I’extrémité sont confondues est appelé vecteur nul. Il est noté 0.

0(0;0;0)
2- Opérations sur les vecteurs:
a)..Somme et soustraction de vecteurs
X1 X2 X1+ X2 Xi1-X2
Soient V1 | Y1 |et V2| Yz, alors Vi+Vz | Yi+Y2 | et Vi-Va | Yi-Y2
Z1 Z> Z1+7> Z1-7>

Graphiquement, faire la somme de deux vecteurs revient a les placer bout a bout :

Y
fv v, Fe
1 v ‘.J' ‘“‘,‘\
vz % | % /
\ .‘. v‘+_’2

- —_
O i X

—
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La somme de vecteurs est commutative :171 + 172 = 172 + 171.

b)._Produit d’un vecteur par un scalaire

Multiplier un vecteur Vv par un scalaire k revient a additionner k fois le vecteur V.
Exemple : 3. V=V+V+V

c)._Produit scalaire de deux vecteurs

Vi.Va=|| Vil V2].cos(®)

Remarques :
e Le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux est toujours nul,

e Attention, le produit scalaire se note ‘.’ (point). La croix ‘x’ est réservée
a une autre opération.

X1 X2
Soient : V1| Y1 et Vo | Yz |alors Vi Vo=XuXo+ Y1.Y2+Z1.7>
Z1 Z>

d). Produit vectoriel de deux vecteurs

Le produit vectoriel se note Vi V,ou Vix Va. Le résultat est un vecteur.

X1 X2
Soient Vi | Yi|et Vo | Yz2|, W= Vix Vs,
Z1 Z>

W est défini par :
e sadirection, perpendiculaire au plan formé par Viet Vy;
e son sens, tel que le triedre V1, V2, W soit direct ;
e sanorme, W = || Vi||.|| V2||.sin(6).

Y1.Z2—21.Y> ¥ Triédre direct :
Wl Z1.Xo — X1.Z5 En utilisant la main droite, on peut

Xl.Y2 — Yl-XZ modéliser :
le vecteur V1 avec le pouce ;

Attention ! e le vecteur V avec I’index ;
Vix Va=-Vax Vi Le majeur donne alors le sens de W,
résultat du produit vectoriel V1 x V.

Méthode pratique pour appliguer le produit vectoriel :

On effectue le « produit en croix ».
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X; X Y Zo— 7.5
D e Y1.Zo—7:.Y> ViaVs= ng 7, X0~ X1.2
ViaVa=|y, Y, Z g)
X X2 Yo — 712
711\72— Y, Yo [1.X2- X122
z 7, X:.Ys - Y1.Xs
Exemples :
6 2 (-2)x(-2) - 3x1=1
Vi|-2 Vs W | (3x2) — (6x(-2)) = 18
3 -2 (6x1) — ((-2)x2) = 10
2 -5 -45
Vi |-3 V2| 6 W | -34
4 7 -3

d). Produit mixte

On appelle produit mixte de trois vecteurs A, B , C une quantité scalaire M égale au

produit scalaire du troisieme vecteur et du produit vectoriel des deux premiers :
M=(AAB)-C

Ce produit mixte donne le volume du parallélépipéde construit sur les trois vecteurs

-

A B,C.

- —
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Comme le volume du parallélépipéde peut étre évalué a partir d’un quelconque des

faces,on a:
) .

!

M

A Iy o)
>y A
Wl oy O

= ( A

= ( A

= ( A ) .

Comme le produit scalaire est commutatif, on peut écrire :
(AANB)-C=4-(B A0

On peut donc intervertir la multiplication scalaire et la multiplication vectorielle.
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f. Dérivée d’un vecteur

Soit une variable t, supposons qu’a chaque valeur de t on sache faire correspondre un
certain vecteur 4 , on dit que ce vecteur est fonction de t : /T(t). Analytiquement, cela
veut dire que 1’on se donne trois fonctions X (t), Y (t), Z(t) de la variable t qui sont les
coordonnées du vecteur A. Alors la dérivée du vecteur 4, par rapport a la variable t est

, >, dA
donnée par le vecteur A" = -

On voit immediatement que les composantes de A’ sont données par :
=% y_& n_d
dc’ dat’ dt
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Exercices

Exercice 01 :
Retrouver dans un triangle quelconque la relation :
a? = b? + c? — 2bccosa

A

Solution :
Ona BC = BA+ AC
BC-BC = (B4 + AC) - (BA + A0)
=BA-BA+2-BA-AC +AC - AC
Or a’ =c?+ 2ch cos(ﬁ,ﬁ) + b?
I'angle (ﬁ,ﬁ) =1 — (E,R) = cos(_B_;l),ﬁ) = —cosa
d’ou I'expression

a’? = b? +c? —2bccosa
Exercice 02 :
Calculer I'angle formé par les vecteurs 171(1,1,2) et 172 (0,1,1).

Solution:
On a le produit scalaire V, - V, = |Vy| - [V3| - cos(Vy, V3) = %y "%, + 1 ¥z + 2, " 2,

N =2 x1-x2+y1-y2+21-22 0+1+2
d’ou cos(V,,V,) = = = =
(V1,V2) AR V12+12+22xV02+12+12 2

IS

ona (171, VZ) = arcos (g) = %

Exercice 03 :
Déterminer le module et les cosinus directeurs du vecteur V(9,5,2).
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Solution:

Les cosinus directeurs se sont les angles que fait le vecteur V avec chaque axe du repére
orthonormé Oxyz. tel que:

V] = V9% + 52 + 22 = V110
X 9 9
V| V92 +52+22 V110

CoOS Ay =

v 5 I
V| VoZ+52+22 110

cosa,y, =

2 2
cosa, = — = =
V| VoE¥52+2Z VI10

Exercice 04 :
Déterminer la distance entre les points A(3, —2,0) et B(—2,1,—3).

Solution:

La détermination de la distance entre deux points A et B revient a trouvé le module du vecteur
AB formé par ces deux points, tel que :

Si A(Xa,Ya, Za) €t B(xp,yp, z) alors |Z§| = \/(xB —x2)%+ (g — ya)* + (25 — 24)?

pour I'exercice on a |4B| = /(=2 =3)2 + (1 +2)2 + (=3 —0)2 =vV25+ 9 + 9 = V43

Exercice 05 :
On donne les vecteurs 171(1, -2,0); 172(2,2, -1).

1) Déterminer le produit scalaire V; - V,

2) Déterminer le produit vectoriel V, AV,

Solution:
DV, V=02 + V1Yo + 212, = (1x2) + (-2%x2) + (0x —1) = -2
D VA AV, = W(Y,Zy — Z1Ye, 21Xy — X125, X1 Y, — Y1 X)) = W(2,—1,6)

Exercice 06 :

Calculer le volume construit sur les vecteurs:
I_/)1(21 _1: _5)1 172(4‘;5;3) a 173(3;3;2)
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Solution :
Le volume correspond au produit mixte V; - (V, A Vi)
d’ou
2 -1 -5
W=14 5 3 | = 16 unités de volume
3 3 2
Exercice 06 :

On donne ¥, = [sinQQwt + DT + e 37 + (¢2 + Dk
V, = cos(wt) T — 2t + 3k

A=et
avy, av. d = = d 2 d /= =
Déterminer les dérivées — , —2, —[A(Vy +12)], — (V1 - V2), —- (V1 A V)
Solution :
dv .
d_tl = [2wcosRwt + 1)]T — 3e 73] + 2tk
dv,
e . > 2—)
Tt wsin(wt) 1 — 2j
d d . d ~
[A(V1 +V,)] = —2[sinQwt + 1) + cos(wt)]T + — o Ale=3t = 2t]] + E/l[tz + 4]k
d (V.- V) = d/l[ in(2wt + 1) - cos(wt)] + d,1[ 3. 2¢] + dl[(t2+1) 3]
7t V17 V2) = 7 Alsin(w cos(w 7 e T
ViAV; = |sinQwt +1) e3t t2+1|=W
cos(wt) -2t 3

. L, AW
ensuite prendre la dérivée —





