Le probléme linéaire S. Djebali

1.5 Fonction de Green

Soit p,q, f € C([a,b]) ou p € C'([a,b]), (a < b) et (ay,0;) € R? tel que Vi =

1,2, || + |aal, | 81| + | 82| # 0. On consideére les équations différentielles ordinaires:

(H) (y) +py=0
(NH) (py) +py=f

ainsi que les conditions aux bords associées:

ay(a) + awy'(a) =0

(CB)n
Bry(b) + B2y'(b) = 0

oy(a) + azy'(a) =~
B1y(b) + By (b) = 6.

Définition 1.2 On appelle fonction de Green associée au probleme homogeéne (H)—

(CB)nh

(C'B)y, une fonction G : [a,b] X [a,b] — R vérifiant les propriétés suivantes:
(a) G est continue sur [a,b] X [a,b];

(b) G est symétrique: G(z,y) = G(y,z),V (z,y) € [a,b]*;

(c) %(m,y) est continue pour tout x # y;

(d) St y) — Sy ) = oty pour tout y € [a,b];

(e) la fonction partielle v — G(x,y) est solution de l’équation (H) pour tout x # y;

(£) la fonction partielle x — G(z,y) vérifie les conditions (CB)y, pour tout y € [a,b].

Remarque 1.2 Définissons la fonction de Dirac d en un point xo € R par djy—y, =

d(z — xg) = lim._ fo(x) on

1 € £
S To—3S T < w0t
fa(x) — g’ . 2 2
0, sinon.
Alors

0, z#=x

(5(]}—[L’0) _ ) 7& 0

00, T = Iy
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et donc
b 0, = a,b),
/5(x—x0)dx: o & (@)
a 1, xy € (ab).
Si @ est continue en Ty, on a également
07 Zo ¢ (&,b),

b
x)0(x — x9) dr =
/a ele)ol ) o(xo), zo € (ab).

La fonction de Green associée a un opérateur de dérivation injectif L avec des condi-

tions auzx bords homogeénes (CB)y, est solution du probléeme:

LG(z,y) = 0(x —y),

x +— G(x,.) vérifie les conditions auz bords (C'B)p,.

Théoréme 1.4 (Existence et unicité de la fonction de Green) Supposons
que le probléeme homogéne (H) — (CB)y, n’admet pas de solution non triviale. Alors,
il existe une (et une seule) fonction G ne dépendant pas de f, et dite fonction de
Green, telle que, pour toute fonction f, la solution y du probléme non homogéne

(NH) — (CB)y, s’écrit de maniére unique sous la forme:

y(z) = / G,) () ds.

Démonstration

(i) Existence de la fonction G: Soit ¢; et ¢ les solutions respectives des pro-

blémes a conditions initiales

(H) + ¢1(a) = ay et (H)+ $2(b) = Do

¢i(a) = —aq, P5(b) = [

Alors, ¢1,¢2 # 0 sont linéairement indépendantes car sinon ¢; (et aussi ¢o)
serait solution du probléme (%) : (H) + (CB);, contredisant I’hypothése. Soit
donc W # 0 leur Wronskien et G la fonction de Green définie par

¢1(x)p2(y)

Gloy) =4 PP CSTSY
1\Y)p2(T

Puw(y o YSTSD
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Remarquons que le produit pW est constant car p(z)W(z) = p(y)W(y) =
p(a)W(a) = p(b)W(b) # 0, Va,y € [a,b]. En effet, d’aprés la formule de

Lagrange, on a

ea(ppl) —1(pel) =0 & (ppaws) — (pe1s) =0
& [pleo] —p1eh)] =0
& pW = cte.

Enfin, G vérifie bien les hypothéses de la fonction de Green.

(ii) Unicité de la fonction G Soit G, H deux fonctions de Green; alors fab[G(x,y)—
H(z,y)|f(y)dy =0,Vx € [a,b] et ¥ f : [a,b] — R fonction continue. Pour z fixé,
posons f(y) = G(z,y) — H(z,y); on a ff[G(m,y) — H(z,y)?dy = 0,V € [a,b].
Comme G et H sont continues, G = H, c’est-a-dire (G(z,.) = H(x,.)Vx €
[a,0]).

(iii) Existence et unicité d’une solution: La fonction F' définie par,
’ ¢1
F(z) =/ G(ay)f(y)dy = y)dy + / $2(y
est solution du probléme (NH) C’B) En effet,

Fi(x) = [ % (x,y) f(y) dy
et F'(x) = 7 ZS (xy) fy) dy + f(2)[2 (w,07) — 2 (2,27)].

Or,
oG oG _
Zate) = e
oG . 0G n
) = et
oG oG, _ 1
Goata) - Glaa) =
On en déduit I'expression:
" P o°G f(z)
F'(x) = j W(%Q)f(y)dy‘i‘m

ainsi que: Py — /a" (pg_i)' (2,9)f (y) dy + f ().
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Par suite,
(pF") +qF = /ab [(p%—f)l + qG] f(y)dy + f(z)
(par définition de G) = — /a b wo(z)po(y) f(y) dy + f(x)

(par définition de py) = f(x).

L’unicité de la solution y résulte de I’hypothése sur le probléme homogéne ainsi

que de I’Alternative de Fredholm.

1.5.1 Exemples

Exemple 1.4 La fonction de Green du probléeme
y' +y=0
y(0) = y(3) =0
s’écrit
Gloy) = cosysinz, sitx <y;
cosxsiny, ST >y.

Exemple 1.5 Considérons le probleme a deuz points posé sur un intervalle [a,b].

y'=f(x), a<xz<b
y(a) =0, y(b)=0.

Construisons les fonctions o1 et wo solution des probléemes de Cauchy:

(1.4)

pi =0 P2 =0
pi(a) =0 ©a(b) =0
pr(a) = -1 wh(b) = —1.

AlO’f’S, Spl(x) = ((I - ZL‘), 902(':5) - (b - 'ZE) et W(SplaSOQ) =b—a.
D’ot la fonction de Green:

(z—a)(y—b)

Glay) =1 0o,

(y—a)(e—b)
G-a)

st x <y
ST > .
La solution unique du probléme (1.4) est donc donnée par

z—0b T —a

b x b
o) = [ Gt == [ w-af@dy+ T [ -5 dy
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1.5.2 Conditions aux bords non homogénes

Théoréme 1.5 Supposons que le probléme homogene (H) — (C'B), n’admet pas de
solution non triviale et soit G la fonction de Green correspondante (1.4).

On désigne par 1)y et ¥y les uniques solutions des problemes:

(H) (H)
arhi(a) + aoti(a) =7 et ¢ anthi(a) + axh(a) =0
B191(b) + Bopi(b) = 0 Bath1(b) + Barpy(b) = 0

Alors le probleme (NH) — (CB),, admet une unique solution définie par la formule:

y(z) = / Glay)f(y) dy + r(2) + vnle).

Démonstration
L’unicité de y résulte de 'alternative de Fredholm; la définition des fonction ) et
Yy et le théoréme 1.4 montrent que y est solution du probléme (NH) — (CB)pp,.

Exemple 1.6 La solution du probleme
y'=f(z), a<z<b
yla) =7, yb) =4

s’écrit sous la forme:

z—b T

i [ =ty 52 [

formule qu’on a déja obtenue directement sur l'intervalle (0,1) (voir exemple 1.1).

y(z) =

1.5.3 Existence d’une fonction de Green généralisée

Théoréme 1.6 Supposons que le probléme (H) — (CB);, admet une solution non
triviale @o. Alors, le probléme (NH) — (C'B)y, admet une solution si et seulement si
f f(z z)dr =0 ((f.00)r2(ap),02(ap) = 0). Dans ce cas, il existe une infinité de

solutions de la forme

b
va) = [ Gl f)dy+ koo

ou k € R et G est une fonction de Green généralisée (il en existe une seule vérifiant

I y(@)eo(w) d = 0).
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Remarque 1.3 Ce résultat compléte celui donné par l'alternative de Fredholm (Théo-
reme 1.3. En cas de non unicité, il précise l’existence lorsque une condition d’ortho-

gonalité est satisfaite.

Démonstration du théoréme 1.6

e La condition d’orthogonalité est évidemment nécessaire; en effet

[ 1@ = [ ealoyy +alde = [ slwet) +agolds =0

En effet, de la condition homogéne (C'B);, résulte Pégalité: [pW (y,40)]2 = 0.

e La condition est suffisante:

On construit une fonction G : [a,b]> — R telle que I'application = — G(z,y) soit
solution de I’équation non homogéne (pz') + gz = —po(x)po(y) pour y fixé dans
[a,b] et telle que G vérifie les propriétés usuelles d’une fonction de Green. Dans la
pratique, une construction d’une telle fonction G' peut étre faite de la maniére sui-
vante:

On considére ¢ et py deux solutions linéairement indépendantes de I’équation ho-
mogeéne puis une fonction 3 solution de I'équation (pz’) + gz = —po(x)po(y); alors

il suffit de prendre:

ar(y)pr(x) + az(y)pa(x) + @s(x), siz <y;

G(xy) =
) bi(y)e1(x) + ba(y)pa(z) + @s(z), siz>y.

ou a; et b; (i = 1,2) sont des fonctions a déterminer de fagon a satisfaire les propriétés
d’une fonction de Green.

Propriétés de la fonction de Green généralisée

—_

G : [a,b]* — R est continue, symétrique;

%—f(x,y) est continue pour tout couple (x,y) tel que = # y;

%(y‘f’?y) — %(y_7y> = @ pour tout y S [a’7b]7

Ll

L’application z +— G(x,y) vérifie 'équation (pz’) + qz = —@o(x)po(y) pour
x # y et les conditions (CB)y;

[P Gl y)eoly) dy = 0.

ot
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Exemple 1.7 Le probleme

admet une solution si et seulement si fol f(z)xdx = 0.
Dans ce cas, la construction de la fonction G se fait comme suit:

ray(y) + ax(y) + p3(x), si 0 <a <wy;

G(ry) =
(@) xb(y) + ba(y) + p3(z), si y<x<1.

En effet, {1,2} est un systéme de solutions linéairement indépendantes de I’équation
(H). Pour @o(x) = 23, @3 est solution de I'équation ¢! = —3zy; d’ont p3(z) =
—%' Déterminons a présent les fonctions a; et b; (i = 1,2). Comme G continue
en z = y, alors zai(x) + az(x) = zbi(x) + be(z) et 'on a G(0,y) = 0 & ay = 0,
G(ly) — (1) = 0 < by(y) = —y. On en déduit que ai(y) = bi(y) — 1, ay =
0, ba(y) = —y. Enfin, écrivons f01 G(z,y)po(x)dx = 0; on aboutit a:

3 9 3 9
bl(y):—y?—i—gy et donc al(y):_%+€y_1
soit
—Ty ey 9y 0<p<y
5 -5 t5 Yy ysv=sl
et donc
1 3 3 z 1
9y  x°y+yw
y(x):/ ( = - 5 )f( )dy—/ yf(y)dy—x/ F(y)dy + kz (k € R)
0 0 A

1.6 Exercices résolus

Exercice 1
Déterminer valeurs propres et fonctions propres du probléme aux limites linéaire:
vV +y =dy,a<x<b

y(a) = y(b) = 0.
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Corrigé

On trouve pour valeurs propres et fonctions propres:

1 n?m? *
1 —(bfa)2’ n €N

An = —

Exercice 2

Déterminer les valeurs propres des problémes aux limites linéaires suivants ainsi
que les fonctions propres associées:
YV +Ay=0, 0<z<b
y'(0) =y'(b) + ay(b) =0

(Discuter en fonction du réel «).

(1)

vV +Ay=0, —b<xz<b
y(=b) —y(b) =y'(=b) —y'(b) =0

(conditions aux limites périodiques.)

(2)

Corrigé

(1) On aboutit a la discussion suivante:

ea=0: A=0etp=ceR"

ea>0: A\, = (25)? et @, =cos(zv/A,), n=0]1,---

e <0:
—(%)%, n=0 cosh (%z), n=0
An = b et on(z) = ,

(m%) ) n:1727... COS(.TM%), n:1’2’...
ou la suite 0 < a, < 7 est telle que r, = a, + n7 sont racines de I'équation
rtanx = ab alors que r, =nm —b,, n =1,2,--- et by > 0 sont racines de I’équation
tanhx = —%b
(2) On trouve

0, n=>0 1, n=~0
ATL - nm 2 et Son(x) - nm / 3 nm
(%), n=1.2,--- kncos(5rx) + Ky, sin(Fw), n=12,---
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Exercice 3 (Théoréme de comparaison pour les E.D.O du pre-

mier ordre)

Soit [ = [a,b] et J deux intervalles de R et f : [ x J — R une fonction continue,
lipschitzienne par rapport a la seconde variable ou vérifiant seulement une condition

de Lipschitz unilatérale:
3k >0, flay) — f(x,2) < kly — 2|,V (y,2) € J*
Soit ¥ et z deux fonctions de classe C! vérifiant respectivement:

y,§f<x7y>7 $0<$<b ZlZf(I,Z), $0<I<b
y(zo) = vo z(xg) = 20.

Montrer que si yo < 2o, alors y(z) < z(x), Vx € [xq,b].

N.B. On peut méme montrer 'implication des inégalités larges

(Yo < 20) = (y(x) < 2(z) ou y = 2,V € [0,b]).

Corrigé

La fonction w = y — z vérifie Pinéquation différentielle w'(z) < f(x,y) — f(z,2)
ainsi que la condition initiale w(zg) < 0; par continuité, il existe donc § > 0 tel
que w(z) < 0, Vo € [xg,x9 + 0]. Soit T = max{t, o < ¢t < b; w(t) < 0}. On
a d’aprés la condition de Lipschitz (ou Lipschitz unilatérale) sur f, l’estimation
w'(z) < kly(x) — 2(z)] = —kw(z); Vo € (20,7) dou (w(x)ek®) < 0 sur (z0,7) et
donc w(x)er > w(z)ek® = 0; la fonction w n’étant pas identiquement nulle sur
(o, ), on aboutit a une contradiction. Remarquons que w(z) = 0 est obtenue par

continuité.

Exercice 4 (Théoréme d’oscillation de Sturm)

Soit ¢1 et 1 deux solutions respectives sur un intervalle (a,b) des équations

différentielles du second ordre suivantes:

(&1) : (1Y) + @y = 0; (&) (py) + qay =0
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ot p; € CY([a,b]) et ¢; € C([a,b]) (i = 1,2) sont telles que pi(x) > pa(x) et q1(z) <
¢@(x), V€ (ab).

Montrer qu’entre deux zéros consécutifs x; et x5 de ¢, la solution @9 s’annule.

Corrigé

Soit 1 et xo deux zéros consécutifs de ; et supposons, par I'absurde, que @2 ne
s’annule pas entre x; et x5. Multiplions I’équation (&) par 1, la seconde par (i—i),
soustrayons membre & membre puis intégrons par parties sur (z1,z3); on obtient
I'identité suivante, dite formule de Picone:

’ /N 2
[2 (1 — P2t + (02 — 1)l dz + [ pe <%> dx

= S pipat — p2piipr]: =0,

ce qui est contredit le fait que p; — p2, ¢ — q1 > 0.

Exercice 5 (Théoréme de comparaison des valeurs propres

Considérons les problémes de Sturm-Liouville linéaires:

() + (@ +Ny =0, a<z<b (p21h) + (2 + 1)y =0, a<xz<b
ayi(a) + Byi(a) =0 et aya(a) + Byh(a) =0
Y1 (b) + 094 (b) =0 Yy (b) + 0y4(b) = 0

et notons (A\,)nen €t (in)nen les suites des valeurs propres respectives de ces pro-
blémes. On suppose que les fonctions p; et ¢; sont continues, p; > 0 pour ¢ = 1,2 et

que p; > pa et 1 < qo sur (a,b). Montrer que A, > i, Vn € N.

Corrigé
Par la transformation de Priiffer

y =rsind,

z=py =rcosé,
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on obtient, pour les nouvelles inconnues #; et 6, les équations:

0 = o-cos® 0 + (1 + A) sin® 0,
0y = —-cos® Oz + (g2 + p) sin® 0

ainsi que les conditions initiales suivantes (voir démonstration du théoréme 1.2):

01(a) = 03(a) = 0, = arctan <—L>

ap(a)

Gl(b,)\) = 92(b7ﬂ) = 91) + (Tl - 1)7T ot eb = arctan <_#(b)>

(0<0,<T;0<0,<72.

Supposons par ’absurde que p > A, alors

1 1
0, = — cos® Oy + (g + p) sin® Oy > — cos? Oy + (go + A) sin? 6.
b2 P

Comme la fonction f(z,y) = ﬁcosZy + (g(z) + \)sin®y est Lipschitzienne par
rapport a y, le théoréme de comparaison sur les E.D.O. de premier ordre (exercice
3) fournit l'estimation 6;(z,\) < 6a(z,A\) sur Ja,b] et donc 61(b,\) < 65(b,\) puis
61 (b,u) < 05(b,\). Comme I'application A — 65(b,\) est strictement croissante (voir
la démonstration du théoréme 1.2), on en déduit que p < A; d’out la contradiction

avec I’hypothése.

Exercice 6

On considére le probléme de Sturm-Liouville linéaire:

(En) (y) +(@+ M)y = 0, a<xz<b
(SL) ay(a) + By’ (a) = 0
y(b) +6y'(b) = 0

et notons (A, )nen la suite des valeurs propres. On suppose que les fonctions p et r

sont continues, strictement positives sur (a,b).

(1) Montrer que l'on peut également choisir la fonction ¢ positive.

(2) Supposons aff = v6 = 0 et posons M,: = sup ¢(z) et M,: = sup r(x).
z€(a,b) z€(a,b)

Mq
M

Montrer que A\; > —
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Corrigé

(1) L’équation (Ej) est invariante par les changements ¢ — ¢ = q + kr et
A= A=A—k VkeR Alors § > 0si k> —4 ce qui est possible car la fonction
—4 est continue sur l'intervalle compact [a,b], donc majorée.

(2) Multiplions par y I’équation (FE}) puis intégrons par parties sur (a,b); on obtient
I’identité
b , b
—/ ply'|? dx + [pyy/], +/ (q + Ar)y*dx = 0.

Comme af = v = 0, alors [pyy’]z = 0; par suite

b 1] b
)x/ rdex:/ |y'|2dx—/ qy? dz.

D’otu la minoration suivante

b r b b
)\Mr/ deIZ)\/ |y|2dx>—/ qude—Mq/ y* d.

Par conséquent, \ > —% car y Z 0.

1.7 Exercices non résolus

Exercices 1

Montrer que, pour le probléme de Sturm-Liouville (SLH), toute valeur propre
est liée a sa fonction propre par la relation

_ gl JL p(e)? — av?) da

A {p:)

Exercices 2
Montrer que la fonction de Green GG pour le probléme

y' = 0, a<x<b,
ay(a) — By'(a) = 0,
yy(b) +0y'(b) = O,
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existe si ay(b—a) + ad + 5 # 0 auquel cas elle s’écrit

(vt — b —0)(as — aa + f3) s<t

G(ts) =
(vb—vs +0)(aa — at — beta)  t < s.

En déduire que la fonction G est négative si les constantes «, 3,7y, sont positives.

Exercices 3
Déterminer une fonction de Green généralisée au probléme

22y’ 4 2y — 2y = l<x<?2,

0,
y(1) —y(1) = o,
y(2)—2y(2) = o.

Exercices 4

Discuter, en fonction des paramétres réels k et A, I'existence de solutions au

probléme linéaire

22y -2y = 2+ x, w<ax<2m,
y(m) +my'(m) = 0,
y(2m) + ky'(2m) = 0.
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