CHAPITRE 3

ETUDE D’UN PROBLEME NON LINEAIRE

(P):

3.1 Fonction de Green pour l’opérateur y" :

Dans ce chapitre, on s’interesse a étudier I’existence des solutions pour un probleme

aux limites non linéaire posé sur un intervalle borné de R :

y'(z) = f(z,y(x),y (x));, sia<z<b;
(CB)7

(P)

ou f : [a,b] x R — R est une fonction continue et oit (CB) désigne des conditions aux
bords linéaires et séparées du type Dirichlet ou Neumann.

Comme déja vu au chapitre 1, La nature et le nombre de solutions du probleme
(P) dépend de la longueur de l'intervalle d’étude, de la constante de Lipschitz de la
fonction f, de la fonction f elle méme et enfin des conditions aux limites.

Dans ce qui suit, nous allons présenter, pour le probléeme non linéaire, quelques

résultats d’existence classiques lorsque :
1. f estlipschitzienne bornée.
2. f estlipschitzienne avec restrictions sur les constantes de Lipschitz.
3. f est continue bornée.

la fonction de Green pour 'opérateur y” avec des conditions aux bords homogenes

de type Dirichlet s’écrit :

(x—z)(y—b)
G(z,y) = o

W, siy <x <bh

sia <z <y;

14
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On sait aussi que y est solution du probleme

si et seulement si :
b
a) = [ Glas)r(s) ds

Dong, les solutions du probleme de Dirichlet non linéaire
(3.1.1)

sont s’écerient sous la forme :

b
y(z) = / G, 5) (s, y(s), 4/ (s)) ds.

Pour plus des détails voir les exercices[13 et

3.2 Le cas d’un second membre lipschitzien borné

Définition 3.2.1 (Fonction lipschitzien).
Nous aurons également besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.1. Soit f une fonction réguliere et soit y une solution du probleme . Alors,

on a les estimations suivantes :

y@) < L= e ()
aedZ WA = 8 aco
b—a)?
o
argggb\y(xﬂ < 5 anglggb!f(x)l
Démonstration. Voir I'exercice[10l O

Théoreme 3.2.1. Soit f : [a, b] x R x R une fonction continue, lipschitzienne par rapport aux

deux dernieres variables et bornée. Alors pour tous réels v, 6, le probléeme

y' = f(x,y,vy), sia<x<b
y(a) =,y(b) = 0.

admet au moins une solution y € C*([a, b]).

(3.2.1)

Equations différentielles non linéaires
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Exemple 3.2.1. Le probleme suivant :

y' +siny = f(z), sia<z<b
y(a) = v,y(b) = 0.

admet au moins une solution pour toute fonction continue f et pour tout y,6 € R.

3.3 Le cas d'un second membre lipschitzien

3.3.1 Un résultat général

Remarque 3.3.1. il suffit d’étudier le probleme pour des conditions aux bords homo-
geénes vy =6 = 0.

_ by—ad+(d—)=x

En effet, on considere la fonction h(x) —

est solution du probleme :

h'(x) =0
h(a) =, h(b) = 0.

si on suppose que y est solution du probleme :

y' = f(z,y,y), sia<z<b
y(a) = y(b) = 0.

alors la fonction y = y + h est une solution du probleme :

g//:f($’g7§/)7 sia<x<b
y(a) =7,y(b) = 0.

ou f(z,y,¥') = f(x,y — h, ¥ — h) est une fonction possedant les mémes constantes de

Lipschitz que la fonction f elle-méme.

Théoréme 3.3.1 (Théoréme du point fixe des applications contractantes). .
Soit E un espace métrique complet et f une application contractante de E dans E, alors il existe

dans E un unique point fixe E.

Voici le résultat fondamental de cette partie :

Equations différentielles non linéaires
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Théoréme 3.3.2. Supposons que f est continue, lipschitzienne par rapport aux deux derniéres

variables, c’est-a-dire qu'il existe K, L > 0 tel que

‘f(xvyluzl) - f($;y27z2)| < Klyl - yQ‘ + L"Zl - 22’7 v(xayhzl)’ ($7y2722) € [a7b] X RQ

Alors si : Si
(b—a)*  (b—a)
8 +1 2

le probleme admet une unique solution y € C*([a, b]).

K

<1 (3.3.1)

Démonstration. On considere I'espace E = C([a, b]) muni de la norme
— / .
Jallz = ma (Ju(a)| + o/ (@)

donc, E est un espace de Banach pour cette norme. On défnit I'application :

Y (z) = / G, 5)f (s, y(s),y/(5)) ds

et G est la fonction de Green associée au probleme (3.2.1) avec v = § = 0. On vérifie

que T est bien définie et contractante.

T est bien définie : car la fonction G est unique en vertu de 1’ Alternative de Fred-

holm (voir chapitre 1)

T est contractante : Soit (y, z) € X etsoit x € [a,b], on a
b
|Ty(x) — Tz(x)] = |/ G(z,s)(f(s,y(s),y'(s)) = f(s,2(s),2'(s))) ds]
= max Kly(s) - 2(s)] + LIy'(s) - Z’(S)\/a |G(z, )] ds.

et
(@)~ (@Y @] = | [ ) (009 (5)) = £ls,2(5).2(5) d

b
— max Ky(s) — 2(s)| + Lly/(s) — 2/(s)| / 1% 2,5 ds.

s€la,b]

Equations différentielles non linéaires
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On sait que pour tout = € [a, b] :

b N2
JACCRIE—
oG

/ab
(b— a)?

b—a
1Ty = T2|e < (K= + L752 ) ly = =lle-

%(:v,s)‘ ds

on en déduit que

D’apres I'hypothese (3.3.1), 1" est contractante. En vertu du théoréeme du point
fixe de Banach, 7" admet un point fixe unique y, solution du probleme (3.2.1).
O

Exemple 3.3.1. 1. Pour le probleme
y' +y=0,
y(0) = y(1) = 0.
la condition est satisfaite avec f(z,y,y’) = —v.

2. Pour le probleme
y// + 7r2y — 0’

y(0) =y(1) = 0.

la condition n’est pas satisfaite avec f(z,y,y') = —m2y.

3.3.2 Un cas particulier : le cas ou f ne dépend pas de la dérivée
Théoreme 3.3.3. Soit f : [a,b] xR — R une fonction continue et K-lipschitzienne par rapport
a y. On considere le probléeme suivant :

y'(x) = f(z,y), a<xr<b (3.3.2)
y(a) =7,y(b) = 0.

Si

)2
K(b—a) <1
2

Alors, pour tout v, 6 € R, le probleme admet une unique solution y € C*([a, b)).

Equations différentielles non linéaires
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Démonstration. Soit X = C([a,b]) 'espace de Banach des fonctions continues muni de
la norme a poids suivante :

lulls = sup L@
a<z<b w(x)

ol w est fonction poids continue, strictement positive a choisir convenablement; || - ||z

est une norme équivalente a la norme du sup. On considére ’application

b
V()= [ Gl fs. () ds
et G est la fonction de Green associée au probléme (3.2.1) avec v = ¢ = 0. Afin d’appli-

quer le théoreme du point fixe de Banach, vérifions que 7" est une contraction.

Estimations a priori : Sachant que :

Ty, (x) — Tya(z)|
Ty, —T = su .
H U1 yzHE aga;gb w(x)

Alors, on a

Ty, (z) — Tya(x)|

w<1x> | [ Gaolr(smts) = Fls () ds

e
K bws v s y1(s) — ya(s) 5
< oo [ e[ g
K b
< sln =l [ w(oIGGE. o) ds

K b
1Tys — Tyalle < llyr — y2llz sup —/ w(s)|G(z, s)| ds.

aa<o W(T)
Choix de la fonction poids w : On a, par hypothese b—a < —, on peut donc choisir

ap < a <b<bytel que by —ag < f_? Le probléme

w” + \w =0, Siag < x < by;
w >0, sur Jag, by[; (3.3.3)
w(ag) = w(bo) = 0.

Equations différentielles non linéaires
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admet une solution positive si et seulement si A = A\; = . Soit w une telle solu-

(bo

tion associée a cette valeur propre \. Par définition de a et by, K < )2 ,alors A > K

(bo
et 'on a, sachant que la fonction de Green est de signe négatif

w(zr) = —)\/Ow(s)G(x,s) ds

ao

> —)\/abw(s)G(ac,s) ds

> —K/bw(s)G(x,s) ds

:K/ s)|G(x,s)| ds

Par conséquent,
K

w(z)

b
/ w(s)|G(x,s)| ds <1, Vz € a,b].

L’application 7" est donc une contraction, donc elle admet un unique point fixe, ce qui

acheve la démonstration du théoreme 3.3.3 O

3.4 Le cas d’un second membre continue borné

Rappelons le théoreme du point fixe de Schauder.

Théoréme 3.4.1. Soit E un espace de Banach, C un convexe fermé de E et T' une application

continue de C dans C' telle que T'(C) soit relativement compact. Alors T admet un point fixe.

Théoréme 3.4.2. Soit [ : [a,b] x R — R? une fonction continue et bornée :
IM >0, |f(z,y,2)| < M,¥(z,y, 2) € [a,b] x R

Alors le probleme :
y'(x) = f(z,y.9), a<xz<b
y(a) = y(b) = 0.

admet au moins une solution y € C*([a,b]). De plus,

(3.4.1)

M(b— a)?

Vo € [a,b] : y(z)| < 3

Equations différentielles non linéaires
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Démonstration. Soit E = C([a, b]) muni de la norme suivante :

—a
lull e = max{ sup |u(z)], ——= sup [u'(x)[}
x€[a,b] z€[a,b]

C’est une norme équivalente a la norme du sup; X est donc un espace de Banach pour

cette norme aussi. On définit, comme dans le théoreme précédent, 'application :

wmzjiwwV@MQy@»m

ot GG est la fonction de Green associée au probleme (3.4.1)).

— T est bien définie car la fonction G est définie de maniere unique.

— On considére, dans F, la boule fermée de rayon R = M @ :

(b—a)*
8

B={ucE:|ullp<M }

Montrons que
— T envoie B dans B : Soity € BetY = Ty. Comme f est bornée par M, on a les
estimations (Voir Iexercice [10).

A
ve) < u
Vi) < u2

et par suite
N2
vie =202

d'ou Y € B etdonc T envoie B dans B (en fait T envoie tout I'espace X dans
B).

— T est continue Soit (y,,),en une suite de £ convergente vers une limite y € X et
Y, = Ty, ; alors (Y,,) converge vers Y, grace a la continuité de f et au théoreme

de la convergence dominée de Lebesgue; d’ou1 le résultat.

Equations différentielles non linéaires
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— T est compacte Soit (y,),eny une suite bornée de E alors la suite (Y},),en est

bornée dans C'([a,b]) et méme dans C?([a,b]), car YV,

f(@,yn,yp) et f est

continue. D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela, la suite (Y},),cy admet une sous-

suite convergente dans C'([a, b]), d’ott la compacité de I'application 7. D’apres

le théoreme du point fixe de Schauder, 7" admet un point fixe y, solution du

probleme (3.4.1).

3.5 Exercices

Exercice 10. On admet que les solutions du probleme de Dirichlet non linéaire

y' = f(z,y,9)
y((a) =y(b) =0

sont sous la forme

W a<x<y~
G(z,y) = b -
(y—“lﬂ nySb'

Supposons que f est bornée et soit y une solution du probleme (3.5.1).

1. Montrer que

b 2
b—
/ G(z,s)ds < ( 8a)
b
oG b—
/a %(x,s)‘ds 2a'
2. En déduire qu’ on a les estimations suivantes :
(b—a)?
<
max [y(z)] < = max [f(z)]
b—a
/
<
max |yf(z)] < —5— max |f(z)

(3.5.1)

(3.5.2)

(3.5.3)

Equations différentielles non linéaires
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Exercice 11. Soit f : [a,b] x R* — R une fonction, pour tout o, € R, on considere le

probleme aux limites suivant :

y'=flz,y,y), a<wz<b;
yla) = a,y(b) = B
Soit la fonction h(x) = t2=aftB=alr 4 14 p).

b—a

1. Vérifier que h est une solution du probléeme

y"(z) =0, a<x<b;
yla) = a,y(b) =5

2. Mntrer que si y est solution du probleme

y' = flz,y,y), a<xz<b;
y(a) =0,y(b) =0

alors la fonction y = y + h est solution du probléeme

y'(z) = ( .Y, a<x<b;
)=

v),
y(a) = a,y(b) = 3

oit f(a,5,7) = f(x,§— h, 7 — ).
3. Que peut-on-déduire.

Exercice 12. On considere le probléeme de Dirichlet non linéaire suivant :

y'=f(r,y), O<z<l;
y(0) =y(1) =0

On considere f(z,y) = 2%y, (z,y) € [0,1] x R. Montrer que le probleme admet une

(3.5.4)

solution unique dans C*([0, 1]).

Exercice 13. On considere le probléme nonlinéaire suivant :

y' = f(z,y)
y(a) = A, y(B) = B

(3.5.5)

Equations différentielles non linéaires
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1. Montrer que y est une solution du probleme (3.5.12) si et seulement si :

B r—« A
y(x) = 5 aA + 5 aB + /a G(z,t)f(t,y(t)) dt. (3.5.6)
ot G(z,t) est la fonction de Green du probleme
y =0 (35.7)
y(a) =0,y(8) =0

2. Onposel(z) = g:zA + 5= B. Soit (yn(x))nen la suite définie par le schéma :

bole) = i), (3.5.8)
yni1(z) = Uz) + [} Gl t) f (L. ya(t) dE, nEN

Supposons que la fonction f(x,y) est continue et uniformément Lipschitzienne sur

[a,b] x R; c.a.d.
AL > 0: |f(x,s1) — f(x,s2)| < Llyr —ve|, ¥Y(z, 1), (z,s2) € [a,b] x R.

et

e:éuﬁ—m<1

(a) Montrer par récurrence que :

Y1 (2) = yn(x)] < 0" o ly1(z) — yo(2)]. (3.5.9)

(b) Vérifier que pour tout n,m € N,n > m,ona:

Yn () = Ym ()| < T_g . max ly1(x) — yo(z)|. (3.5.10)

(c) En déduire que la suite (y,)nen est uniformément convergente vers une fonction

continue y dans [c, 8] qui est la solution de I'équation (3.5.6).

(d) Montrer l'estimation d’erreur :

m

o) = @) € T s (@) — (@) @5

(e) Montrer que la solution du probleme (3.5.6) est unique.

Equations différentielles non linéaires
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3. Application : On considere le probleme aux limites suivant :
y" = siny,
y(0) = 0,y(1) = 1.
(a) Calculer 0 et déduire que ce probleme admet une solution unique.
(b) Calculer yo(x),y1(x).

(c¢) En déduire l'estimation :

8 /1y m
y(2) — ym ()] < ?<§> 0,06 meN,

Exercice 14. On considere le probléme nonlinéaire suivant :

y' = f(z,y,9)
y(o) = A,y(B) = B

Supposons que la fonction f(x,y,y') est continue et uniformément Lipschtzienne; c.a.d.

(3.5.12)

|f(z,51,t1) — f(,80,t2)| < L|sy — so| + M|ty —to], V(z,s1,t1), (2,80, 12) € [, B] x RZ.
Soit (Y, )nen la suite définie par :

yo(w) = I(x),
yni1 (@) = (@) + [ Gl ) f(t,ya(t)) dt, n €N

5= B oit G(z,1) est la fonction de Green du probléme (3.5.7).

o~

o l(x) = =2 A+

1. Montrer que si = 1 L(8 — a)? + 3 M(B — a) < 1, alors la suite (y, )nen converge vers

la solution unique du probleme .

2. Vérifier I'estimation d’erreur :
,um
ly = ymll < 1—||y1 = yl,m=0,1,...
—H
N o /
oit [lyll = L max |y(x)| + M max |y (z)].

Exercice 15. 1. Soit f : [a,b] x R — R une fonction continue. Montrer que si f est

croissante par rapport a la seconde variable, alors le probleme :

y” - f(l‘, y)
y(a)=Ay(B) =B

admet au plus une solution.

Equations différentielles non linéaires
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2. Montrer que les problemes aux limites suivants admettent au plus une solution :

y' =y +u, y' =y +cosy + %,
y(0) =0,y(1) =1, y(0) =1,y(1) = 5.

3.6 Corrigé d’exercices

Exercice 1

1. Par un calcul direct, on a:

/abG(x,s)ds = /:—(s—a)(x—b) ds_i_/:—(x—a)(s—b) ds

b—a b—a
~ (z—a)(z—D)
- 2
En étudiant la variation de la fonction [a,b] > z +— W, on peut obtenir
que:
_ _ )2
s ‘ (r —a)(x —b) _ (b—a)
2 8
alors, on a .
b— 2
/ G(x,s) ds < ( 8a) : (3.6.1)

On a également :

/

oG Ys—a bh—s

%(x,s)’ds = /a b_ad8+/m b—ads
_ 1 N2 2
~ sl ooy

En étudiant la variation de la fonction [a,b] > z + (z —a)? + (b — z)?, on a

max [(z —a)®+ (b—2)*] = (b— a)®

a<x<b
/b
a

Exercice 2 Verifier directement.

d’ou :

oG b—a

sl < . 6.
e (w)\ ds < — (3.6.2)

2. Verifier directement.

Exercice 3

Equations différentielles non linéaires
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Pour tout (z,v1), (z,y2) € [a,b] x R,ona:

|f(2,01) — f(z,y)| = |27y — 22| = 2% |ys — va| < |y1 — 12

donc f est 1-Lipschitz (KX = 1). Comme 0 = K % = 1 < 1 et sachanr que f est
continue alors d’aprés le théoréme on a le résultat.

Exercice 4
1. On écrit:
-z r— * A
y(x) = 5 aA + = QB —I—/a Gz, t)f(t,y(t)) dt —I—/:r Gz, t)f(t,y(t)) dt.
alors
_A @
V@) = St Glaafy@) + [ G ) d

B
~Glao) foy(@) + [ @) eyl di

_ x 8
— L;_:jJr/a g—i(x,t)f(t,y(t)) dt+/x g—f(x,t)f(t,y(t)) dt.

et par suite

V@) = Dy + [ S yn) a
B 92
Gt fwte) + [ G r )

Rappelons qu’on a les propriétées de la fonction de Green (voir chapitre 1)

G oG
—(SC,.T ) = —($+,1}),
g B
ar B = gl

' oG oG, .
5 (z,z )—%(x,x )=1

etla fonction = — G(z,t) est une solution de I'équation y” = 0. Alors on obtient :

B 52
V) = (Gt = S0 ) + [ T2 )
= f(:c,y(x))

Equations différentielles non linéaires
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2.(a) Pourn=1,ona:

[y2(7) — i (2)] =

B
| G0 ®) - riel)] i

IA

B
[ 1660115 0) - fe o) de

IN

B8
L / G, 1) alt) — 1 (8)] dt
<Lmax|y2 ) — i (x |/|G1’t|dt

< Ta@agﬁwx 7) — ()] =0 max |yx(z) -y ()]

on a utilisé dans la derniére inégalité un résultat obtenu dans l'exercice 1

(voir l'inégalité (3.5.2)). Supposons que la propriété (3.5.9) est vraie pour

I'ordre n et on la démontre pour 1'ordre n + 1.

B
[Yns2(®) = Yna(z)] < /|G($’t)|’f(tayn+1(t>)_f(tayn<t))’dt

IN

B
L[ 160l (0) — afe) d

IN

B8
16" / G, 1)1y (£) — wolt)] dt

IN

a<z<pB

B
LO"™ max |y, (z) yo(:)s)|/ |G(x,t)| dt
()]

IN

LQ”@QI%?%(B ly1(z) — yo(x

n+1 _
Lo max, ly1(x) — yo(x)],

par conséquent, la relation (3 est vraie pour tout n € N.

(b) Soit n, m € N tels que n > m, en utilisant la question (a) on obtient :

k n—1
(@) = ym(@)| = Z Y (1) — elt)]

k=n—1

< Z |yk+1 _yk )|
k=n—1

< Z 0" fgafﬁfyl z) — yo()]

_ em

= mafgafﬁwﬂ) Yo(z)|.

Equations différentielles non linéaires
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(c) Comme 6 < 1, alors d’apres la question (b) on déduit que la suite (y,,(2))nen
est de cauchy (uniformément dans [«, 3]) et par conséquent elle est unifor-

mément convergente vers une foction y(x) qui est continue évidement.
En faisant n — 400 dans la relation (3.5.8), on obtient que y est une solution
de I’équation (3.5.6).

(d) En faisant n — +oo dans la relation (3.5.10), on obtient la relation (3.5.11).

(e) Supposons que le probleme (3.5.6) admet deux solutions y et z, alors :
B
[y(z) = 2(2)] < / |G, O f(8y(1) = f(t,2(1))] dt
g
< L[ 16@ollyo - =) d

LB —a)* max |y(z) — z(x)|

<
B 8 asz<p

< max |y(z) — 2(z)]-

Comme le dernier inégalité est stricte , alors on déduit que max,<,<g |y(z) —
z(z)| = 0 ce qui conduita y(z) = z(x) pour tout z € [«, (] et par suite 'unicité
de la solution.
3. Application :
(@) On pose f(z,y) = siny, (z,y) € [0,1] x R, on peut vérifier facilement que

(utiliser théoréme des accroissement finis par exemple) :
|f(x7y) - f(Z,t)l = |SiIly - Sint’ < |y - t|7 V(xay)v (Z,t) S [07 1] x R.

Alors L = letf = L(BT*Q)Q = &, comme 6 < 1, alors d’apres la premiére partie

de I'exercice, on déduit que le probléme admet une solution unique.

(b)
yo(x) = =
1
yi(zr) = =z +/ G(z,t)sint dt =z + xsinl —sinz.
0
ou
(z—a)(t=b) a<zx<t;
G(z,t) = bra 7 T T
Dt <a<h

Equations différentielles non linéaires
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(c) Ona:
ly1(z) — yo(x)| = |xsinl — sinz| < 0,06

et de la relation (3.5.11), on a :

)™0, 06.

\ee
col —

(

ly(x) = ym(2)] <
Exercice 5 La méme méthode avec 1’exercice 4.
Exercice 6
1. Supposons que y1, y» deux solutions du probleme, on pose w = y; — y», alors w
est une solution du probléme suivant :
w//(x) = f(xayl) - f(xny)’ a<X<b;
w(a) = w(b) = 0.

Comme f est croissante par rapport a deuxiéme variable, on a:

ww” = (y1 — y2) f(x, 1) — f(2,12) <O,

alors, par intégration par partie on obtient :

/ (e () da = / ! (@) d < 0,

d’out: w'(z) = 0 pour tout z € [a, b], donc w = C™, en utilisant les conditions aux

limites, on obtient w = 0 < y; = 5.

2. 1l suffit de vérifier que les fonctions R > y — y? +z et R 3 y — y+cosy+2? sont
croissantes et remarquer que les fonctions f(z,y) =y — v* +z; (z,y) € [0,1] xR

et f(z,y) =y y>+ x;(z,y) € [0,1] x R sont continues.

Equations différentielles non linéaires



