CHAPITRE 1

SUJETS D'EXAMENS

1.1 Examen final : 2018-2019

Durée : 1h :30 min
Exercice 1

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, considérons le probléeme suivant :

y" = f(x), a<z<b; (L1.1)
y(a) =0,y(b) =0

1. Montrer que la fonction de Green associée au probleme (1.1.1) est donnée par

o LUl siy > a; 112)
(1'7 y) - (y_Z)(x_b) Si y < B

2. Ecrire la solution unique du probléme (1.1.1) sous forme intégrale.

3. (a) Calculer [”G(z,s) ds.

< (b*‘l)Q .

(b) En déduire que ‘ ff G(z,s) ds .

Exercice 2

Soit f : [a,b] x R* — R une fonction, pour tout o, 5 € R, on consideére le probleme

aux limites suivant :
{ vy =flzyy),  a<z<b; 1.13)
yla) = a,y(b) = 5
Soit la fonction h(x) = W,x € [a, b].
1. Vérifier que h est une solution du probleme
y'(x) =0, a<x<b;
yla) = a,y(b) = 3

(1.1.4)
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2. Mntrer que si y est solution du probléme

y' = flz,y,y), a<z<b;

(1.1.5)
y(a) =0,y(b) =0
alors la fonction y = y + h est solution du probleme
y" = f 7~7 v ) < < b;
@) = i) a<a w16
yla) = a,y(b) =B
ou f(z,7.7) = f(x,§ — h.§ — I).
3. Que peut-on-déduire.
Exercice 3
On considere le probleme de Dirichlet non linéaire suivant :
"= Y), 0<z<l1;
y' = f(z,y) x (1.17)
y(0)=0,9(1) =0
On admet que la solution du probleme du (1.1.7) est de la forme
1
o) = [ Glas)f(s.y(s) ds
0
Soit I'espace X = C([0,1]) muni de la norme ||u|| = max,cp|u(z)|. On pose f(x) =

22y,

1. Vérifier que f est Lipschitzienne par rapport y; plus précisement :

|f(x,y1) - f(x,y2)| < |y1 - y2|’ e [07 1]7y17y2 e R.

2. On définit 'opérateur

T:X — X

y = Ty

1
Ty() = [ Glaos) (5,06 ds.
0
Montrer que T est contractante; plus précisement :
1
1Ty = Tzllx < glly = 2lx.

3. En déduire que 7" admet un point fixe. Justifer que le probleme (1.1.7) admet

une solution dans C?([0, 1]).

Equations diffntielles non linres
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1.2 Examen final : 2019-2020

Durée : 1h

(I) Soit A : [a, b] — R une fonction continue, considérons le probleme suivant :
y" = h(z), a<xz<b;
yla) = a,y'(b) = 5

1. Montrer que la fonction de Green associée au probleme (P;) est donnée par

(P1)

a—x, sita<z<y;
G(z,y) = (1.2.1)
a—vy, siy<az<b.
2. Ecrire la solution du probleme (P;) sous forme intégrale.

3. Vérifier que:
8_G

b 2 b
(b—a) /
<
/GIG(:c,y)\dy_ > ) e

4. Enoncer le théoreme du point fixe pour les applications contractantes.

(e,9)| dy < (b a).

(IT) On considére le probleme de Dirichlet non linéaire suivant :

y' = flz,y,y), a<xz<b;
y(a) =0,y'(b) =0

Supposons que f : [a,b] x R? — R est une fonction continue et Lipschitzienne par

()

rapport aux deux dernieres variables; c.a.d. qu’il existe K, L > 0 tel que :
[f(@, 1, 20) = [y, 22)] < Klyy — ol + Ly = 2], V(,91,21), (2,42, 22) € [a,0] x R™.
On admet que y est une solution du probleme (F) si et seulement si :

b
y(z) = / G, 5)f (5, y(s),y/(5)) ds.

Supposons que la restriction sur les constantes de Lipschitz s’écrit : & @ +L(b—a) <

1. Soit I'espace E = C'([a,b]) muni de la norme |ju]| = m{a;;}(K|u(x)| + L|u/(z)]). On
re|a,
définit I'application
T:E — FE

y — Ty

ou Ty(x) = ['G(x,8)f(s,y(s),y/(s)) ds; Yz € [a,b].

Equations diffntielles non linres
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1. Justifier pourquoi I’application 7" est bien définie.

2. Montrer que 7' est contractante.

3. En déduire que le probleme (P;) admet une solution unique dans C?([a, b]).
4. Application : Vérifier que le probleme :

y”:%‘yl—i—ésiny’, 0<zxz<1;
y(0) =0,y'(1) =0

(Ps)

admet une solution unique dans C?([0, 1]).

1.3 Examen de rattrapage : 2019-2020

Exercice 1
Soit f : [a,b] x R — R une fonction continue et croissante par rapport a la seconde

variable. On considere le probleme suivant :

y' = f(x,y)
y(a) = A,y(b) = B

(P1)

1. (a) Supposons que vy, y» deux solutions du probleme (P, ). Vérifier que w = y; —

Y2 est une solution du probleme suivant :

U)//(ZE) = f(x7y1) - f(x,yQ), a<x<b;
w(a) =w(b) = 0.

(b) Par intégration par partie, vérifier que :

b
/ ! () dz < 0.
(c) En déduire que le probléeme (P;) admet au plus une solution.

2. Soit le probleme suivant :

y// — bheW
y(0) =(1)=0

Trouver une condition sur « et b pour que le probleme (/) admet au plus une

()

solution.

Equations diffntielles non linres
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Exercice 2
On considere le probleme non linéaire suivant :
" _ .:E,
y' = f(z,y) (13.1)
yla) =A,y(B) =B
On admet que y est une solution du probléme (1.3.1) si et seulement si :
(x)—ﬂ_xA+x_O‘B+/BG( ) F(t,y(t)) dt (1.3.2)
y - /8 — 6 — N x? 7y . e
. y" =0,
out G(x,t) est la fonction de Green du probleme
y(a) =0,9(8) =0
On pose l(z) = EZZA + 5= B, s0it (yn())nen la suite définie par le schéma :
) =I(x),
yo(x) = I(x) , (1.3.3)
Yni1(x) = U(2) + [ Gz, ) f(t,yn(t)) dt, n €N

Supposons que la fonction f(z,y) est continue et uniformément Lipschitzienne sur
la,b] x R; c.a.d.

dL > 0: |f(:v,y1) — f(x,y2)| < L|y1 - y2|, V($,y1), (xva) S [CL?b] x R.

On suppose que f = ¢L(f — a) < 1.

1. Montrer par récurrence que :

[Ynr1(2) = yn(2)] < 0" max |y () — yo(z)]. (1.3.4)

z€fa,f]

2. Vérifier que pour tout n,m € N,n > m,ona:

m

yn(7) — ym(2)| < T_g .y ly1() — yo()]. (1.3.5)

3. En déduire que la suite (y,)n,en est uniformément convergente vers une fonction

continue y dans [«, 3] qui est la solution de I'équation (1.3.2).

1.4 Corrigé type d’examen final 2019-2020

D) 2,5+2,5+3+2=10pts

Equations diffntielles non linres
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1. Soit ¢, 2 les solutions des problemes

¢ =0, vy =0,
et
pi(a) = 0,¢1(a) = 1. pa(b) = 1, ¢5(b) = 0.
respectivement. Alors ¢ (z) = —x 4 a et p2(x) = 1 donc leur Wronskien W (x) =
1 et par suite :
e1(z)e2(y) ; . ; .
=2 osia <z < y; a—zx, sta<lx<y;
Glo,y)={ WO - /
%&if)(‘r), siy <x <bh a—y, siy<xz<bh

2. Soit 14, 12 les uniques solutions des problemes :

" __ //_O
1 — Y 2 — Y
et

77D1(CL) = O‘awi(b) =0. 2/}2<a) - O,l/)é(b) - 6

donc ¢ (z) = a et 2(z) = B(xr — o) et par conséquent :
Ya) = )+ dala) + [ Glay)h) dy
x b
— aspl-a)+ [ a-ph@ dy+ [ (@2l dy

3. Ona: [V|G(z,y)| dy = [*(y—a) dy+ [*(z—a) dy = (x—a)(—1z—La+b) = k(x),
d’ou k'(x) = b— x > 0 pour tout = € [a, b], on déduit que

(b—a)’
—

1 1
/ |G (z,y)| dy < m[a>l§](a: —a)(—éx— §a+b)

Onaf

9 (z,y )dy—f dy=b—x< m[a%(b—x)—b—a
xrEe|a
4. Théoreme du point fixe des applications contractantes (de Banach) : Soit £ un
espace métrique complet et f une application contractante de £ dans E, alors il

existe dans £ un unique point fixe dans £.
II) 2+4+2+2=10pts

1. Comme le probleme homogeéne n’admet pas de solution non triviale, alors la
fonction de Green existe et unique, d’autre part la continuité des G et f assure

que l'intégrale est fini et 'image Ty € E = C*'([a, b]).

Equations diffntielles non linres
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2. On montre qu’il existe C' €]0, 1] tel que pour tout y;,y, € E,ona: ||Ty; —Tys|| <
Clly1 — y2l|, En effet, soit z € [a, b] :

Tyu(z) - Typla)| = | / G, 5) f(5.11(5), ¥(5)) ds — / G, 5) (5, y2(5), 4 (s)) ds

IN

/ Gl )1 (5,3(5), 9(5)) — F(53(5), 45())] dis

IN

b
/ |Gz, 5)|(Kyi(s) — y2(s) + Llyi(s) — y3(s)]) ds

< mos (Klon@) ~ (o) + E) ~ @) [ 1655 s
< Oy )

et d’autre part :

) = T = | [ O 097051406 56,405
<[ @—f(x, () = 32()] + LI (5) — vh(6)]) ds
< mas (Klon@) ~ )] + Lhk(2) - @) [ 10 0,01 s

< (b—=a)llyr — gl

par un calcul simple, pour tout = € [a, b] on obtient :

(b—a)*
2

K|Tyi(x) — Tya(x)| + L|Tyy (z) — Tyh(x)| < (K + L(b—a))|lyr — vel-

d’ou | Ty, — Ty < (K@ + L(b—a))|ly1 — y2|, comme KM +Lb—a) <1
donc il suffit de prendre C = K=~ (- “) + L(b — a) et par suite T est contractante.

3. Comme (E, || - ||) est un espace de Banach et 7' : £ — E est contractante, alors
en vertu du théoréme du point fixe de Banach, 7" admet un point fixe unique

y € E;cad.

b
y(z) = Ty(x) = / G, 5)f(s.y(s),y/(s)) ds; Vi € [ab].

Par conséquent, le probleme (P,) admet une solution unique dans E. De plus

comme [ est continue alors 3" est continue et par suite y € C?([a, b]).

Equations diffntielles non linres
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4. Onpose f(z,y,z) = 37, + 5 sin 2. On remarque que f est continue sur [0, 1] x R?,

de plus elle est Lipschitzienne; en effet pour tout (x, y1, 21), (@, 42, 22) € [0, 1] xR?,
1y~

ona:|f(z,yi,z1)—f(z,y9, 22)| < W+%|sinzl—sinz2| < %—i—%]zl—zz] <
ly1 — y2| + |21 — 22|. Comme K@ + L(b—a) = 3 < 1, alors d’apres la partie

précédente on déduit que le probleme (P;) admet une solution unique dans

C?([0, 1]).

Equations diffntielles non linres
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