Fonctions Elémentaires S.Bounab

CHAPITRE 2 : Fonctions Elémentaires

2.1Fonctions homographiques

. . . . . B
Fonctions rationnelles : Une fonction rationnelle est une fonction complexe de la forme f(z) = ﬁ ou
L=

P et @ sont deux polyndmes avec @(z) # 0.

Le cas particulier £ (z) =“ ollad — be # 0 est appelée fonction homographique.

2.2Fonctions exponentielle

La fonction exponentielle est définie par :
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2.2.1Formule d’Euler :

Si on considére le cas oll z = iy avec v € R, alors €™ s’écrit sous une forme trés intéressante :
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Et en utilisant le développement en série entiére des fonctions sinus et cosinus, on obtient la fameuse

YyEH : e = cosy + isiny

&

formule d’Euler d’ou : ||

Donc la fonction exponentielle peut étre écrite comme :

e® = e*tW = g%V = o¥cosy + e siny

D’ouona Re(e®) = e*cosy = P(x,y) et Im(e®) = e*siny = @(x,y)

On peut vérifier les conditions de Cauchy Riemann, et on trouve que la dérivée de la fonction

exponentielle est :
aQ

vz EC: (e®) = —+i— =e%cosy + ie“siny = e*(cosy + isiny) = e

dx dx

xHiy — eZ
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2.3 Fonctions Hyperboliques

Les fonctions hyperboliques sont définies par les relations suivantes :
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g —g

e sinus hyperboligque: shz=

r

g +e 2

e cosinus hyperholique : Wz € C chz =

r

shz & —aF

e tangente hyperbolique :Vze C z #1i G+ Im): thz = —

che o gt +e= %

z -z
e cotangente hyperbolique:vVzcC z+ L'G—F kﬂ] cothz = 22 = Ez“ =
= =

he g —a"

Les propriétés suivantes sont également vérifiées, en passant directement a 1’exponentielle :

Yz € C: ch’z—sh’z=1
ch(—z) = chz sh(—z) = —shz
ch(z+im) = —chz sh(z+ im) = —sh=

T T
ch(z+mi)= ishz sh(z-l—mi) = ichz

> Les fonctions hyperboliques sont holomorphes et leurs dérivées sont données par :
(shz) = chz et (chz)' = shz et (thz)' =

1

chiz

2.4 Fonctions Trigonométriques

On peut définir les fonctions trigonométriques ou circulaires, en utilisant les fonctions exponentielles
et la formule d’Euler, de la maniére suivante :
eiz_i_e—iz eiz_e—iz
cosz =—— gt sinz = ———
2 2i
sinz g'f —eg = COSZ L'[:eiEr + e“iz)

i
= . . z#—+km et cotgz =
cosz i(e™®+e7F) 2 g

Les fonctions trigonométriques et les fonctions hyperboliques sont liées par les relations suivantes

z#nt+kn

tgz = - - —
sinz gF —p =

sin(iz) = ishz sh(iz) = isinz cos(iz) = chz ch(iz) = cosz
tg(iz) = ithz th(iz) = itgz cotg(iz) = —icothz cohth(iz) = cotgz
Remarque :

La plupart des propriétés des fonctions trigopnométriques réelles sont encore vérifiées dans le cas complexe,

par exemple : ¥z € C: sin*z + cos?z =1
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sin(z+ z") = sinzcosz' + coszsinz'
cos(z + z') = coszecosz' = sinzsinz' ....etc.

Par contre pour z € T, on peut avoir |sinz| =1 ou |cosz| =1

2.5 Fonction Logarithme complexe

On appelle détermination du logarithme de z un nombre complexe t tel que t = logz = z = ef

définie par :

Vz # 0 Logz= In|z| +iargz

=lIn|z| + idrgz + i2nk kecC

On remarque que Lo gz est une fonction multiforme (cette fonction posséde une infinité de déterminations).
Le nombre In|z| + idrgz (—m < Argz < m)s’appelle souvent La détermination principale de logz.
La fonction est définie comme I’inverse de la fonction exponentielle e®.

Exemples :
> Log(i) = Inlil + iarg(i) = In1 + i(= + 2mk), alors La détermination principale de log (i) est i =.
> Log(1+i)=Inll +il+iarg(1+i) =22 + iC + 2mk),

Donc La determination principale de log (1 + f) est %inz + Lg

2.6 Fonction Puissance

C’est une fonction complexe de la forme f(z) = z% ot & € C, et définie comme :

f(zj =% = eﬂ:&-ogz

Nous pouvons définir f (2)9(=) = ga'=)tear(=) En général de telles fonctions sont multiformes.

Exemple :

P T
—iLagi —ifinli] +: (i =i{ils+2mk])) _ _t+iImk
ilogi — g~ nlil +iarg(il) =g 7 )] = g2

T

Alors La détermination principale de: ™ est ez
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2.7 Fonctions trigonométriques inverses

Siz = sin talors t = arc sin z est appelée la fonction inverse de sin z ou arc sinus de z. De la méme
fagon on peut définir dautres fonctions trigonométriques inverses arcos z, arctg z,etc. Ces fonctions qui

sont multiformes peuvent étre exprimées au moyen de la fonction logarithme

1 2 1 2
m‘csinz=7£.og(i.z +w.,"1—z) arcccrsz=7£.og(z+fz —1)

i i

1 1+iz 1 z+i
cxrr:tgz=—.Log( . ) cxrcctgz=—.£.ag( )

21 1—iz 21 z—1

2.7 Fonctions hyperboliques inverses

Si z = sht alors t = arg sh zest appelée la fonction inverse de sinus hyperboligues. De la méme
facon on peut définir d'autres fonctions inverses des fonctions hyperboliques argch z,argth z, etc. Ces
fonctions qui sont multiformes peuvent étre exprimées au moyen de la fonction logarithme

argsh z = Log (z +4z2+ 1) argch z = Lﬂg(z +4z%F— 1)

1 1+z 1 z+1
argth z =—Lag( ) argcath z= —Lag( )
2 1—=z 2 z—1



